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Prêface. 


Le  piésent  oiivrage  est  la  tradiiclicn,  avec  plusieiírs  additioiís,  d'un  travail  intitule: 
Tratado  de  las  curvas  especiules  nutable>-',  que-  1'Acadéinie  des  Sciences  de  Madrid  noas  a  fait 
riionneur  de  eouronner  en  1899  et  de  publier  en  langue  espagnoie  plus  tard  dans  le  tome  xxii 
de  ses  Mémoires.  V,e  travail,  qiii  répondait  eu  niême  tenips  au  progfamnie  proposé  par  cette 
Acadéiuie  et  à  un  progiainme  proposé  pai-  íl.  Haton  de  La  Goiípillière  dans  le  tome  i  de 
Y Intermédiaire  des  mathématiciens,  a  mérité  Tapprobation  de  cet  éniinent  savant,  et  nous  en 
publions,  vivement  encouragés  par  lui-niênie,  cette  tradiietion  française. 

Nous  suivons  dans  cette  édition  le  plan  et  Fordre  dans  la  disposition  des  matières  de 
Tédition  espagnoie;  cependant  la  presente  édition  diffère  considérablement  de  celle-l<à,  non 
seulement  parcequ'elie  eontient  quelques  courbes  qui  ne  furent  pas  étudiées  dans  la  preraière 
édition,  mais  principalement  car  nous  avons  tait  de  nombreuses  additions  à  la  thúorie  de  la 
plupart  des  courbes  considérées  dans  Tétude  primitive. 

Comme  dans  Tédition  precedente,  nous  étudions  la  forme,  la  constniction,  la  rectitication 
et  la  quadrature,  les  propriétés  et  lliistoire  de  ehaque  courbe;  nous  considérons  les  rela- 
tions  de  cbaque  courbe  avec  les  autres;  nous  indiquons  les  problèmes  oii  les  courbes  étudiées 
apparaissent ;  etc.  Les  auteurs  de  ehaque  question  considérée  sont  mentionnés,  quand  cela 
nous  a  été  possible.  En  plusieurs  occasions  nous  donnons  des  propositions  qui  n'ont  peut-être 
pas  été  i'emarquées. 

Cet  ouvrage  será  composée  de  deux  volumes.  Le  preraier  est  consaeré  aux  courbes  algé- 
bnques  planes,  à  degré  determine,  de  plus  grand  interêt.  Dans  Tautre  seront  envisagées  de 
nombreuses  courbes  trancendantes  planes,  queiques  classes  de  courbes  planes  et  quelques 
courbes  gaúches  plus  remarquables.  Dans  la  partie  du  deuxième  volume  consacrée  à  Tétude 
de  diverses  classes  de  courbes  planes,  nous  serons  naturellement  menées  à  envisager  encore 
quelques  courbes  algébriques  planes  à  degré  determine  qui  en  sont  des  cas  particuliers. 

Porto,  1907. 
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Préface  de  1' édition  espagnole. 


Cet  ouvrage  se  rapporte  à  la  question  saivante,  proposée  par  VAcadémie  Royale  des 
Sciences  de  Madrid,  d'abord  en  1892  et  ensuite  eii  1895,  savoir:  «.Catalogue  méthodique  de 
foiíles  les  courbes  d'iine  classe  quelconque.ayant  reçit  un  nom  spécial,  avec  une  idée  succinte  de 
la  forme,  des  équations,  et  des  propriétés  générales  de  chacime  d'elles,  et  une  notice  des  ouvrages 
ou  des  auteurs  qui  en  ont  fait  la  preinière  mention.)> 

Dans  le  court  délai  compris  entre  cea  deux  dates  (1892  et  1895),  M.  Haton  de  la  Gou- 
pillière  a  appelé  l'attention,  dans  le  t»me  i  de  V Intermédiaire  des  mathématiciens^  sur  les 
avantages  qui  résulteraient  de  Tétude,  dans  un  ouvrage  spécial,  de  toutes  les  courbes  notables. 

En  réponse  à  cet  appel,  il  n'a  paru  jusqu  à  présent  qu'une  liste,  dressée  par  M.  Brocard, 
des  noms  spéciaux  donnés  à  diverses  courbes,  laquelle  a  été  insérée  au  tome  iv  du  même 
recueil  (*j. 

Dans  le  travail  que  nous  avoíis  I'lionneur  de  présenter  à  TAcadémie,  nous  envisageons 
le  sujet  sous  un  point  de  vue  difFérent  de  celui  qui  a  été  suivi  par  ce  savant  géomètre.  En 
nous  bornant,  en  effet,  au  prograrame  pose,  nous  considérons  les  courbes  qui  ont  reçu  des 
noms  spéciaux,  et  non  les  noms  que  les  courbes  prennent  en  des  circonstances  données.  Nous 
devons  observer  toutefois  qu'il  existe  des  noms  qui  peuvent  être  pris  en  les  deux  sens  indiques. 
Ainsi,  le  niot  chatnette,  pris  dans  le  sens  general,  designe  une  des  courbes  qui  apparaissent 
dans  la  solution  du  problème  de  Téquilibre  d'un  fil  flexible,  dont  les  conditions  peuvent  va- 
rier  d"une  infinito  de  manières;  mais,  s'il  est  pris  dans  le  sens  restreint,  il  represente  la 
courbe  relative  à  un  fil  pesant  homogène,  étudiée  par  Leibniz,  Jean  BernouUi,  Huygens,  etc. 
Cette  dernière  oourbe  est  celle  qui  designe  ce  mot,  quand  on  ne  dit  pas  expiicitement  le 
contraire,  et  c'est  ainsi  que  son  étude  est  entrée  dans  le  programme  proposó. 


(')  Apròs  que  nous  avious  achevé  ce  travail,  il  a  paru  quelques  ouvrages  sur  le  même  sujet.  Ainsi,  í  la 
tiu  de  18!)7,  c'est-à-dire  quand  cet  ouvrage  a  été  presente  à  TAcadémie  Royale  des  Sciences  de  Madrid,  M. 
Brocard  a  publié  un  travail  lithographié  sous  le  titre:  Xotes  de  Bibliographie  des  courbes  géométriqnes,  oi 
Ton  trouve  des  courtes  notices,  mais  trcs  instructives,  sur  les  courbes  inscrites  dans  la  liste  mentionnée  ci- 
dessus.  Postérieurement,  en  1901,  M.  Basset  a  publié  un  ouvrage  intitule:  An  elementary  Treatríte  on  culHc 
and  quariic  curves,  od  sont  étudiées  succintement  quelques  courbes  remarquables,  et  en  détail  les  cubiques 
ciroulaires  et  les  quartiqucs  bicirculaires.  Enfin,  en  1902,  M.  Gino  Loria  a  publié  un  ouvrage  magistral, 
consacré  à  Tétude  des  courbes  planes  remaiquables,  três  complet  en  renseignements  historiques  et  biblio- 
graphiques,  et  ayant  par  titre :  Spezielle  algebraische  und  transscendente  ebene  kiirven. 


La  coUection  des  courbes  iiyaiit  iin  nom  spéc-ial  que  noiís  nous  proposons  d'étiulier  n'est 
pas  complete.  Faute  de  tenips,  nous  n'en  avons  pas  considere  quelqnes-unes  dont  nous  avions 
connaissance.  Nous  croyons  néanmoins  que  nous  n'avons  omis  aucune  courbe  de  celles  qui 
sont  réellement  iuiportantes  par  leur  théorie.  It-urs  applications,  ou  leur  histoire.  Si  ee  travail 
reçoit  Fapprobation  de  TAcadémie,  lors  de  sa  publication,  on  ajoutera  dans  un  supplément 
ou  à  leurs  places  respectives,  quelqiies-unes  des  courbes  qui  manqiient.  Nous  devons  obser- 
ver,  en  outre,  que  nous  n'avons  pas  étudié  les  eoniques,  vu  que  leur  théorie,  si  connue,  fait 
Tobjet  de  teus  les  traités  de  Géoraétrie  anaiytique. 

L'ordre  suivie  dans  Tétude  des  courbes  coniprises  dans  ce  travail,  est  celui  determine 
par  leurs  équations.  Ainsi,  nous  commençons  par  les  cubiques,  en  consacrant  le  ehapitre  i 
aux  cubiques  circulaires  et  le  ehapitre  ii  aux  autres  cubiques  qui  ont  reçu  des  noms 
spóciaux.  Dans  les  chapitres  lu  et  iv  nous  étudions  les  quartiques  bicirculaires,  et  dans  le 
ehapitre  v  d'autres  quartiques.  Dans  le  ehapitre  vi  nous  considérons  les  courbes  algébriques 
de  degré  supérieur  au  quatrième  qui  ont  reçu  aussi  des  dénominations  spéciales. 

Une  fois  termine  ce  qui  concerne  les  courbes  algébriques,  nous  passons  à  considérer  les 
courbes  transcendantes  aux  chapitres  vii  et  viii;  ce  dernier  est  consacré  aux  spirales,  en 
prenant  ce  mot  dans  son  sens  géométrique. 

Dans  les  chapitres  IX,  x  et  xi,  n>us  étudions  les  équations  qui,  d'après  le  paramètre  qui 
y  entre,  représentent  tantôt  des  courbes  algébriques,  tantôt  des  courbes  transcendantes:  au 
premier,  les  paraboles  et  les  hyperboles  d'Hn  ordre  quelconque;  au  deuxième,  les  courbes 
cycloidales;  au  troisième,  diverses  classes  de  courbes"  non  coniprises  dans  les  groupes  antó- 
rieurs. 

Passant  ensuite  aux  courbes  gaúches,  nous  étudions  les  courbes  sphériques  dans  le 
ehapitre  xii,  et  les  autres  dans  le  ehapitre  Xiir.  Le  ehapitre  Xiv  est  consacré  aux  théories 
de  la  polhodie  et  herpolhodie  de  Poinsot. 

Nous  devons  avertir  que  quelquefois  nous  nous  écartons  du  point  de  vue  general  adopte 
pour  ciasser  les  courbes.  Ainsi,  riiypocycloíde  à  trois  rebroussements  n'a  pas  été  placée  à 
côté  des  autres  quartiques.  ni  les  paraboles  cubiques  à  côtó  des  autres  cubiques;  car  il  n'était 
pas  convenable  de  séparer  Tétude  de  ces  courbes  de  Tétude  générale  des  classes  auxquelles 
elles  appartienneiit.  Nous  avons  aussi  placé  dans  un  ehapitre  spécial  ia  polhodie  et  Therpo- 
Ihodie  de  Poinsot,  bien  que  Pune  de  i^es  courbes  soit  plane  et  Tautre  à  double  courbure,  car 
il  ne  convenait  ]ias   de  séparer  ces  deux  courbes,  dont  les  théories  sont  si  étroitement  liées. 

Dans  le  prograuime  proposé  par  TAcadéniie  on  demande,  pour  chaque  courbe,  Tindica- 
tion  du  noni  du  géomètre  qui,  le  premier.  Ta  étudiée.  Cette  indication  a  été  faite  pour  la 
plupart  des  courbes  étudiées.  Qiiand  aux  courbes  pour  lesquelles  cette  indication  n'a  été 
possible,  on  a,  au  moins,  cilé  les  travaux  les  plus  anciens  qui  les  concernent. 

Porto,  1897. 


XI 


# 


P.  S.  A  ce  qui  precede,  écrit  en  1897,  nous  ajouterons  aujour(i'hui  quelques  mots. 

Nous  diions  d'aborcl  que,  lorsque  nous  avons  rédigé  cet  ouvrage,  nous  avons  tâché  de 
le  faire  d'une  inanière  toute  élémentaire.  Beaucoup  de  questions  pouvaient  être  traitées 
avec  plus  de  concision,  par  des  procedes  spéciaux;  mais,  à  notre  avis,  un  ouvrage  de  ce  genre, 
pour  être  utile,  doit  être  accessible  à  tout  lecteur  qui  désire  étudier  l'une  quelconque  des 
courbes  considérées,  même  s'il  ne  possède  pas  des  connaissances   scientifiques  approfondies. 

Nous  nous  faisons  aussi  un  devoir  d'adresser  le  temoignage  de  notre  réconnaissance  à 
une  personne  qui  n'est  malheureusement  plus  de  ce  mondo.  Xous  voulons  dire  du  savant 
secrétaire  de  TAcadémie  Royale  des  Sciences  de  Madrid,  D.  Miguel  Merino.  Grand  a  été  le 
service  que  nous  a  rendu  cet  homme  éminent,  dont  nous  avons  souvent  aprecie  les  bautes 
qualités  du  coeur  et  de  Tintélligence. 

II  a  pris  avec  zele  sous  sa  direction  la  publication  de  cet  ouvrage;  il  a  fait  une  révision 
scrupuleuse  du  texte  espagnol,  traduit  d'abord  du  portugais  par  une  personne  non  au  courant 
de  la  seience  mathématique,  et  il  a  porte  sa  coopération  jusqu'au  point  de  nous  donner  sou- 
vent de  judioieux  conseils,  qui  ont  contribuo  eíBcacement  à  amélliorer  cet  ouvrage  :  tout  cela 
en  lutte  constante  avec  une  maladie  douloureuse  et  cruelle  ('),  dont  il  a  fini  par  être  victime. 
L'interêt  afFecteux  qu'il  apportait  à  ce  travail,  Ta  exprime  lui-même  à  plusieurs  reprises 
dune  façon  assez  eloquente,  en  déclarant  à  ses  amis  qu'il  ne  voulait  pas  mourir  sans  achever 
la  publioation  de  cette  ouvrage,  qu'il  amait  autant  que  son  auteur.  Malheureusement  Dieu  n'a 
pas  exauoé  sa  prière,  et  en  témoignant  ici  tous  mes  remerciments  pour  les  serviees  qu'il  m'a 
rendus,  je  ne  puis  que  m'adresser  à  son  impérissable  raéraoire,  pour  exprimer  à  la  fois  ma  gra- 
titude  et  ma  respectueuse  et  profonde  vénération. 

Porto,  1905. 


(')  La  muladie  de  Miguel  Merino  a  été  la  cause  du  retaid  apporté  à  la  publication  de  cet  ouvrage.  L'im- 
pression,  commencée  en  1900,  a  continue  régulièremcnt  peudant  les  premièies  années,  puis  elle  a  subi  des 
lenteuis  et  en  mêine  quelquefois  des  interruptlons. 


CHAPITRE  PREMIER. 


CUBIQUES  REMARQUABLES. 


Les  eissoídes. 


1.  Prenons  iin  cercle  de  centre  C  et  de  rayon  égal  à  a  (fig.  1)  et  sur  sa  ciiconférence 
un  point  O,  et  par  Tautre  extréinité  A  du  diamètre  passant  par  O,  menons  la  droite  AM> 
tangente  à  ce  cercle.  Prenons  ensuite  sur  cliacune  des  droites  qui  passent  par  O  iin  segmentOP 

égal  au  seguient  MN,  compris  entre   le 


T* 


cercle  et  la  droite  AM,  et  dirige  dans 
le  sens  OM.  Le  lieu  des  points  P  qu'on 
obtient  ainsi  est  la  courbe  désignée  sous 
le  noui  de  cissoide  de  Diocles. 

Eu  représentant  par  p  le  segmenl 
OP  et  par  f)  Tangle  POC,  ou  voit,  au 
moyen  de  la  reiation  OP  =  OM  — ON, 
que   Véquation  i'olaire  de  la  cissoide  est 


P  = 


2a 
coso 


■  2rt  cos  6  = 


2a  sin'  O 
cos  d 


et  que  son  équation  cartésienne  est 

ír3 


r-= 


2a  — X 
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2.  Panni  les  problèmes  célebres  dans  rhistoire  de  la  Géométrie  dont  les  aneiens  géo- 
inètres  se  sont  oceupés,  figure  celui  qui  a  pour  but  de  trouver  deux  moyennes  proportion- 
nelles  entre  deux  segments  de  droite  donnés,  et  qui  est  designe  quelquefois  sous  le  nom  de 
prohJlme  de  Délos,  paree  qiril  contient  celui  de  la  (htpUcation  ãu  cube  et  ee  dernier  est  attri- 
bué  par  une  legende  à  un  oraele  qui  aurait  demande  la  construetion  dans  Tile  de  Délos 
dun  autel  de  forme  cubique  et  de  volume  double  du  volume  dun  autre,  de  la  niême  forme, 
qui  existait  dans  cette  ile;  et,  parmi  les  méthodes  inventées  par  les  géomètres  de  l'ancienne 
Grèce  pour  le  résoudre,  il  en  existe  une,  attribuée  à  Dioelès  par  Eutoeius  (ylj-c/iiJíieí/is  Optra 
omnia  cum  commenfariis  Eitfocii,  éd.  Heiberg,  Lipsiae,  1880~J881,  t.  iii,  p.  78  et  152),  le 
commentateur  d'Archimède,  dans  laquelle  on  emploie  la  courbe  que  nous  venons  de  definir, 
sans  lui  donner  de  nom.  Dans  les  ouvrages  de  Pappus  et  de  Prochis  on  designe  sous  le  nora 
de  cissoide  (lierrcj  une  courbe  que  ces  géomètres  ne  caractcrisent  pas  assez  pour  qu'on 
puisse  assurer  qu'il  s'agit  de  la  courbe  employée  par  Dioelès,  dont  ils  ne  font  pas  mention. 
Mais  cependant,  comme  la  forme  de  la  pnrtie  de  cette  dernière  courbe  qui  existe  à  linté- 
rieur  du  cercle  OAN  est  d'accord  avec  la  signification  du  niot  employé  par  ces  géomètres  pour 
designer  la  courbe  qu'ils  eonsidèrent,  on  a  cru  probable  que  la  courbe  de  Dioelès  coincide 
avec  celle-là,  et  on  lui  a  donné  pour  cela  le  nom  de  cissoide. 

Depuis  le  milieu  du  xvii"  siècle  jusqu'aux  tcmjis  actueis  la  cissoide  a  été  étudiée  plu- 
sieurs  fois,  surtout  dans  Tintervalle  de  1650  à  1700,  dans  lequel  elle  fut  considérée  par 
quelques-uns  des  géomètres  les  plus  célebres  de  cette  époque,  qui  ont  naturellement  em- 
pruuté  à  la  Géométrie  des  grecs  des  exemples  pour  appliquer  les  méthodes  générales 
qu'ils  ont  inventées.  Alors  la  tbéorie  de  cette  courlie  fut  eniichie  diniportantes  propositions : 
ainsi,  Sluse  considera  pour  la  première  fois  la  partie  de  la  courbe  extérieure  au  cercle  OAN, 
remarqua  qu'elle  avait  uno  asyuiptote,  et  determina  lexpression  du  volume  du  solide  qui 
resulte  de  sa  révolution  autour  de  cette  asymptote,  dans  deux  lettres  écritts  à  Huygens  le 
4  et  le  14  mars  1G58  (Octtvres  completes  de  Huygens,  t.  ii,  p.  144  et  151);  Huygens  (1.  c, 
p.  11)4,  170  et  178)  douna  Texpression  de  Taire  comprise  entre  la  même  courbe  et  son 
asyuiptote,  celle  du  volume  du  solide  que  ce  segment  plan  engendre  quand  il  tourne  autour 
de  OY,  etc,  comme  on  le  verra  plus  loin,  expressions  qui  fui-ent  communiquées  par  cc  grand 
géuniètre  à  Sluse  dans  deux  leltres  du  õ  avril  et  du  28  niai  1658,  et  à  Wallis  dans  une  lettre 
du  G  septfmbre  de  la  même  année;  AVallis  [\.  c,  p.  29(j)  donna  de  nouvelles  d.';uionstrations 
des  icsultats  obtenus  antérieurement  par  tSluse  et  Huygens,  au  moyen  des  méthodes  ana- 
lyliques  de  son  Arithmeuca  injiniiorum,  dans  une  lettre  écrite  à  Huygens  le  1  janvier  ]fi59, 
publiée  dans  la  même  année  dans  son  Traclalus  duo  {Opera  nmfhematica,  Oxoniae,  1()95, 
t.  1,  ]).  545-550).  La  cissuíde  a  été  également  considérée  jiar  Fermat,  qui  a  retrouvé  Tex- 
|)ression  de  Taire  comprise  entre  la  courbe  et  Tasymijtote  [Oeuvres,  t.  lli,  p.  248)  et  a 
determino  ses  tangentes  {Oeurrcs,  t.  iii,  p.  141);  |)ar  Roberval  [Mtmoires  de  VAcadémie  des 
Sciences  de  Paris,  l7o(),  t.  vi,  p.  G7),  qui  lui  a  appliqué  aussi  sa  méthode  des  tangentes; 
par  Ne\\  ton,  (pii  a  indique  un  procedo  raécanique  jiour  la  tracer  {Aritlimetica  Univcrsalis,  t.  it, 
p.  8.'}  de  la  traduction  de  15eau(leux,  Paris,  1802)  et  qui  a  donné  une  règle  pour  déterminer 
la  longueur  de  ses  art-s;  etc. 


3.  Ou  dóteiniine  aiséuitíiit  la  forme  de  la  cissoide  au  moyen  d'une  des  équations  écrites 
ci-dessus.  On  voit:  qu'elle  est  sjmétrique  (Jlg.  1)  par  rapport  à  Taxe  des  abscisses  et 
tangente  à  cet  axe  à  Torigine  des  coordonnéea,  ou  elle  a  un  rehroussement ;  qu'elle  s"éloigne 
indéfiniment  du  même  axf,  quand  x  croit  depuis  O  jusqu'à  2a;  qu'elle  coupe  en  deux  points 
les  parallèles  a  OY  comprises  entre  cette  droite  et  la  droite  AM,  dont  Téquation  est  x  =  2a, 
et  que  ne  coupe  pas  les  aiitres  parallèles  à  OY;  et  que  AM  en  est  une  asymptote.  On  en 
conclnt  aussi  que  le  cercle  ONA  coupe  la  cissoide  en  deux  points  E  et  F  dont  labscisse 
est  OC. 

4.  Puisque  (fig.  1)  p  =  OM  —  ON,  nous  avons 

rfp  _  cZ.OM       rf.ON 
~M  ~  ~d6  áê"~  ' 

Le  premier  membre  de  cette  égalité  represente  la  sous-norraale  polaire  de  la  cissoide 
en  P;  et  les  deux  termes  du  second  membre  représentent,  respectivemeut,  le  premier  la 
sous-normale  polaire  de  la  droite  AM  en  M,  et  le  second  la  sous-normale  polaire  du  cercle 
ONA  en  N.  Donc,  pour  construire  la  seus  normale  de  la  cissoide  en  P,  il  suffit  de  mener  par 
M  une  droite  MS,  perpendiculaire  à  AM,  par  le  centre  du  cercle  et  par  le  point  N  la  droite 
NC,  qui  coupe  le  cercle  en  T,  et  par  T  la  droite  OT.  Le  segment  OS  est  Ia  sous-normale 
de  la  droite  AM  en  M,  et  OT  est  la  sous-normale  du  cercle  en  N;  le  segment  OT',  determine 
par  Tégalité  OT'  =  OS  +  OT,  est  donc  Ia  sous-normale  de  la  cissoide  en  P.  Nous  avons  ainsi 
une  manière  simple  de  construire  la  normale  T'P. 

5.  La  tangente  en  P  à  la  cissoide  coupe  la  droite  AM  à  un  autre  point  M',  dont  Tor- 
donnée  yi  est  donnée  par  1'équation 

sin  ô 

ou,  en  vertu  des  relations  a;  =  o  cos  6  =  2a  sin^  6  et  y  =  2a r- > 

'  "^  "^  cose 

yi  =  'òa  langô, 
d'ou  Ton  déduit  une  méthode  três  simple  pour  tracer  cette  tangente,  en  remarquant  qu'on  a 

CK  =  a  tang  6. 
Au  moyen  de  Téquatiun   du    cercle   ONA,    p  =  2u  cos  6,    on  trouve   de   même,   en    repré- 


sentant  par  y-2.  Tordonnée  du  point  M",  oíi  sa  tangente  en  N  coupe  la  droite  AM, 

yt^a  tang  S. 
La  droite  OP  coupe  aiissi  AM  à  un  autre  point  M,  dont  Tordonnée  y^  a  pour  expression 

?/3  =  2a  tang  6. 

Donc,  le  point  ou  le  vecteur  OP  ãu  point  P  de  la  cissoide  coupe  Vasymptote  est  éqiiidistant  des 
deivx  autres  points  oil  cette  asymptote  est  coupêe  par  les  tangentes  PM'  et  NM"  à  la  cissdide  et 
au  cercle  aux  points  d'intersection  de  OP  avec  ces  deux  courhes  (Longchamps :  Association  fran- 
çaise,  Congres  de  Grenohle,  1885). 

De  cette  propriété  de  la  cissoide  il  resulte  une  autre  manière  de  construire  ses  tan- 
gentes. 

6.  Nous  allons  maintenant  déterminer  les  tangentes  à  la  cissoide  passant  par  un  point 
donné  (a,  P). 

Les  points  de  contact  des  tangentes  demandées  avec  la  courbe  coincident  avec  les  points 
d'intersection  de  la  cissoide  avec  la  polaire  du  point  (a,  P),  représentée  par  l'équation 

(1)  a{Sx^  +  f')  +  2y{x-2a)-2af-  =  0, 

et  Ton  voit,  par  conséquent,  que  les  trois  droites  représentées  par  Téquation 

(2)  {a  —  2a)y^  +  3ayx^-  —  2?x^  =  0, 

qui  resulte  de  Télimination  de  x  —  2a  entre  Téquation  precedente  et  celle  de  la  cissoide,  pas- 
sent  par  le  point  double  de  cette  courbe  et  par  les  trois  points  de  contact  des  tangentes 
demandées. 

D'un  autre  côté,  ces  trois  points  déterminent  un  cercle,  et,  pour  trouver  son  équation, 
il  suflSt  de  multiplier  le  premier  membre  de  (1)  par  íiay-{-2'^x,  le  premier  membre  de  l'équa- 
tion 

(3)  í/2(2rt-íc)-a-3  =  0 

de  la  cissoide  par  6ap,  d'additionner  ensuite  les  équations  obtenues,  membre  à  membre,  ce 
qui  donne 

(9a2  +  4p2)  a;2  +  3a  (a  -  2a)  y^  +  2|3  (a  —  2a)  xy-  8ap2  x  =  O, 


et   de   remplacer  enfin   y-  par  la  valeur   ^ — ^^,   donnée   par   Péquation   (3).    On   trouve 

ainsi  Téquation 

(4)  3a  (a  -  2a)  {x-  +  y-)  +  4,3a  (a  —  2a)  y  +  18a  x^x  +  S?-a  {x  —  2a')  --  0. 

Le    cercle  represente    par    cette   équation  coiipe    la   cissoide    en   quatre   points,   et,  ea 

remplaçant   dans   le    premier   et  dans   le   dernier   terme   a;'  +  ?/-   et  o?  —  2a   par   les   valeurs 

2av-  x^ 

— --  et 5-,  qui  résultent  de  (3),  on  obtient  l'équation 

(3ay  +  2,3a;)  [(a  -  2ay  +  3avx2  —  2,3a;3;  =  O, 

qui  represente  quatre  droites,  dont  trois  coincident  avec  les  droites  définies  par  (2),  et 
passent  par  conséquent  par  les  points  de  contact  des  tangentes  demandées,  et  une,  repré- 
sentée  par  Tóquation 

•(5)  3«^^2.3a;  =  0, 

passe  par  le  quatrième  point. 

Mais,    si   Ton   remplace   dans   Téquation   (4)   «-  +  ?/*   et   x  —  2a   par  les   valeurs    2rta;  et 

—  —  données  par  Téquation 

(6)  x-  +  y^  —  2ax  =  x{x-2a)-{'y-  =  0, 

qui  represente  le  cercle  qui  figure  dans  la  déônition  de  Ia  cissoide  donnée  au  n."  1,  on  trouve 
la  suivante: 

[2^y  +  3«x  [,3y  +  (a  -  2«)  x]  =  O, 

au  moyen  de  laquelle  on  voit  que  ce  cercle  coupe  le  cercle  represente  par  (4)  en  deux 
points  placés  sur  les  droites 

(7)  2^y  +  3ocx  =  0,     ^y  +  (a-2oc)x  =  0. 

II  resulte  de  ce  qui  precede  que,  pour  résoudre  le  problema  proposée,  il  suffit  de 
chercher  le  point  ou  la  droite  (5)  coupe  la  cissoide  et  les  points  ou  les  droites  (7)  coupent  le 
cercle  OAN  (fig.  Ij,  et  ensuite  le  cercle  qui  passe  par  ces  trois  points.  Ce  cercle  determine, 
par  son  intersection  avec   la  cissoide,  les  points  de  contact  des  tangentes  demandées. 

Cette  méthode  remarquable  pour  déterminer  les  tangentes  à  la  cissoide  qui  passent  par 
un  point  donné,  est  due  à  J.  Walker,  qui  Ta  publiée  dans  les  Proceedings  of  the  London  Ma- 
themalical  Society  (t.  Ii,  p.  161). 


7.  On  obtient  aisément,   aii  moyen   de  réquation  polaire  de   Ia  courbe,  l'expression  sui- 
vante  de  son  rayon  de  courhure: 

"■  = ^ rs =  .T    c  cot-  o, 

3  cos*  e  2Aa-  ' 

dans  laquelle  N  represente  la  longiieiir  de  la  normale.  La  première  expression  de  K  montre 
que  la  cissoide  n'a  pas  de  points  d'inflexion  à  distance  finie;  mais  elle  en  a  un  à  Tintini. 

8.  L'aire  comprise  entre  la  cissoide,  Taxe  des  abscisses  et  une  parallèle  à  Taxe  des  or- 
donées,  menée  par  le  point  (a;,  y),  est  donnée  par  la  formule 


^~J      V    2^^^^^'    =4 2^^ +  3arctangy/~ 


ou,  en  représentant  par  Y  Tordoiinée  du  point  N  et  en  tenant  compte  de  la  relation  Y=[/x  [2a — ar), 

í/         1 
A  =  oa-  are  tang  -^^ ^  ^a;  +  3a  Y . 

Le  premier  terme  de  cette  égalité  est  égal  au  triple  de  Taire  ~  du  secteur  circulaire  NCA, 
et,  par  conséquent,  au  triple  de  la  somme  de  Taire  du  segment  du  cercle  considere  compris 
entre  Tare  AN  et  sa  corde  et  de  Taire  du  triangle  CNA.  On  a  donc  la  relation 

A  =  33— Í-íkY  =  3a— 4- (2a— a;)^, 

qui  indique  que  Vaire  A  est  égale  à  la  difference  entre  le  tríple  de  1'aire  du  segment  compris 
entre  Vare  AN  et  sa  corde  et  Vaire  du  triangle  dont  les  sommets  sont  A,  F  et  le  pieã  de  la  per- 
penãiculaire  abaissée  de  P  sur  OA. 

Le  théorème  qu'on  vient  de  démontrer  a  été  découvert  par  Huygens  [Oeuvres,  t.  ii, 
p.  170-172).  On  en  dédiíit  les  corollaires  suivants,  qu'il  convient  de  remarquer: 

1  "  En  posant  x  =  2a,  on  trouve 

2A=3i:a«. 

Donc,  la  valeur  de  Vaire  comprise  entre  la  cissoide  et  son  asymptote  est  égale  à  trois  fois 

Vaire  du  cercle  de  rayon  a  (Huygens:  1.  c,  p.  164,  170,  178). 

2."  En  posant  a;  =  a,  on  voit   que  Paire  comprise  entre   larc  OE   de   la   cissoide   et   les 

3 
droites  00  et  CE  est  égale  à  —Ta-  —  2a-.  Donc  Taire  comprise  entre  cet  are  de   la  courbe 

et  Tare  OE  de  la  circonférence  est  égale  à  2«- — :j~(i',   et,   par  conséquent,   au  double  de 


Taire  co.mprise  entre  Tare  considere  de  la  circonférence  et  ses  tangentes  aux  points  O  et  E 
(Huygens:  I.  c,  p.  212). 

O.     La  rectitication  de  l'arc  OP  de  la  cissoide  peut  être  obtenue  au  moyen  des  fonctions 
élénientaires.  En  effet,  on  a 

2a  sin  d 


cos''  o 
et,  par  suite,  la  longiieur  de  Tare  OP  peut  être  calculée  par  la  formule 

(8)  s  =  2a\ •2—Vò\og ;= . 

L      cose  ^  2+V/3  J 

A  cette  expression  de  s  on  peut  donuer  encore  la  forme  géométrique  qa'on  va  voir. 

Considérons  une  liyperboie  dont  Taxe   réel    soit  égal  à  2u  et  dont  le  paramètre  soit  égal 

4 
à  -õ-«-  -t>u  prenant  ses  axes  pour  axes  des  coordonnées,  l'équation  de  cette  courbe  est 
o 

^f-3a-f  =  4«^ 

et  la  va.eur  de  Taire  comprise  entre  eette  hyperbole,  Taxe  des  abscisses  et  les  droites  paral- 
lèles  à  Taxe  des  ordonnées  nienées  par  les  points  dont  les  abscisses  sont  égales  à  2a  et 
2rt  cos  d,  est  donnée  par  la  formule 


íc,  \/4a^  +  3a;f 


u 


oíi  a  =  2a  cos  6,  ou,  par  conséquent, 


.  2     ,/-,       \/3cose  +  v/l+3cos2e      „  ,         .    ,—-^ 27)  IA  2 

A= a^V  àkis  7= 2a- cos  oul  -f  o  cos^  p  +  éa-'. 

3  "  2  +  \/3 

Mais,  d'an  autre  côtó,  on  a,  en  représentant  par  <i  et  í-2  les  aires  des  triangles  rectangles 
formes  par  les  tangentes  à  Thyperbole  aux  points  correspondants  aux  abscisses  2a  et  2a coso, 
par  les  ordonnées  de  ces  points  et  par  Taxe  des  abscisses, 

3_ 

16    .,      ,        2     ._,  (l  +  3cos^e)' 
3  ó  cos  O 


Donc 

et,  par  conséquent, 

3(A-^i  +  ^2)  . 
a 

L'arc  OP  de  la  cissoide  est  done  égal  au  côté  d'un  carré  dont  Taire  est  égale  à  A  —  íj  -i-  ^2 

et  dont  Tautre  côté  est  égal  k  -^  a. 

Le  résultat  qu'on  vient  d'oLtenir  a  été  énoncé  par  Newton  dans  une  lettre  adressée  à 
Oldenbourg  le  24  outobre  1676,  piibliée  dans  le  t.  iii  des  Oeuvres  de  Wallis.  On  peut  voir 
Tanaiyse  aii  moyen  de  laquelle  il  la  obtenue  dans  Toiívrage  Methodus  jiiixionum  et  serienim, 
traduit  en  angiais  et  pnbliée  en  1779  par  J.  Colson. 

10.     Voici  une  eonséquence  de  Tégalité  (S)  qu'il  convient  de  remarquer. 
En  développant  en  série  le  premier  terme,  on  trouve 


2av/l-f-3cos«e        2a     ,  .^  ^9 

T = íT  +  òa  cos  & ^  a  cos''  6  -f  .  . . 

cosa  coso  4 

9 

=  p  -f  5a  cos  d  — ^a  cos'  b-\-. . . 


Donc 


«9           _-  ,             ^        ^r-    .      v/3"cos6  +  t/l+3cos2e 
s  —  p  =  oacose r  «cos^^o-f  .  .  .  —  Aa  —  2\  òa  log — ^ 

4  *  2  +  i/3 

et  par  suite 

lim  (s  -  p)  =  2n  [  i/3  log  (2  4- /3)  —  2]. 


Cette  égalité  indique  que  la  différcnce  entre  la  longaeur  de  Vare  OP  de  la  cissoide  et  de 
la  corde  OP  tend  vers  une  limite  déienninée  quand  P  tend  vers  1'infini  (Fiiss:  Mémoires  de 
VAcadémie  des  Sciences  de  S.  Petershourg,  1824). 

11.  Le  volume  dii  solide  engendre  par  Taire  couiprise  entre  Tare  OP  de  la  cissoide, 
Taxe  OA,  la  parallèle  à  cet  axe  menée  par  P  et  Tas^mptote,  lorsque  cette  courbe  tourne 
autour  de  rasyinptote,  peut  être  calcule  par  la  formule 

V  =  -  Ç  {2a  -xy-d!j  =  -\y  {2a-xf  +  2   ry{2a  -x)dx\ 

{2a  — x) 

-  ( 
■:{2a-x) 


\yi:2a-xf-V2  n^^Í;^dx\ 
L  J     v/j:(2rt— £c)      J 


Pour  déterminer,  en  particulier,  le  volume  Vj  du  solide  engendre  par  la  bande  infinie 
comprise  entre  la  cissoíde  et  son  asymptote,  quand  la  courbe  tourne  autour  de  cette  droite, 
on  doit  foire  x^2a  et  multiplier  le  résultat  par  2,  ce  qui  donne 


J       \x  {2a  —  x) 


ou,  en  posant  x  =  at-]-  a, 


V  1  =  4-  a'^  /       -!^ ,         — - —  =  2-rJ  a^. 

—1 


=*'«'/ 


On  voit  donc  que  le  volume  Yi  est  égal  au  volume  du  toi-e  engendre  par  le  cercle  employé 
dans  le  n."  1  pour  definir  la  cissoíde,  en  le  faisant  tourner  autour  de  lasymptote. 

Ce  résultat  a  été  déeouvert  par  Shise,  qui  la  communiqué  à  Huygens  en  1658  (Oeuvres 
de  Huygens,  t.  n,  p.  144  e  lõl).  Cest  le  premier  exemple  qu'on  a  trouvé  d'un  solide  illimité 
ayant  un  volume  fini.  On  peut  voir  dans  le  31athesis  (1886,  p.  241  et  273)  une  géuéralisation 
du  théorème  de  Sluse,  due  à  Massau. 

Un  autre  problème  sur  la  cissoíde  analogue  à  celui  qu'on  vient  de  résoudre  a  été  consi- 
dere par  Huygens  {Oeuvres,  t.  ii,  p.  164 1,  qui  a  determine  le  volume  Vi  du  solide  engendre 
par  laire  comprise  entre  la  courbe  et  Tasymptote  quand  cette  courbe  tourne  autour  de  OY. 

Remarquons  d'abord  que  le  volume  Y'  du  solide  engendre  par  Taire  comprise  entre 
Tare  OP  de  la  cissoíde,  la  droite  OY  et  la  parallèle  à  OA  qui  passe  par  P,  est  donné  par  la 
formule 

Y  =  .J^^c^,  =  .[,.^-2/'Vrf-]=--[^-^-2/-^^-= 
0  0  o 

et  que,  par  conséquent,  le  volume  Y"  du  solide  engendre  par  Taire  limitée  par  Tare  OP,  par 
Taxe  des  abscisses  et  par  Tordonnée  menée  par  le  poiut  P,  en  tournant  autour  de  la  même 
droite  OY,  est  donné  par  la  formule 

a;^  dx 


Y"  =  2i: 
o 


=/" 


Donc  on  a 


ou,  en  posant  x  =  at-\-a. 


VOL.  IV 


^x  {2a  —  x) 
^dx 


J       v/x  (2 
o 


(2a  —  x) 

r'    {t+lfdt 


■  5 


v;=4«3.r'ií±i21^ 

J  Ví- 1^ 


I0z^a\ 
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12.  Pour  terminei'  ce  que  nous  avons  h  dire  sur  Ia  cissoule  de  Dioclès,  nous  allons  indi- 
quei- comment  les  anciens  géomètres  résolvaient,  au  inoyen  de  cette  courbe,  le  prohlhne  de 
Délos,  c'est-!i-dire  le  problèine  qui  a  pour  but  de  déterminer  deux  segmenta  de  droite  a  et  p 
tels  qu'on  ait 

y  ~  T  ~  T  ' 

«  et  &  étant  deus  autres  segments  donnés. 

On  décrit,  pour  cela,  le  cercle  de  rayon  CO,  égal  à  a,  et  la  cissoide  correspondante 
(jig.  1);  on  mène  ensuite  une  droite  AP,  qui  coupe  la  parallèle  CE  à  Taxe  des  ordonnées  dans 
un  point  D  tel  que  CD  soit  égal  à  h;  et  on  trace  enfin  par  le  point  P,  oii  AD  coupe  la 
courbe,  la  droite  OP. 

Nous  aurons,  en  posant  KC  =  p, 

FK  =  a  +  p,     KE  =  a-p, 
et,  par  suite, 

OK.  KN  =  FK.KE  =  a2  -  p2. 

Mais,  en  appliquant  le  théorème  de  Menelalis  à  la  transversale  PDA  du  triangle  OKC, 
on  trouve 

PK.DC.OA 


OP.DK.AC 


ou,  puisque  0A  =  2a  et  CD  =  6^  et  puisque  de  la  définition  de  ta  courbe  resulte   la  relation 
PK  =  KN, 

2ÒKN  ^ 


(OK-KN)(?-è) 

En  éliminant  de  cette  équation  KN  et  OK  au  moyen  des  équations 

OK.KN  =  a2-p2,     0K2  =  «2  +  p2, 
il  vient 

II  rósulte  de  ce  qui  precede  que,  si  a  et  ò  sont  deux  segments  de  droite  donnés,  on  peut 
déterminer,  au  moyen  de  la  cissoide,  le  segment  p  qui  represente  la  racine  réelle  de  Téquation 
qu'on  vient  d'écrire.  Or,  ce  segment  et  le  segment  correspondaiit  a,  determine  par  Téquation 
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^-  =  a«,  scnt  ItíS  deu:i  moyennes  proportionnelles  k  a  et  b  demandées,  puisque  cette  équation 
et  ia  precedente  donnent 

ou 

a         ^        a. 

La  méthode  pour  résoudre  le  problème  délien  qui  resulte  de  Tanalyse  precedente,  coincide 
avec  celle  qui  a  été  donnée  par  Pappus  dans  ses  Collections  mathématiques  (liv.  iii,  prop.  xl, 
et  ne  diflere  pas  essentiellement  de  la  méthode  attribnée  par  Eutocius  (I.  c.)  à  Dioclès,  que 
Pappus  ne  connaissait  pas,  puisqu'il  a  presente  sa  solution  comme  une  invention  propre 
(liv.  Ill,  prop.  v).  Nous  ajouterons  encore  que  Pappus  na  pas  fait  une  mention  explicite  de 
Ia  courbe  qui  intervient  dans  sa  solution;  et  que,  au  eontraire,  Eutocius  a  indique  explicite- 
meut  cette  courbe,  saiis  lui  donner  de  nom,  et  Va.  définie  comme  lieu  du  point  P,  determine 
par  la  droite  variable  OP,  qui  tourne  autour  de  O,  et  par  une  parallèle  à  CE,  telle  que  Tare 
de  la  circoiiférence  compris  entre  cette  dernière  droite  et  CE  soit  égal  à  EN. 

13.     Prenons,    comme  dans   le  n."  1,    un   cercle  OAqA   fjig.  2)   dont   le   centre  soit  C, 

,  un  point  O  sur  sa  circonférence  et  une  tangente  AM 

qui  coupe  OA  obliquement;  sur  chacune  des  droites 
ON  qui  passent  par  O,  prenons  ensuite  un  segment  OP, 
égal  à  XM.  Le  lieu  des  points  P  qu'on  obtient  ainsi 
est  la  courbe  appelée  cissmde  ohlique.  Quand  O  coincide 
avec  Aq,  on  a  la  cissoide  de  Dioclès,  nommée  aussi  cis- 
sotde  droite. 

En  représentant  par  a.  Tangle  constant  AOC,  par  Ô 
Tangle  MOA,  par  p  le  segment  OP  et  par  2a  le  dia- 
mètre  du  cercle,  on  a 


ON  =  2a  cos  (a -f  6), 


OP  =  OM- 
OJÍ 


ON, 

cosa 


OA       cos(e— «)■ 


0A=2rt  cosa: 


Fig.  2 


et,  par  conséquent,  1'équaiion  poluir e  des  cissoides  est 


2a  cos- a        _  ,^  .     ■.      ^        sin*6 

P  = ^ 2a  cos  (6 -{-«)  =  2a 


cos  {6  —  a) 


'  cos  (6  —  «) 


En  prenant  pour  axe  des  abscisses  la  droite  OA  et  pour  axe  des  ordonnées  la  perpendi- 
culaire  à  cette  droite  menée  par  le  point  O,  Féquation  cartésienne  des  courbes  considérées  est 


(x^  +  1/-)  (x  cos  «  +  y  sin  ar)  =  2ay^ 
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14.  Pour  déterminer  la  forme  des  courbes  dont  il  s'aglt,  il  convient  de  prendre  pour 
axe  des  abscisses  Ia  droite  OX,  qui  forme  avec  OA  un  angle  égal  à  ac,  et  pour  axe  des  or- 
données  la  perpeiidiculaire  OY  à  cette  droite.  On  aura  de  cette  manière,  en  représentant  par 
(X,  Y)  les  coordonnées  des  points  de  la  courbe,  rapportées  aux  nouveaux  axes, 

a"  =  X  cos  a  —  Y  sin  a,      >/  =  X  sin  a  +  Y'"  cos  a, 
et,  par  conséquent, 

X  (X2  +  Y2)  =  2a  (X  sin  « -f  Y  cos  xY; 
ou 


2«  X  sin  a  cos  «  + X  l/2aX  —  X^ 
^^  X- 2a  cos«^ 

Au  moyen  de  cette  équation  on  peut  maintenant  déterminer  aisément  la  forme  de  la  cissoide 
oblique.  Elle  passe  par  le  point  O  et  est  comprise  entre  Taxe  des  ordonnées  et  une  parallèle 
à  cet  axe,  menée  par  le  point  (2a,  0).  Les  parallèles  à  laxe  des  ordonnées  qui  passent  par 
les  points  de  Taxe  des  abscisses  compris  entre  1'origine  des  coordonnées  et  le  point  (2a,  0), 
coupent  la  courbe  en  deux  points  placas  à  distance  finie.  La  droite  BM,  définie  par  Téquation 
X  =  2acos-«,  en  est  une  asymptote  et  Ia  coupe  encore  au  point  B,  dont  Tordonnée  EB  est 
donnée  par  la  formule 

_,_      a  cos  a  cos  2  a 
EB  = -. • 


La  droite  DCi,  qui  limite  la  bande  ou  la  courbe  est  comprise,  est  tangente  à  cette  courbe 
au  point  Cl,  dont  Tordonnée  est  égale  à  2a  cot  a. 

En  posant  Y  =  0,  on  voit  que  les  points  O  et  F,  oii  la  courbe  coupe  Taxe  des  abscisses, 
ont  pour  abscisses  X  =  0  et  X  =  OF  =  2a  sin- «.  II  est  facile  de  voir  qu'au  point  O  on  a 
Y'  =  —  tanga;  donc,  Torigine  des  coordonnées  en  est  xinjioint  de.  rehroussement,  et  Ia  droite  OA 
en  est  la  tangente  en  ce  point.  Le  point  F  satisfait  à  Ia  condition  OF  +  OE  =  2a,  qui  donne 
OF  =  ED. 

La  formule  (1)  montre  aussi  qui  riiyperbole  dont  Téquation  est 

^"^^  ^~X-2aco82«^' 

laquelle  a  la  même  asymptote  que  la  courbe  considérée,  coupe  par  le  milieu  toutes  les 
cordes  parallèles  à  la  même  asymptote.  Cette  hyperbole  passe  par  le  point  de  rebroussement 
de  la  cissoíde  et  par  le  point  Ci. 
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15.     La  sous-normale  polaire  de  l.a  cissoíde  oblique  au  point  P  a  poiír  expression  (fig.  2) 


""   db  ~~dT'         dO 


et,  par  conséquent,  est  égale  à  Ia  différence  entre  la  sous-normale  de  la  droite  AM  et  Ia  sous- 
normale  dii  uercle,  aux  points  M  et  N  correspondants.  Donc  la  methode  employée  dans  le 
n."  4  pour  mener  la  normale  à  la  cissoíde  droite  est  aussi  applieable  à  la  cissoide  oblique. 
La  méthode  de  Longchamps  pour  mener  les  tangentes  à  la  cissoide  droite,  exposée  au 
n."  5,  est  aussi  applieable  à  la  cissoide  oblique,  et  même  à  une  classe  plus  générale  de  cubi- 
ques, comnie  on  le  verra  bientôt. 

16.     La  cissoide  est  une  courbe  unicursale.  En  posant,  en  effet,  x^ty  dans  Tóquationde 
cette  courbe  trouvée  au  n."  13,  il  vieiít 

2  aí  2a 


(8Ína  +  ícos«)(l +í2)    '     ^       (sina  +  ícosa)(l-|-f^)  * 

On  voit  au  moyen  de  ces  équations  que  la  droite  dont  Téquation  est 

ux-{-vy=l 

coupe  la  courbe  en  trois  points  dans  lesquels  t  acquiert  les  valeurs  <i,   h  et  h,  déterminées 
par  Téquation 

(A)  t^  cos  «  +  í^  sin  a  —  (2aw  —  cos  «)  t  -\-  sin  a  —  2av  =  O, 

lesquelles  satisfont  à  la  condition 

(2)  íi  +  Í2+Í3=  — tanga. 

En  particulier,  si  la  droite  est  parallèle  à  Tasymptote  réelle,  on  a  íi  =  —  tanga,  et,  par 
conséquent,  Í2  +^3  =0;  et,  si  la  droite  coincide  avec  cette  asymptote,  on  a  aussi  t^  =  —  tanga, 
et  par  suite  <3  =  tang  a. 

On  voit  de  même  que  le  cercle  dont  Téquation  est 

xi  +  f  -  2hx  -2ky+l=0, 

coupe  la  cissoile  en  quatre  points  determines  par  des  valeurs  de  t  qui  satisfont  à  cette  autre 
condition : 

(3)  ti  +  ti  -f  Í3  +  /^  =  _  2  tang  a. 
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Les  relations  (2)  et  (H)  furent  trouvées  par  M.  Balitraud  (Nouvelles  Annales  de  Mafhéma- 
fiques,  1893,  p.  448),  qui  en  a  déduit  quelques  propriétés  de  la  cissoide  et  les  solutions  de 
quelques  questions  relatives  à  eette  courbe,  dont  nous  mentionnerons  les  suivantes: 

1."  En  posant  en  (2)  ii  =  ii  =  h,  on  voit  que  la  courbe  a  un  point  d'injiexion  et  que  ia 
valeur  de  t  en  ce  point  est  donnée  par  Tégalité 

1 
t  = ^  tanga. 


Les  coordonnées  du  jjoint  dinílexion  sont  done 


9a  27a 


'   y 


cos  a  (9  -j-  tang-  a)  sin  a  (9  -f  tang-  a) 

2."  En  posant  en  (3)  t[  =  /^  =  ^3  =  Í4',  on  voit  qu'ii  existe  un  point  de  la  cissoide  ou  le 
cercle  osculateur  a  avec  la  courbe  un  contaci  du  troisihne  ordre  et  que  la  valeur  correspon- 
dante  de  t  est  donnée  par  Téquation 

1 

<  =  —  y  tanga. 

Les  coordonnées  de  ce  point  sont 

8a  16a 


cos  a  (4 -p  tang- a)  sin  a  (4  + tang- a) 

3."  En  posant  en  (2)  íi  =  t^,  ou  trouve  Téquation 

2<i+/3=  — tanga, 

au  moyen  de  laquelle  on  determine  un  des  points  oii  la  tangente  touche  on  coupe  la  cissoide, 
quand  Tautre  est  donné. 

4.°  En  posant  en  (o)  'i='2  =  ^3)  on  obtient  Téquation 

3<2  +  <i=  — 2tang«, 

qui  determine  un  des  points  ou  le  cercle  osculateur  dela  cissoide  touche  on  coupe  cette  courbe, 
quaud  on  suppose  Tautre  connu. 

5."  Les  cercles  oscidateurs  en  quatre  points  (íj,  f-2,  #3,  fi)  de  la  cissoide  situes  sur  un  même 
cercle  coupent  cette  cubique  en  quatre  autres  points  (61,  6j,  63,  64)  siuits  aussi  sur  un  même 
cercle. 

On  a,  en  effet, 

•òtl-\-6i=  —  2tanga,     3,í  +  62  =  — 2  tanga,      ... 
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et  par  suite 

ei  +  6-2  +  63  +  64  =  —  2  tang  <x. 

6."  Les  cercles  osculateurs  en  trois  points  (<i,  <2,  '3)  situes  sur  une  même  droite  coupent  la 
cissoide  en  trois  autres  pioints  (6|,  ©2,  63)  situes  sur  une  cercle  qui  passe  par  le  point  ou  elle  est 
coupée  par  son  asymptote. 

On  a,  en  effet, 

3<i  +  61  =  —  2  tang  a,     3í2  -|-  6»  =  —  2  taiig  a,     3Í3  H~  63  =  —  3  tang  a, 

et  par  suite,  en  ayant  égard  à  (2), 

Ôi  +  62  +  63  =  —  3  tang  a. 

Mais,  le  cercle  qui  passe  par  les  points  (6|,  62,  63)  coupe  la  cubique  à  un  point  61  tel  que 

ôi  +  6-2  +  63  +  ôi  =  —  2  tang  a. 

Donc,  on  a  64  =  —  tanga. 

17.  II  est  facile  de  voir  qu'on  peut  donner  à  Téquation  des  tangentes  à  Ia  cissoide  la  forme 
suivante:  • 

(cosa4-2<  sin  a  +  3<^  cos  a)  X-|-  (sina  —  <-sina —  2<'cos«)  Y  =  2a. 

Donc,  si  par  le  point  (.n,  r/i)  on  mène  les  tangentes  à  cette  courbe,  les  valeurs  de  t  aux 
trois  points  de  contact  sont  données  par  Téquation 

2í^í/i  cos  a  -j-  (yi  sin  a  —  3a;i  cos  a)  í-  —  2xit  sin  a-\-2a  —  Xi  cos  a  —  ?/i  sin  a  =  0. 

Pour  que  ces  trois  points  soient  sur  une  même  droite,  il  faut  que  cette  équation  coincide 
avec  réquation  (A),  et,  par  conséquent,  quon  ait 

„  „  2x{  sin  a  y{  sin  a  +  xi  cos  a  —  2a 

2y\  =yi  —  òxi  cot  a  =  — = -. • 

2au  —  cos  a  2av  —  sm  a 

De  ces  équations  il  resulte  d'abord  que  les  points  par  lesquels  on  peut  mener  trois  tangentes 
à  la  cissoide  dont  les  points  de  contact  soient  sur  une  même  droite,  sont  placés  sur  la  droite 
issue  da  point  de  rebroussement  qni  a  piour  équation  7/ =  — 3j3cot«  (Balitrand :  1.  c). 

Les  raêmes  équations  donnent  les  coefficients  u  et  d  de  la  droite  «tX  -\-  vY  =\  qui  passe 
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par  les  points  de  contact  consideres.  Cette  droite  a  donc  pour  équation 

3  cos* a  —  sin-a  4a;icosa  +  a  v—  1  • 

6a  cos  a  6axicotoí  ' 

et,  par  conséquent,  elle  coiipe  1'axe  des  alscisses,  c'est-(i-ã{re  la  tangente  au  point  de  rebrousse- 
ment,  en  un  point  giii  ne  varíe  pas  avec  {x{,  yi)  (Balitrand,  1.  c). 

18.     Nous  avons  vu  déjà  que  la  cissoide  coupe  son  asymptote  au  point  dont  le  coordonnées 
sont 


a;=2acos-«,     y- 


a  cos  «  cos  2« 


sina 


En  éliminant  a  entre  ees  équations,  on  trouve  léquation  de  ia  courbedécrite  par  ce  point 
quand  a.  varie: 

2       a-  (x  —  o)^ 


r 


2a  —  X 


laquelle   coincide   avec  celle   de   la   courbe  nommée  strophdide,   dont  nous  nous  occuperons 
plus  loin. 

19.  Soient  pi  et  ps  les  segments  d'une  droite  quelconque  qui  passe  par  Ci  (jig.  2j,  compris 
entre  ce  point  et  les  deux  autres  points  ou  elle  coupe  la  cissoide.  On  a 

ri  7'2  =  7)1^, 

m  représentant  la  distance  de  Ci  au  point  double  de  la  cubique. 

Cette  proposition,  extension  d'une  propriété  bien  connue  des  transversales  qui  passent  par 
un  point  du  plan  d'un  cercle,  est  un  corollaire  d'une  autre  proposition  qui  será  démon- 
trée  plus  tard;  mais,  si  Ton  veut,  on  peut  la  vérifier  déjà  en  rapportant  la  courbe  à  des 
coordonnées  polaires  (r,  lo)  dont  Torigine  soit  le  point  C|.  On  trouve  ainsi  une  équation  du 
deuxième  degró,  par  rapport  à  r,  dont  les  racines  ri  et  r-j  satisfont   à  la  condition  indiquée. 

20.  La  métliode  employée  aux  n."*  1  et  13  pour  construire  les  cissoides  peut  être 
étendue  à  d'autres  courbes,  comme  on  va  lindiquer  succintement. 

Considérons  deux  courbes  Ci  et  Ca,  situées  sur  un  même  plan,  et  un  point  O  de  ce  plan 
et  prenons  sur  chacune  des  droites  L  qui  passent  par  O,  un  point  M  tel  que  le  vecteur  OM 
soit  égal  à  la  différence  OM-2  —  OJTi  des  vecteurs  OM-2  et  OMi  des  points  M-2  et  Mi  ou  la 
droite  L  coupe  d  et  Ci.  Le  lieu  des  points  M  qu'on  obtieut  de  cette  uianière  est  une  courbe 
qu'on  dit  cissoide  ou  cissoidale  de  Ci  et  Ca  par  rapport  au  point  O.  II  est  évident  que,  si  Ton 
change  les  roles  de  Cj  et  Ca  dans  la  dófinition  precedente,  en  prenant  0M  =  OMi  —  OMa,  on 
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obtient  la  même  courbe  dans  une  autre  positiun,  symétrique  par  rapport  au  point  O  à  celle 
qu'elle  occupait  dans  le  preuiier  cas. 

II  resulte  immédiatement  de  la  définition  precedente  que,  si  F)  (pi,  6)  =  O  et  Fi>(p-2,6)  =  0 
sont  les  équations  polaires  des  courbes  Ci  et  C-2,  rapportées  à  O,  comine  origine  des  coordon- 
nétís,  on  obtient  Téquation  polaire  de  la  cissoidale  de  Ci  et  C-2  en  éliminant  pi  et  p-3  entre 
ces  équations  et  la  relation  p=-pá  —  pi- 

On  peut  déterminer  três  aiséiuent  la  normale  à  la  cissoidale  eonsidérée  au  point  M,  qiiand 
on  connait  les  normales  aux  courbes  Ci  et  Ca  en  les  points  Mi  et  M^.  L'égalité 

íZp        dp2       ápi 

fait  voir,  en  effet,  que  la  sous-norraale  polaire  de  la  cissoidale  au  point  M  est  égale  à  la  dififé- 
rence  des  sous-normales  polaires  des  courbes  C-2  et  Ci  aux  points  Bla  et  Mi.  On  a  déjà 
employé  cette  méthode  aux  n."'  4  et  15  pour  déterminer  les  normales  à  la  cissoide  de  Dio- 
clès  et  à  la  cissoide  oblique. 

II  resulte  encore  de  la  définition  de  cissoidale  que,  si  Mi  et  M-2  coineident,  O  et  M 
coincideront  aussi  et  que  le  segment  OM  tend  vers  zero  quand  le  segment  Mi  M-2  tend  vers 
zero  ;  les  tangentes  à  la  cissoidale  au  point  O  passent  donc  par  les  points  d'intersection  des 
courbes  Ci  et  Ca.  La  détermination  analytique  de  ces  tangentes  est  aussi  facile,  puisque  les 
valeura  des  angles  qu'elles  forment  avec  Taxe  polaire  coineident  avec  les  valeurs  de  d  qui 
annullent  p  (*). 

21.     Supposons,  en  particulier,  que  C-2  represente  une  droite  et  prenons  pour  axe  des 

ordonnées  la  parallèle  à  Ca  menée  par  O.  On  a  alors,  en  supposant  que  p-5  = est  l'équa- 

cos  o 

tion  de  C-2,  que  {x,y)  sont  les  eoordonnées  du  point  M  de  la  cissoidale  et  que  [xi,  y\)  sont  les 
coordonnées  du  point  correspondant  de  Ci, 

x  =  a  —  pi  cos  6,     ?/  =  atang6 — pi  sin  6, 
íci  =  pi  cos  6,  í/l  =  pi  sin  (t  \ 

et  par  conséquent  les  équations  des  tangentes  à  la  cissoidale,  au  point  (a?,  y),  et  à  la  courbe 
Cl,  au  point  («1,  yi),  sont  respectivement,  en  représentant  par  pí  la  dérivée  de  p  par  rapport 

à  e, 

(pismÉi  — picosô)  Y+    pismô  +  picosô ^.    X  = 4r  —  P íí,  ' 

\  cos-o/  coso  cos- 6 

(pi  cos  6  —  pi  sin  S)  Y  —  ( pi  cos  6  -f  p/  sin  6j  X  =  —  pj. 


(1)  Barrow,  daus  ses  Lecciones  Geometricae  (leçon  ix),  attribue  au  mot  cissoidale  une  signification  diflFé- 
rente  de  celle  qu'on  vient  de  voir. 

VOL,    IV  C 
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On  voit  au  moyen  de  ces  équations  que  les  ordonnées  Yi  et  ¥«  des  points  ou  ces  tangentes 
coupent  la  droite  C-2,  sont  determines  par  les  équations 

2(ípi  —  p';  cos  d  — a  cos  6  (pi  sin  ú  +  pi  cos  6) 
(pjsinô  —  picos  6)  cos  6 

p"í— a  (pi  cos  6  +  pi  sin  6) 


pi  sin  6  —  pi  cos  O 

On  a  aussi,  en  représentant  par  Y3  Tordonnée  du  point  oíi  la  droite  qui  passe  par  O  et 
par  le  point  (x,  y)  de  la  cissoidale  coupe  la  droite  C-2, 

Y3  =  a  tang  6. 

II  resulte  de  ces  équations  Tidentité 

Yi-Y-2  =  2(Y3-Y2), 

laquelle  fait  voir  que  la  droite  qui  passe  par  O  et  par  le  point  (x,  y)  de  la  cissoidale  rencontre 
la  droite  donnêe  en  un  point  équidistant  de  ceux  ou  cette  droite  est  coupée  par  la  tangente  ã  la 
cissoidale  au  point  {x,  y)  et  par  la  tangente  à  la  courhe  Ci  au  pioint  {x{,  yi). 

Ce  tliéorème  est  dú  à  Gr.  de  Longehamps  (1.  c),  qui  Ta  obtenu  par  une  métliode  purement 
géoraétrique.  II  en  resulte  une  manière  três  simple  de  construire  les  tangentes  aux  cissoidales, 
employée  déjà  au  n."  5  pour  tracer  les  tangentes  à  la  cissoide  de  Dioclès. 

On  doit  remarquer  que,  comme  la  cissoidale  déterrainée  par  Ia  condition  p  =  p-2  —  pi  est 
symétrique,  par  rapport  au  point  O,  à  celle  qui  correspond  à  Téquation  p  =  pi  —  p-2,  la  tan- 
gente au  poiut  [x,  y)  h  cette  dernière  courbe  passe  par  le  point  ( — a,  — Yi),  symétrique  par 
rapport  au  point  O  à  celui  ou  la  tangente  à  la  première  courbe  coupe  la  droite  donuée. 

22.  Supposons  maintenant  que  Ca  represente,  comme  au  n."  précédent,  une  droite,  Ci 
une  conique  et  O  un  point  de  cette  conique.  On  a  alors  les  cissoidales  considérées  par  M. 
Zahradnik  dans  un  travail  publié  au  tome  LVi,  p.  8,  des  Archiv  der  Mathematik  und  Physik, 
et  que,  par  ce  niotif,   on  designe  quelquefois  par  le  nom  de  cinsoides  de  Zahradnik. 

Soient 

Ax'  +  Bxy  +  C2/2  -s^l)x+Ey  =  O,     ux  - 1-  vy  --=  c. 

les  équations  de  ia  conique  et  de  la  droite. 

Pour  trouver  Téquation  de  leur  cissoidale,  représentons  par  pi  et  p2  les  vecteurs,  corres- 
pondants  à  la  même    valeur   de  Tangle  6,   d'un  point  quelconque  de   la   eoniqu(!  et  du  point 
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correspondant   de  la  droite,  et  éliminons  pi    et  0-2  entre  les  équations  polaires   de  ces  lignes^ 

(A  cos*  e  +  B  sin  e  cos  e  +  C  sin*  6}  pi  +  D  cos  6  +  E  sin  Ô  =  O, 
(m  cos  6  +  V  sin  6)  p2  =  c^ 

et  Féquation  de  définition  p  =  p2  —  pj. 

On  obtient  de  cette  manière  réquation  polaire  de  Ia  cissoidale  considérée,  dont  on  déduit 
réquation  cartésienne : 

(4)  (Aa;2  +  Bxy  +  Ct/)  {tix  +  vy)  =  c  ( Aa;^  +  Bx^  +  Cy'^)  +  (Dx  +  ^y)  (ux  +  vij), 

aii  moyen  de  laquelle  on  voit  immódiatement  que  la  cissoidale  considérée  est  une  cubique 
unicursale. 

II  est  facile  de  voir,  en  appliquant  à  cette  équatiou  la  méthode  géuérale  pour  trouver  les 
asymptotes  des  curves,  que  la  droite  représentée  par  Féquation 

ux  -\-vy  =  c 

est  une  des  asyrupfotes  de  la  cubique  considérée  et  que  les  autres  sont  représentées  par  1  "équation 

,     D  +  Ea 

^  =  ''*+B  +  2Ca' 

a  étant  donnée  par  la  relation 

C«2  +  Ba  +  A  =  0. 

En  comparant  Féquation  qu'on  vient  d'obtenir  à  celle  des  asymptotes  de  la  conique  donnée: 

D  +  Ea 

y  =  ax  —  -^ — —  1 

on  con?lut  que  les  asymptotes  de  la  cissoidale  considérée  sont  symétriques  à  celles  de  la 
conique  par  rapport  à  Forigine  des  coordonnées. 

Si  les  deux  valeurs  de  a  sont  égales,  on  a  B  +  2Ca  =  O,  et  par  conséquent  deux  des 
asymptotes  de  la  cubique  sont  alors  situées  à  Finfini.  Ce  cas  a  lieu  lorsque  B^  =  4AC,  c'est-à- 
dire  quand  la  conique  donnée  est  une  parabole. 

Réciproquement,  Féquation 

(A,!r2  +  V,ixy  +  Ci?/2)  (w.a;  +  v^y)  =  Ma;^  +  Yxy  +  Q?/^, 

qui  represente  les  cubiques  qui  ont  un  point  double  à  distance  finie,  est  la  cissoidale  de  la 
conique  et  de  la  droite  représentées  par  les  équations  écrites  ci-dessus,  quand  on  peut  deter- 
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miner  A,  B,  C,  D,  E,  u,  v  et  c  de  manière  que  les  équations 

A  =  Ai,     B  =  B|,     C  =  Ci,    M  =  ?íi,     i'— yi, 
cA  +  Dií  =  M,     cC  +  Eu  =  Q,     cB  +  Du  +  E«  =  P 

soient  satisfaites,  c'est-dire  quand  la  quantité 

est  différente  de  zero.  Si  Ton  remarque  maintenant  que  cette  condition  équivaut  à  celle  qui 
exprime  que  les  facteurs  de  A^x-  -{-htxy  ^  dy-  soiit  différents  de  iiix-\-V{y,  on  peut  con- 
clure  que  la  condition  nécessaire  et  suffisaute  j^oiir  qu'iine  cubique  ayant  un  point  douhle  à 
distance  finie  soit  la  cissoidale  d'une  conique  et  d'une  droite  cesf  qu  elle  possede,  à  distance  fnie, 
une  seule  asymptote  ou  trois  asymptotes  distinctes  (Zabradnik,  1.  u.). 

23.  On  voit  aisératnt  que  les  angles  6^  que  les  tangentes  à  la  cubique  (4)  au  point  double 
forment  avec  laxe  des  abscisses,  sont  donnés  par  réquation 

(cC  +  Ev)  tang2  6^  +  (cB  +  E;í  +  T>v)  tang  Ô^,  -f  c A  +  Du  =  O, 

laquelle  determine  deux  droites  réelles  si  la  diflférence 

(cB  +  Em  +  Dy)2  -  4  (cC  -+■  Ev)  (c A  +  Du) 

est  positive,  deux  droites  imaginaires  quand  cette  diíFérence  est  négative,  deux  droites  coin- 
cidentes quand  elle  est  nulle.  Dans  le  premier  cas  Ia  cubique  a,  à  Torigine,  un  noeud,  dans 
le  deuxicuie  un  ^soinf  isole  et  dans  le  dernier  un  point  de  rèbroussement.  Ces  tangentes 
passent,  comme  a  été  dit  au  n.°  20  et  comnie,  dailleurs,  Ton  peut  vérifier  aisément,  par  les 
points  ou  la  droite  coupe  la  conique. 

24.  Je  marrêterai  quelques  moments  au  cas  particulier  ou  la  conique  devient  un  cercle, 
lequel  coinprend  les  courbes  considérées  aiix  n."*  1  à  19  et  quelques  autres  eourbes  i'emar- 
quables  qui  seront  étudiées  plus  loin ;  et,  en  prenant  pour  axe  des  ordonnées  une  parallMe  à 
la  droite  donnce,  je  supposerai  que  les  équations  du  cercle  et  de  la  dmite  sont 

«'  +  .»/■  — 2aa;  — 213^  =  0,     x=c. 

Alors  léquation  de  la  ci^soídale  est 

(5)  {x'-  +  y^)  X  =  c  {x'-  +  f-)  -  2  (ax  4-  ^y)  x, 
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«t  cette  courbe  a  iin  noeud  quand  la  difFérence 

fi2 -c(c— 2a) 

est  positive,  un  point  isole  si  cette  différence  est  négative,  un  jpoint  de  rehroussement  si  elle 
est  nulle. 

M.  Neuberg,  qui  s'est  oc-cupé  da  trace  mécanique  des  courbes  représentées  par  (5), 
dans  son  opuscule  Siir  quelques  systhnes  de  tiges  articulées  (Liège,  1886),  a  donné  à 
ces  courbes,  respectivement,  les  noras  de  cissoide  crunodale,  acnodale  et  ciisjndale.  Nous 
adopterons  ces  d(ísignatioiis,  pour  abreger  le  ianguage,  et  nous  nommerons  eissoídes  droites 
celles  qui  correspondent  à  p  =  O  et  ohliques  toutes  les  autres. 

Las  cissoides  cuspidales  droite  et  oblique  coincident  avec  les  courbes  étudiées  aux  n."^  1 
à  l'J. 

25.  Dans  le  cas  ou  la  cubique  a  un  noeud,  on  peut  déterminer  les  rayons  de  courbure 
des  deux  ares  qui  le  forment,  correspondants  à  ce  point,  par  de  la  formule 


\^-(M 


qui  donne,  en  faisant  p  =  0. 


1    dp  _  a  sin  2  9,,  —  ^  cos  2  dg 
ySô"  ^^^  " 

oíi  Ton  doit  reinplacer  6q  par  les  valeurs  des  angles  formes  par  les  tangentes  à  la  courbe  au 
point  considere  avec  l'axe  des  abscisses.  Cette  expression  de  R  peut  être  écrite  encore  de  la 
manière  suivante : 

sin(|— «o) 

T  représentant  l'angle  forme  par  le  vecteur  du  centre  du  cercle  avec  Taxe  des  abscisses 
et  rt  le  rayon,  d'oú  il  resulte  une  autre  expression  que  nous  allons  déduire. 

Soient(')  C  le  centre  du  cercle  Cj,  A  un  des  points  ou  la  droite  donnée  C^  rencontre  Ci,  O 
le  point  double  de  la  cubique,  F  le  point  oii  la  droite  AC  coupe  la  perpendieulaire  OX  à  Ca  et 
E  le  nouveau  point  oíx  elle  rencontre  le  cercle,  et  D  le  nouveau  point  oii  OX  coupe  le  nirine 


(1)  On  peut  construire  aisément  la  figure  avec  les  iniiications  données  au  texte. 
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cercle.  La  tangente  en   O  à  un  des  ares  de  la  cubique  qui  se  coupent  eu  O  est  OA   et  la 
normale  coi-respondante  est  OE,  et  on  a  AOX  =  e„,  COX  =  t  et,  par  suite, 

0FE  =  CFD  =  ACD-CDF=2e„-T,     FOE  =  -J-6o; 

(lonc  la  valeur  du  layou  de  courbure  de  cet  are,  au  point  O,  est  donnée  par  Fégalité 

OE 


R  =  a 


FE 


Le  cercie  osculateur  de  la  cubique  considérée  aux  points  non  singuliers  peut  être  obtenu 
de  la  manière  suivante.  Menons  la  tangente  à  la  cubique  au  point  donné  M  et  par  le  point  oú 
elle  coupe  cette  courbe  tirons  une  parallèle  à  son  asymptote  réelle ;  la  droite  ainsi  obtenue 
rencontre  la  cubique  en  un  nouveau  point  Mi,  et  la  droite  MMi  coupe  la  même  courbe  aux 
points  M  et  M|,  et  à  un  nouveau  point  Ma;  le  eercle  qui  passe  par  Má  et  touchc  la  cubique 
en  M  est  le  cercie  osculateur  demande.  Cette  construction  será  appliquée  plus  tard  à  une  classe 
plus  generala  de  cubiques  (cubiques  circuluiresj  que  nous  étudierons,  et  elle  será  alors  dé- 
montrée. 


26.     En  posant  en  (õ) 


m-xi  ni^yi 


) 


(6)  »'  =  -Tn — ^'    2^=    s  ,    •■ 
^  '  x\  +  y\        •"      x\+rj\ 

on  trouve  Téquation  suivante: 

m^-Xi  =c{x\  +  y])  —  2  {axi  +  ^yC)  xi . 

Donc,  Ia  courbe  inverse  de  la  cissoide  cvunodale,  acnodale  ou  cusiyidale,  par  rapport  au 
jíoint  double,  esf.  respectivemenf ,  xine  hyperbole,  une  ellipse  ou  une  paraboh,  qui  passe  par  ce 
poinf. 

Kéciproquement,  la  courbe  inverte  d'une  coniqite  j)(tr  rapport  à  un  de  ses  points  est  une 
cissotde  crunodale  dans  le  cas  de  Vhyperbole,  une  cissoide  acnodale  dans  le  cas  de  lellipse,  une 
cissoiãe  cuspidale  dans  le  cas  de  la  parabolc. 

En  eflfet,  en  prenant  le  centre  d'inversion  pour  origine  des  coordounées,  on  peut  donner 
à  Téquation  de  la  conique  la  forme 

(7)  Al  X-  +  Bi  Xiyi  +  Cl  ?/?  +  Di  xi  +  E|  yi  =  0; 
réquation  de  la  courbe  inverse  est  alors 

(8)  (D,x  +  E,y)  (x'-  +  y^)  +  vf-  {kix'--{-  B,xy  +  <:\y'-)  =  O 
et  peut  être  réduite  à  la  forme 

X  {x-  -f  rf)  =  M£c2  +  Vxy  +  %«, 
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en  prenant  pour  axe  des  ordonnées  une  droite  parallèle  à  Tasymptote  réelle  de  cette  courbe; 
on  en  coiulut  que  la  courbe  cherchée  coinuide  avec  la  cissoide  doiit  les  paramètres  a,  p  et 
c  sont  determines  par  les  équations 


:  —  '2n 


M,     c  =  N,     2p=-P. 


On  voit  encore  au  nioyen  des  équations  (7)  et  (8)  que  1'asymptote  de  la  cubique  est  paral- 
lide  à  la  tangente  à  la  conique  au  centre  d'inversion  et  que  les  tangentes  à  la  cubique  au 
point  double  nont  paraUtães  aux  asymptotes  de  la  cutuque. 

Si  le  centre  diiiversion  coincide  avec  un  sonimet  de  la  conique,  la  cissoide  correspondante 
est  droite ;  dans  le  eas  contraire,  elle  est  oblique. 

27.  La  transforniation  qui  fait  correspondre  à  un  point  un  autre  dont  les  coordonnées 
(«,  y)  sont  liées  à  celles  (xj,  y\)  du  premier  par  les  relations  (6),  ou  dont  les  coordonnées 
polaires  (Ô,  p)  sont  liées  à  celles  (6i,  p)  du  premier  par  les  relations  6i  =  6,  ppi  =  m-,  est 
nommée,  comme  on  sait,  transformation  par  rayons  vecteurs  reciproques  ou  inversion.  Elle 
será  employée  dans  cette  ouvrage  plusieurs  fois;  et  nous  allous  pour  cela  rappeler  ici  les 
propriétés  principales,  bien  connues  et,  d  ailleurs,  faciles  à  démontrer. 

1."  La  transformée  duna  droite  ou  dun  cercle  passant  par  i'origine  des  coordonnées 
(pôle  ou  centre  d'inversion}  est  une  droite ;  la  transformée  d'un  droite  ou  d'un  cercle  qui  ne 
passe  pas  par  Torigine  est  un  autre  cercle. 

2."  Les  tangentes  à  une  courbe  et  à  linverse  aux  points  correspondauts  forment  des 
angles  égaux  avec  ia  droite  qui  passe  par  ces  points. 

3."  Si  deus  courbes  se  coupent  à  un  point  A,  diíférent  du  centre  d'inversion,  leurs  trans- 
formées  se  coupent  à  un  point  B  correspondant,  et  Tangle  forme  par  les  tangentes  aux*deux 
courbes  en  A  est  égal  à  langle  forme  par  les  tangentes  à  leurs  transformées  en  B. 

4.°  Si  deux  courbes  sont  tangentes  en  un  point,  différent  du  centre  d'inversion,  leurs 
transformées  sont  aussi  tangentes  au  point  correspondant. 

5."  Les  transformées  des  cercles  tangentes  à  une  même  droite  en  le  centre  d'inver«ion 
sont  des  droites  parallèles  à  celle-là. 

28.  Nous  rappelerons  encore  ici  qu'on  donne  le  nom  de  foyer  d'une  courbe  queleonque 
à  tout  point  [cti,  jiii)  par  lequel  passent  deux  tangentes  à  cette  courbe  dont  les  coefficients 
sont  égaux  à  +i  et  — /,  i  représentant  V  —  1;  et  quil  resulte  imraédiatement  de  cette  notion 
générale,  introduite  par  Pliicker  dans  la  Giométrie,  que  le  point  inverse  d'un  foyer  dhme 
courbe  est  iin  foyer  de  la  courbe  inverse,  si  le  centre  d'inversion  ne  coincide  pas  avec  ce  foyer-là. 
En  eíFet,  si  les  droites  y — -pi^  +  íííc — ai)  sont  tangentes  ;i  une  courbe  eu  un  puiiit  titué 
á  distance  finie,  leurs  transformées 

ai  +  pr  \      «r+pl 
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sont  tangentes  à  la  transformée  de  la  eourbe  donnée  au  point  corrrespondant.  Donc 


,  «i  +  P? 

et  —5 — 02"  ^^^^  '^s  coordonnées  des  foyers  de  cette  transformée. 

«1  +  pr 

Les  points  oíi  se  coupeht  deux  asymptotes  dont  les  coefficients  sont  égaux  à  +  í  et  —  i 
sont  aussi  appelés  foyers  des  courbes;  mais  la  proposition  precedente  n'est  pas  applicable  à 
ces  points,  que  Laguerre  a  nommé  foyers  singuliers^  pour  les  distinguer  des  autres,  qu'il 
a  nommé  foyers  ordinaires. 

II  resulte  de  ce  qui  precede  que  les  cubiques  inverses  de  la  parabole  ont  un  foyer  ordi- 
naire  et  que  les  courbes  inverses  de  Tellipse  ou  de  rhyperbole  ont  deux,  et  qu'on  peut 
déterminer  immédiatement  ces  foyers  au  moyen  de  ceux  de  la  conique  correspondante. 

29.  Les  théorèmes  relatifs  aux  coniques  donnent,  par  inversion,  des  tliéorèmes  eorres- 
pondants  relatifs  aux  cubiques  considérées  ci-dessus.  Nous  allons  chercher  celui  qui  corres- 
pond  au  tbéorème  exprime  par  les  équations  bipolaires  de  lellipse  et  de  Ihyperbole 

p±p'  =  2e. 

Soient  F  un  foyer  de  la  conique,  M  un  point  quelconque  de  la  même  eourbe,  F'  et  M'  les 
points  inverses  des  precedentes  par  rapport  au  point  double  de  la  cubique  considérée.  On  a, 
en  représentant  ce  dernier  point  par  O, 

OF  X  OF'  =  OM  X  OM'  =  m^- ; 

et,  par  conséquent,  les  points   F,  F',  M   et  M'  sont  situes   sur  une  circonférence,    les  angles 
OFM  et  MM'F'  sont  égaux  et  les  triangles  OFM  et  OF'M'  sont  semblables.  II  en  resulte 

FM  _  OF 
FIÍF~OM'' 

ou,    en  représentant  par   p  la  distance    de  M  à  F,    par  ri   et  r^   les  distances   de  M'  à  F'  et 
à  O,  et  par  01  la  distance  de  O  à  F, 

ai  ri 

P  =  — 7-' 


On  trouve  de  même,  en  représentant  par  p'  et  aj  les  distances  de  M  et  O  à  lautre  foyer 
de  la  conique  it  par  r-2  la  distance  de  M'  au  point  inverse  de  ce  foyer, 


II  resulte  de  ces  équations  et  de  Téquation  bipolaire   de  la  conique  le  théorème  suivant: 
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Les  distances  ?q,  j'i  et  ri  des  points  de  la  cubique  inverse  d'une  conique  au  point  douhlé 
et  aux  foyers  de  la  cubique  sont  liées  pai-  la  relation  linéaire  homoghne 

«I  ?-i  -\-ai  Vi  =  2e)Q 

ãans  le  cas  de  Vellipse,  par  la  relation 

«1  ri  —  a-2  í'2  =  +  2erQ 
dans  le  cas  de  Vhyperbole. 

30.     Les  courbes  qu'on  vient  de  considérer  coineident  avec  les  podaires  des  paraboles. 

Pour  démontrer  cette  proposition,  cherchons  réquation  de  ees  podaires,  et,  poiír  cela,  con- 
sidérons  une  parabole  quelconque  et  un  point  M  de  son  plan  et  prenons  pour  axes  des  coor- 
données  les  parallèles  à  Taxe  et  à  la  directrice  de  cette  parabole  conduites  par  ce  point.  Alors 
réquation  de  cette  courbe  prend  la  forme 

(y,+by-  =  2píxi  +  a), 

et  les  équations  de  ses  tangentes  et  des  perpendiculaires   à  ces  droites  passant   par   M  sont, 
respectivement, 

et 

{yi^b)x-^py  =  0. 

Or,  ces  équations  et  lequation  de  la  parabole  donnent,  en  éliminant  xi  et  y\,  l'équation 
demandée 


X 


{x^  +  y^)  +  ax^  +  bxy+^y''-  =  O, 


dont  resulte  que  la  podaire  de  la  parabole  considérée,  par  rapport  au  point  M,  coincide  avec 
la  cissoide  (n.°  24)  dont  les  pararaètres  a,  ,3  et  c  sont  déterminées  par  les  équations 

(9)  a  =  2x-c,     b  =  2^,     p=—2c 

et  dont  le  point  double  est  situe  au  centre  M  de  la  podaire.  Cette  cissoide  est  cuapidale 
quand  b^  =  2ap,  c"est-à-dire  quand  le  point  M  coincide  avec  un  point  de  la  parabole;  est  cni- 
nodale  quand  6*  >  2ap,  c'est-à-dire  lorsque  le  point  M  est  situe  dans  la  region  du  plan  de  la 
parabole  vers  laquelle  cette  courbe  tourne  la  convesité,  et  est  acnodale  quand  íi- <  2ap, 
c'est-à-dire  quand  le  point  M  est  situe  dans  la  region  du  même  plan  vers  laquelle  la  parabole 
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tourne  la  concavité.  Si  le  point  M  est  pris  sur  l'axe  cie  la  parabole,  la  eissoide  correspon- 
dante  est  droite  ;  elle  est  oblique  dans  le  cas  contraire.  Si  le  point  M  est  situe  sur  la  directrice 
de  la  parabole,  Féquation  de  la  cubique  considérée  prend  la  forme 


(10) 


x{x'-  +  y^)  +  -!^{y^-x^-)  +  bxy  =  0, 


et  represente  la  courbe  nommée  strophoiãe,  que  nous  allons  étudier  bienlôt.  Si  le  point  M  est  situe 
sur  la  tangente  à  la  parabole  à  son  sommet,  c"est-à-dire  si  Ton  a  «  =  O,  la  cubique  considérée 
coincide  avec  une  courbe  étudiée  par  Uhlhorn  en  1809  dans  ses  Entdeckungen  in  der  hoheren 
Gometrie,  laquelle  est  nommée  ophiuride  et  ]o\\\i  de  la  propriété  suivante:  uno  des  tangentes 
au  point  double  est  perpendiculaire  à  Fasymptote  réelle.  Si  le  point  M  est  situe  sur  Taxe  de 
la  parabole,  à  distances  égales  du  sommet  et  du  foyer  de  cette  courbe,  on  a  la  courbe  nom- 
mée par  M.  Peano  visiera,  que  nous  retrouverons  plus  loin. 

Réciproquement,  si  la  cubique  (4)  est  donnée,  on  determine  au  moyen  des  équations  (9) 
les  constantes  a,  b  ei  p  qui  figurent  dans  Téquaticn  de  la  parabole  dont  elle  est  la  podaire 
par  rapport  au  point  deuble. 

II. 

La  coiiehoYdc  de  Sluse. 


31.     Soient  AB  une  droite  et  O  un  point  donné  (fig.  3)  et,  sur  cliacune  des  droites  OC, 

qui  passent  par  O,  prenons,  à  partir  du  point  C  oíi 
elle  coupe  AB,  dans  la  direction  OC,  un  segment  CD 
tel  qu'on  ait 


dL'' 


o'' 


Fig.  3 


CD  =  OD-OC  =  OD- 


OCxCD  =  /o2, 

k^  étant  une  quantité  donnée.  Le  lieu  des  points  D 
qu'on  obtient  ainsi  est  une  courbe  considérée  par 
Sluse  dans  une  lettre  adressée  h  Huygens  {Oeuvres 
de  Huygens,  t.  iv,  pag.  246),  pour  laquelle  M.  G. 
Loria  a  attiré  Tattention  dans  une  Note  insérée  au 
Maihesis  (1897,  p.  5),  oii  il  a  donné  à  cette  courbe 
le  nom  de  conchoide  de  Sluse. 

Pour  obtenir  son  équation,   il  suffit   de   remar- 
quer  qu'on  a 


OB 


cos  COB 


CD  = 


k^ 


k^-  cos  COB 


OC 


^^B 
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ou,  en  posant  OB  =  a  et  en  prenant  le  point  O  pour  pôle  et  la  droite  OX,  perpendiculaire  à 
AB,  pour  axe, 

CD  =  p V'     CD  =  !^^^. 

cos  u  a 

Donc,  Véquation  polaíre  de  la  courbe  considérée  est 

7-2 

(1)  p  = 2-H cos  6; 

'       cos  o         a 

et,  par  suite,  Véquation  cartésienne.  de  la  niême  courbe  est 

(2)  a{x  —  a)  («2  +  tf-)  =  /t  V . 

32.  On  voit  aisément  au  moyen  de  Téquation  (2)  que  la  cubique  de  Sluse  a  la  forme 
indiquée  dans  la  figure  3^.  Elle  a  un  axe,  qui  coincide  avec  celui  des  abscisses,  une  asyra- 
ptote  AB,  dont  Féquation  est  x  =  a,  et  \x\\  j)omt  isoU,   qui   coincide  avec  Torigine  des  coor- 

données:  Tabscisse  du  sommet  Ci  est  égale  à  • 

a 

La  cubique  de  Sluse  a  deux  points  d'inflexion  à  distance  finie.    Pour  les  déterminer,  ex- 

primons   a;  et   ?/  en  fonction  rationnelle    d'un    paramètre  variable    t,   en   faisant  y  =  tx  dans 

Téquation  de  la  courbe;  il  vient  alors 

k"-  ,         kH 

x=a-\ --— ; — --  )     ?/  =  at -\ -—; ;-  • 

«(!+<-;  a(l+<-) 

Les  valeurs  de  t  correspondantes  aux  points  d'inflexion  sont  donc  données  par  Téquation 
dx    d'-y       dy   d^x      2k^    Ic^  +  a?  —  ^a"- 1"^ 


dl     de-        dt    dt^        a^  (í  +  t-)^ 

ou 

et  les  coordonnées  de  ces  points  par  les  équations 


O 


3 


y=±- 


4a2+/^2  ^      -(4a2  +  A;2)v/3 

Sluse  a  attribué  à  Iluygens  Tinvention  d'une  méthode  pour  déterminer  ces  puints  {Ceiívres 
de  Iluygens,  t.  IV,  1891,  p.  292). 
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En  éliminant  k-  entre  les  équations  qu'on  vient  d'obtenir,  on  trouve  léquation 


qui  represente  une  ctssoide  de  Diocles.  Donc  on  a  le  théorème  suivant,   découvert  par  Sluse 
(1.  e,  p.  247): 

Le  lieu  des  points  d'inflexion  des  cubiques  de  Sluse  ayant  la  même  asymptote  et   le  même 
point  singulier  est  une  cissotde  de  Diocles. 

33.     Si  Ton  prend  sur  la  droite  OD  (fig.  3)  un  segment  CD'   égal  à  CD,   le  lieu  décrit 
par  D',  quand  D  parcourt  la  courbe  considérée  ci-dessus,  est  represente  par  Téquation 


(3) 


'.{x  —  a)  (aP'  -\-  y^)  =  —  k-x-^ 


et  on  passe  immédiatement  des  propriétés  de  la  courbe   (2)  pour  celles   de  la  courbe  (3)  en 
remplaçant  k'^  par  — k-  dans  les  formults  et  dans  les  théorèmes  obtenus  précédemment. 

La  nouvelle  courbe  a  la  forme  indiquée  dans  la  figure  4",  quand  a^;>Â;-,  et   a  la  forme 
indiquée  dans  la  figure  5*,   si  «-<Â;-.   Dans  le  premier  cas  elle   a  deux  points  d'inflexion 


Fig.  4 


Fig.  5 


réeis,  à  distanee  finie,  et  dans  le  deuxième  cas  deux  points  d'inflexion  imaginaires.  Le  se- 
gment OB  est  dans  les  deux  cas  égal  à  a.  Quand  i-  =  a^,  Téquation  considérée  represente  la 
cissoíde  de  Diocles.  Les  angles  formes  par  les  tangentes  à  la  cubique  au  point  double  avec 
Taxe  des  abscisses  sont  donnés  par  Téquation 


tange  =  -í: ^> 
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et  les  rayons  de  courbure  des  deux  ares  à  ee  même  point  sont  donnés  par  la  formule  (n.°  25) 


R  =  — v/yfc2-a2. 


a 


34.  Les  cubiques  représentées  par  les  équations  (2)  et  (3)  coineident  avee  les  cissoides 
droites  considérées  au  n."  24,  puisque  Téquation  de  ces  cissoides  est 

et  on  peut  toujours  déterminer  les  paramètres  qui  figurent  dans  Téquation  d'une  de  ces  classes 
de  courbes,  quand  on  donne  ceux  qui  tigurent  dans  Taiitre,  au  moyen  des  équations 

a  =  c,     Ifk^^  2aa. 

II  en  resulte  d'abord  une  manière  de  construire  les  cubiques  de  Sluse,  plus  simple  que 
eelle  employée  par  ee  géomètre,  et  de  construire  leurs  tangentes.  II  en  resulte  aussi  que 
ces  cubiques  coineident  avec  les  poãaires  des  paraboles,  rapportées  aux  points  de  l'axe,  et 
avec  les  courbes  invei-ses  des  coniques,  rapportées  aux  sommets. 

35.  En  appliquant  la  doctrine  exposée  aux  n/'*  28  et  29,  on  voit  que  les  coordonnées  des 
foyers  de  la  cubique  représentée  par  l'équation  (2)  sont  (2a,  +  2Â;)  et  que  les  distances  d'un 
quelconque  des  ses  points  à  ces  foyers  et  au  point  double  sont  iiées  par  la  relation 

,-,  -|-  n  =  2rf^ ; 

on  voit  de  même  que  les  coordonnées  des  foyers  de  la  cubique  représentée  par  Téquation  (3) 
sont  [2  (a  +  k),  0]  et  qu'on  a 

(a  —  Â;)  ri  -f  (a  +  k)  r-2  =  2arQ, 
quand  a>í;,  et 

(k  —  a)ri—{k-\-  a)  r-2  =  +  2arQ, 

quand  a<k,  ri  désignant  la  distance  au  foyer  [2(a  +  Ã;),  0]  et  r-2  la  distance  à  Fautre  foyer. 

36.  L'équation  des  cubiques  de  Sluse  rapportée  au  point  Ci  comrae  origine  et  à  C|X 
corame  axe  des  coordonnées  polaires  (r,  to)  est 

ar-  cos  w+    2aia  +  — j  cos^ co  +  A;^ sin^ co    r-\-a  (a  +  — j    cosu)  =  0. 
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On  voit  au  moyen  de  cette  équation  que  la  cubique  considérée  coupe  chacune  des  droites 
qui  passent  par  Ci  en  deux  points  tels  que  les  segments  ri  et  r-i  compris  entre  Ci  et  ces 
points  satisfont  à  la  condition 


ri  r-2 


-(«±?)'  =  00;. 


On  voit  aussi  au  moyen  de  la  méme  équation  que  le  rayon  de  courbure  de  la  cubique  au 


point  C(,  oii  r  =  0  et 


j  est  donné  par  la  formule 


R  = 


(a^±k^f 


ak^ 


III. 

La  strophoide. 

37.     Considérons  un  cercle  de  centre  C  et  de  rayon  CA  (fig.  tí),  et  tirons  par  son  centre 

la  droite  KL,  qui  forme  avec  CA  Tangle  a. 
Prenons  ensuite  sur  chacune  des  droites  qui 
passent  par  O  un  vecteur  OM  égal  à  la  diflfé- 
rence  des  vecteurs  OD  et  OE  des  points  D  et 
E  oii  cette  droite  coupe  le  cercle  et  la  droite 
KL.  Le  lieu  des  points  M  qu'on  obtient  de 
cette  manière  est  la  courbe  nommée  sirophotde. 
Cette  courbe  est  donc  une  cissoide  crunodale. 
Si  a  =90°,  la  stroplioide  est  dite  droUe;  si  a 
est  different  de  90",  on  dit  qu'elle  est  ollique. 
On  peut  trouver  Véquation  polaire  de  la 
strophoide  au  moyen  des  relations 

OM  =  OD-OE,     0D  =  2a  cose, 

0E  =  -^^^, 


sin  («—  0) 


Fig.  6 


oíi  p,  a  et  6  représentent  le  vecteur  OM  du  point  M,  le  rayon  OC  et  Tangle  DOA,  lesquelles 
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donnent 

a  sina  sin  (a  —  26) 


(1)  p  =  2acosO- 


=  a 


sin  (a  —  6)  sin  («  —  6) 


En  représentant  par  6'  Tangle   forme  par  OM   avec   la  droite   OX,    perpendiculaire  à  la 

Ti 

droite  donnée  KL,  et  en  tenant  eompte  de  régalité  6'  =  d-{-— — «,   on  peut  mettre  encore 
Téquation  precedente  sous  la  forme 

f9\  «      „   sin(a  +  2e') 

'  cos  d 

d'ou  Ton  déduit  réquation  cartésienne  de  ia  courbe  considérée,  rapportée  à  OX  et  à  la  per- 
pendiculaire en  O  à  cette  droite: 

(3  j  («^  +  y-)  x  =  a  [{x-  —  y-)  sin  a  +  2xy  cosa]. 

38.  La  pliis  ancienne  mention  connue  de  la  stroplidide  droite  se  trouve  en  deux  lettres 
écrites  par  Verdus  à  Torricelli  en  1645,  dont  ii  resulte  que  Roberval  fut  probablement  le 
premier  géomètre  qui  s'est  occupé  de  Tétude  de  cette  courbe,  désignée  alors  par  le  nom  de 
pteroide.  Ces  lettres  furent  publiées  par  Boncompagni  daus  son  Bulletino  (t.  vni,  187Õ).  La 
même  courbe  fut  étudiée  plus  tard  par  Moivre,  en  171Õ,  dans  les  Phílosophical  Transactions; 
par  Agnesi  dans  ses  Instituzioni  Analitiche  (Miiano,  1748,  p.  378  et  391);  ete. 

II  parait  que  c'est  Montucei  qui  lui  donna  pour  la  première  fois  le  nom  de  strophoiãe, 
dans  un  article  publié  em  1846  dans  les  Nouvelles  Annales  de  Mathématiqiies  (t.  V,  p.  470). 
Lehmus,  dans  ses  Aufgaben  aus  der  hõheren  Mathematik  (Berlin,  1842,  p.  120),  Ta  nommóe 
kukumaeíde ;  et  Bootli  Tappela  logocyclique  dans  un  article  publié  dans  le  Quarterly  Journal 
of  Mathematics  (1858  et  1809)  et  dans  son  Treatrise  on  some  New  Geometrical  Methods  (1873, 
t.  I,  p.  292). 

Les  plus  anciens  travaux  connus  dans  lesqueis  Ia  strophotde  obliqua  fut  considérée  sont 
les  Lectiones  geometricae  de  Barrow  (1669,  p.  69),  ou  ce  géomètre  en  a  determine  les  tangentes, 
et  deux  raémoires  de  Casali  inseres  aux  Instiluti  Bononiensis  Commentarii  (t.  iv,  17Õ7), 
dans  lesqueis  Tinvention  de  cette  courbe  est  attribuée  ;i  Torricelli.  Postérieurement  Quetelet 
s'en  est  occupé  dans  un  mémoire  intitule :  De  quibusdam  locis  geometricis  necnon  de  curva 
fucali,  publié  à  Gand  en  1819,  mémoire  dans  lequel  il  a  donné  à  cette  courbe  le  nom  de  focale 
à  noeud;  par  ce  motif,  elle  a  été  appelée  quelquefois  focale  de  Quetelet.  Ce  mémoire  a  étó 
suivi  d'un  autre  de  Dandelin  inséré  au  dans  le  tome  ii,  p.  169,  des  Mémoires  de  VAcadémie 
de  Bnixelles,  oíi  furent  continuées  les  recherches  de  Quetelet. 

Les  strophoídes  droite  et  obliqne  ont  été  Tobjet  de  beaucoup  d'autres  travaux  dont  on 
peut  voir  les  titres  dans  une  liste  publiée  par  Tortolini  en  1860  dans  les  Annali  di  Mate- 
mática^  t.    111,    et   transcrite   dans   les   Nouvelles  Annales    de  Mathématiques  (1861,  p.  82), 
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et  aussi  dans  une  autre,  plus  inoderne  et  plus  complete,  publiée  par  M.  Giintlier  daiis 
l'ouvrage  intitule  Paraboliches  Logarithmen  und  paraboliche  Trigonometrie  (Leipzig,  1882). 
L'histoire  de  ces  courbes  a  été  ie  sujet  d'une  notice  publiée  par  M.  G.  Loria  dans  son  Bul-^ 
letino  di  Bibliografia  (1898,  p.  3). 

39.     Nous  allons  passer  maintenant  à  l'étude  de  la  strophoide  droite, 

L'équation  cartésieune  de  cette  courbe  est  , 


(4) 


X-  {a  —  x) 
x-^-a 


d'ou  Ton  déduit  qu'elle  a  la  forme  indiquée  dans  la  figure  7°.  Elle  coupe  Taxe  des  abseisses 

aux  points  O  et  C,  oíi  £c  =  0  et  x  =  a,  et  le 
preiuier  de  ces  points  est  double;  à  chaque 
valeur  de  x  comprise  entre  — a  et  a  cor- 
respondent  deux  points  réels  disposés  symé- 
triquement  par  rapport  à  cet  axe ;  et  la  droite 
PQ,  qui  a  pour  équation  x  =  —  a,  en  est 
une  asymptote.   Les  tangentes  en  les  points 

_x  ou  Tabscisse  est  égale  à  -— «(Z 5— 1),  sont 

parallèles  à  OX,  et  les  tangentes  en  le  point 
double  forment  avec  Taxe  des  abseisses  des 
angles  de  45"  et  —45°. 

40.     En  portant  de  Téquation  polaire  de 
la  strophoide  droite: 


Fig.  7 


on  trouve  Texpression  suivante  de  son  rayon  de  eourbure : 


cos  26 


cos( 


R  = 


«(1  +  sin^)- 


■4cos»Ô(l  +  2sin2e) 


On  voit  au  moyen  de  cette  formule   que  la  courbe   n'a  pas  de  points  d'inflexion   réels   à 
distance  finie,   et  qu'on   a,   au  point  C,  R  =  — «^  ^t,  au  point  O,  R=-aV'2. 


41.     En  remplaçant  dans  Téquation  (4)  x  par  a  — a-,  pour  transporter  Torigine  des  coor- 
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données  au  point  C,  on  obtient  Téquation 

(5)  f-  («-«'O-^^i 


2a — Xi 

ou  Ton  suppose  que  CD  est  la  direction  positive  de  Taxe  des  abscisses.  En  posant  ensuite 
03  =  r  cos  O)  et  y  =  r  sin  co,  on  trouve  Féquation  polaire  de  la  eourbe,  rapportée  au  point  G 
comme  origine  et  à  CD  comme  axe : 

,„                                                                      ^     1      _L  sinto 
(o)  r  =  a\ + 

VCOSO)  cos  CO 

On  voit  au  moyen  des  équations  OF  =  otan"(o  et  CF  = que  réquation  precedente 

COS  CO     ^  ^  ^ 

est  equivalente  aux  relations  suivantes  entre  les  vecteurs  des  points  M  et  N  de  la  droite  CF 
et  le  segment  OF: 

CN  =  CF  +  FO,     CM  =  CF-FO, 

dont  il  resulte  une  manière  facile  de  construire  la  strophoide,  en  traçant  seulement  des  droi- 
tes. 

Une    autre  conséquence  qui  resulte  de  ces  relations  c'est  Fégalité  des  segments  FM,  FN 
et  OF,  et  par  suite  celle  des  angles  FOM  et  FMO  et  des  angles  FON  et  FNO.  On  eu  con- 

clut  que  langle  forme  par  OM  avec  OX   est  égal    à  -^ —  et   que   Tangle   forme  par  ON 

I  .  -I       ■  ,        .     >      3  CO 

avec  la  meme  droite  est  egal  a  —rr. — --- • 

4  2 

II  resulte  enfin  de  ces  mêmes  relations  Tidentité 

CMxCN  =  ÕC^  =  a^ 

laquelle  est,  d'ailleurs,  un  cas  particulier  de  celle  qu'on  a  démontrée  au  n."  36. 

42.     L'aire  comprise  entre  la  strophoide.  Taxe  des  abscisses  et  une  parallèle  à  Taxe  des 
ordonnées,  menée  par  le  point  (a;,  y\  a  pour  expression 

A        /""    .  /  o.  —  ^    7          af       .        .    I  a  —  x       (2a  —  x)i/a^  —  x^        r.    ,      1 
A  =  /     03  V  / —dx  =  a^\  are  tang  l  / -~ ^  1    • 

o 

En  posant  03  =  a  et  en  multipliant  par  2,  ou  trouve  que   la  valeur  de  Taire  de   la  boucle 
est  donnée  par  la  formule 

A,  =  2a2-|-a2. 

VOL.   IV  K 
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La   valeur   de   Taire   comprise   entre   la   eoiirbe   et   r;isymptote   est   donnée   par   la  for- 
mule 

A.2  =  2a2  +  ^  a*. 


La  somme  des  deux  aires  qu'on  vient  de  considérer  est  donc  égale  à  4a-. 
Le  problème   de   la  quadrature   de  la  strophoide   fut  étudié  pour  la  première   fois   par 
Moivre  (1.  c). 

43.  On  peut  déterminer  la  longueur  des  ares  de  la  strophoide  droite  aii  moyen  des  in- 
tégrales  elliptiques  de  1"  et  2"  espèce,  comuie  Ta  fait  voir  Booth  (1.  c,  p.  304)  en  se  basant 
sur  la  considération  de  la  courbe  inversa  de  la  strophoide.  Noiís  allons  résoudre  maintenant 
le  même  problème  aii  moyen  diine  analyse  diíFérente. 

En  appliquant  à  Téquation  (6)  la  formule 

.z-^- 1  ±  sin  O)     /         1    .,               1       /— (l±sin(u)(l  +  cos2io) 
■  aV  2  5 \ /  1 —  sin- co rfto  =  -^-  aV  2 ,  =:=. 

cos- O)       V  ^  -  /  1       . 

cos-  to  \  /  1  — ^  sin^  (O 


on  trouve 


ds  = 


dm  ,  dm  ,  sin  m  dm 


\        n  ãm  am  ,  sin  m  am        ~i 

=  ~2  "^' '■^   ..     .   , ,  r    r~7   .  /,    "^rr^",  /\    "^^V  \ 

(1 -|_  sm  (o)l  /  1 ^sm-cu      l  /  1 — — sm-o)      W  1 — ^sm-u> 

et  on  peut,  par  suite,  caiculer  les  longueurs  des  ares  OX  et  OM  de  la  courbe  considérée  au 
moyen  de  la  formule 


•"-2 


\a^'2\     r  ^^^—-^r!^±í 
2.  J        (1 -)_sinco)  Aco     j         Aoi      J 


■•lui  dm    .    /'•""i  sin  mdm 


Ao) 


ou  o)i  et  Atí)|  représentent  Fangle  MCO  et  Ia  quantité  \  /  1 ^sin^o),  et  oii  lon  doit  prendre 

les  signas  supérieurs  quand  on  veut  appliquer  cette  formule  à  Tare  ON  et  les  signes  inférieures 
si  Ton  Tapplique  à  Tare  OM. 

Pour  róduire  la  première  des  intégrales  qui  figureiít  dans  Texpression  de  s  aux  intégrales 
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elliptiques  normales,  on  peut  employer  les  relations  connues 

doi  C  dm        /  sin-  to  dm 


,     2  cos  coA  (u  f  dm  r  dm        í  sin-  to  c 

1  + sinto  J  (1  + sin  tu)  Aio     J    Ato      .'         At» 

Tsin-tuc^o)      „r    rdm        /'.      ,    I 
/-Ãt^=^     j^o-j-^^^H' 


qui  flonnent 


/<"i           dm                  I  r.  r,        costuiA(0(       ,     r">i  dm        ^  /''">  .      , 
,,  _i_  ■ 7T-  =  ±  2    1  -  -Tur-- +  /       -» /       -^w  '^'«■ 
(1+ sinto)  Ato              L          l  +  sintoi  J     J         Ato        J 

II  0  0 

Pour  calculer  la  clernière  intégraie   de  l'expression  de  s,   on  peut  y   faire  sin2a)  =  <j   et 
on  obtient 


I 


sintotZto        V^2     p  dt  )/2 


'  •>     r  dt  1/2  

2-J7?r=7y7^3Tr^^°^t2í-3+2v/(i-í)(2-o] 


et  par  suite 


/2  /- 

=  — ^—  log(2  sin^  to  —  3  -|-  2  V  2cos  to  Ato) 

=  V^  2  iog  (cos  to  —  V  2  Ato)  +  const. , 

v  2  Aioi  —  cos  toi 


/"■ 


Ato 


Y21og- 


V/2-1 


On  a  donc  la  formule 


.     ,       / 2  Atoi  —  costoi  ./tt/.       cosiuiA. 

t/2— 1  V         l+sin( 

+  ''^-(/    \m'\        '"'^'"'V 


laquelle   fait   voir   que   s   dépend   de   deux    intégrales  elliptiques,    Tune  de  première   especa 
et  Tautre  de  seconde  espèce,  dont  les  modules  sont  égaux  à  -^  \/2. 

On  voit  aussi  que  la  somme  ães  longueurs  des  ares  OM  et  ON  ne  dépend  pas  de  la  fonction 
luf/arithmique  et  est  égale  à  la  quantité 


2a  /¥   tang  toi  Atoi  +  /    "'  x~  —  / 


Ato  dis 
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et  que   la   diference  ON  — OJI  des  mêines   otcs  ne  déjjenã  pcis  des  intégrales  elliptiques  et  est 
égale  an  nomhre 

\/  2  Acoí  —  cos  (ui 


2a  ^2  i-^- 

\C08  (0| 


l)  +  2a[og- 


i  (01      '/  '        '  "         j/ 2  —  1 
En  posant  eostoi  =  tang'}j,  on  donne  encore  à  cette  expression  la  forme  (Booth:  I.  e.) 

2^-2a  /2  +  2a  log  -^^"'t'''—  ' 
-    sen'j>  °       v/2— 1 

On  peut  remarquer  que  '^  represente  Tangle  forme  par  la  droite  CF  avec  les  tangentes  à 
la  strophoíde  aux  points  N  et  M,  puisque  r  -y— =  ±coS(o. 

En  posant  oh  =  -,-  dans  lexpression  de  s  et  en  prenant  le  signe  inférieure,  on  trouve  que 
la  longueur  de  Tare  OBC  de  la  boucle  est  donnée  par  la  formule 


,  =  ^losii/2-r,  +  a\/2(l+f'^-f\o.d 
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L'intégrale  de  première  espèce  qui  figure  dans  les  formules  precedentes  será  retrouvée 
plus  loin,  quand  nous  nous  oceuperons  de  la  rectitication  de  la  lemniscate  de  BernouUi. 
L'intégrale  de  deuxième  espèce  qui  entre  dans  ces  mêmes  formules   est  celle   dont  dépend  la 

rectification  des  ellipses  dont  Texcentricité  est  égale  à  ~^V2. 

44.  Considérons  maintenant  la  strophoíde  ohlique.  En  partant  de  Téquation  cartésienne 
de  la  courbe,  qu'on  peut  écrire  de  la  manière  suivante: 


ax  cos  a  +  a;  \/a-  —  x^ 
y= , — ^ ' 

a;  +  a  sm  a 

on  obtient  aisément  sa  forme.  La  droite  (fig.  6j  PQ,  déterminée  par  Féquation  x  =  —  a  sin  a, 

1  •       TT     1         11      T        .  ri.    a  sin- a       , 

en  est  une  asvmptote  et  la  coupe  au  ijoiíit  H,  dont  1  ordonnee  est  égale  íi :    les   tan- 

*'     ^  ,  cosa 

gentes  aux  points  U  et  T,  dont  les  coordonnées  sont 

+  a  cos  a 


x  =  zLa,     y  = 


+  1  4-sin« ' 


sont  parallcles  à  cette  asymptote;  à  rintcrvalle  compris  entre  x  =  —  a  et  »;  =  «  Tordonnée  y 
est  réelle,  elle  est  imaginaire  pour  toutes  les  autres  valeurs  de  a;.  Donc,  la  courbe  est  située  dans 
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la  bande  comprise  entre  les  parallèles  à  Taxe  des  ordonnées  qui  passent  par  U  et  V  et  est 
coupée  en  deux  points  par  chacune  des  parallèles  à  cet  axe  située  dans  la  même  bande.  Ces 
points  coincident  quand  oette  droite  passe  par  Torigine  des  coordoiinées^  oíi  la  coiirbe  a 
im  i^oint  douhle. 

On    voit    immédiatement   par    Féquation   (2)    que   les   angles   formes   par    les    tangentes 
à  la  strophoide  au  point  double  ont  les  valeurs 

et  qirelles  coíncident,  par  conséquent,  avec  OLi  et  OKi.  Ce  résultat  est,  d'ailleurs,  une  con- 
séquence  iminédiate  d'un  théorènie  general  deniontré  au  n."  20,  ou,  ce  qui  est  le  mêrae,  de  la 
déíinition  de  la  strophoide  eomrae  cissoidale  du  cerele  OLiA  et  de  la  droite  KL  d'ou  il 
resulte  que  M  tend  vers  O  quand  la  droite  variable  OA  tend  vers  OKi,  ou  vers  OLi. 

On  voit  encore,  au  raoyen  de  la  mêiue  équation  (2),  que  les  valeurs  Ri  et  R>  des  rayons 
de  courbure  des  ares  OCU  et  OD|U  au  point  double  sont,  respectivement, 


Ri= ,  R2  = > 

a  a 

sin  —  cos-jr- 

^  *j 

et  que,  par  conséquent,  les  centres  de  courbure  correspondants  coíncident  avec  les  points  ou 
la  perpendiculaire  à  OC  passant  par  C  coupe  OLi  et  OKi. 

La  courbe  rencontre  Taxe  des  abscisses  aux  points  O  et  Di,  ou  £C  =  «  sin  a.  La  droite  DiC 
coupe  la  courbe  au  point  C  ou  y  =  acosoi,  qui  coincide  par  conséquent  avec  le  centre  du 
cerele  considere  au  n."  37.  Ces  resultais  sont,  d'ailleurs,  une  conséquence  immédiate  de  Ia 
définition  géométrique  de  la  courbe. 

L'expression  de  y  écrite  ci-dessus  fait  voir  que  Thyperbole  représentée  par  Téquation 


areosa 


x-\- asm  a. 


coupe  toutes  les  cordes  parallèles  ;'i  la  asymptote  en  deux  parties  égales  et  passe  par  les 
points  O,  U  et  T;  une  des  asyniptotes  de  cette  hyperbole  coincide  avec  Tasyraptote  réelle  de 
la  cubique. 

45.  Pour  ti'acer  la  tangente  ou  la  norniale  à  la  strophoide  au  point  M,  on  peut  appliquer 
le  thcorème  déniontré  dans  le  n."  20,  d'api-ès  lequel  la  sous-noriuale  poiaire  de  cette  courbe 
au  point  M  est  égale  à  la  différence  entre  la  sous-normale  poiaire  de  la  circonférence  au 
point  D  et  celle  de  la  droite  KL  au  point  E.  On  peut  rcsnudre  le  niôuie  prublème  au  moyen 


38 


du  théorème  exposé  au  n."  21,  cUaprès  lequel  le  point  oíi  Ia  tangente  à  Ia  cubique  au  point  M 
coupe  rasymptote  est  symétrique,  par  rapport  à  O,  du  point  de  KL  dont  ia  distance  à  Y.  est 
égale  à  la  distance  de  ce  point  à  celui  oij  KL  est  coupée  par  la  tangente  au  cercle  OAD  au 
point  D. 

46.  La  proprióté  de  la  stroplioide  droite  démontrée  au  n."  41  peut  être  étendue  à  la 
strophoide  oblique.  Pour  ceia,  remarquons  d'abord  que  les  droites  CM  (Jig.  6)  et  OY  se 
coupent  à  un  point  F  tel  que  FM  =  OF.  En  effet,  les  triangles  MCO  et  CED  sont  égaux, 
puisque  CD  =  CO,  OM  =  ED,  EDC  =  COM ;  et  on  a  par  conséquent 

MC  =  EC,     MEC  =  EMC  =  FMO, 

d'oú   il    resulte   premièrement 

FOM  =  MEC  =  FMO 

et  ensuite  MF  =  OF.  On  trouve  de  niémeNF  =  OF.  Donc 

(7)  CK  =  CF  +  FO,     CM  =  CF-FO. 

Nous  nous  arrêterons  quelques  moments  aux  conséquenees  de  ces  égalités. 

1."  II  en  resulte  que  la  strophoide  peut  être  définie  comme  le  lieu  des  points  M  et  N 
qu'on  obtient  et  prenant  sur  ehacune  des  droites  qui  passent  par  un  point  C,  à  partir  du 
point  F  ou  elle  coupe  la  droite  donnée  OY,  deux  segments  FM  et  FN  égaux  à  la  distance 
FO  de  F  à  un  point  donné  O  pris  sur  OY.  Cest  ainsi  que  la  courbe  consideres  fut  définie 
pour   la  première  fois  par  Barrow  (1.  c). 

Cette  manière  de  construire  la  strophoide  peut  être  étendue  évidemment  à  d'autres  cour- 
bes,  en  remplaçant  la  droite  OYpar  une  courbe  quelconque  (C).  Le  lieu  des  points  qu'on  obtient 
alors,  en  prenant  sur  chaque  droite  qui  passe  par  C,  à  partir  de  son  intersection  avec  (C), 
deux  segments  égaux  à  la  distance  de  ce  point  à  O,  est  une  courbe  dite  strophoidale  de  (C). 
La  théorie  générale  des  strophoídales  fut  considérée  par  M.  Barbarin  dans  ia  Hévue  Je  Ma- 
thémaiiqnes  spéciales,  1894,  par  G.  de  Longehamps  dans  le  Mathési»^  1894,  ete. 

2."  11  resulte  des  égalités  OF  =  MF  et  OF=KF  i'égalité  des  angles  OFM  et  FMO  et 
celle  des  angles  FON  et  FNO,  au  nioyen  desquelles  on  voit  aisément  que  les  veeteurs  OM 
et  ON  des  points  M  et  K,  situes  sur  une  même  droite  passant  par  le  centre  du  cercle  OAD, 
sont  perpendiculaires  Tun  ;i  Tautre. 

3."  Représentons  par  r  et  co  les  coordonnées  polaires  des  pointí  de  la  cubique  rapportées 
à  C  comrae  origine  et  à  CO  comme  axe;  il  resulte  des  égalités  (7)  et  des  suivantes: 

CF       sinFOC  sina  FO       sin  FCO  sin  lo 

-  j 


CO       sinOFC      sin(«4-io)       CO       sinOFC       sin(a+(o) 
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que  Tóquation  polaire  de  Ia  courbe  est  alors 

a  (siu  a  +  sin  co) 


(8) 


r  = 


sin  (a  -\-  m) 


On  voit  par  cette  é(]uation  que  ]a  tangente  à  la  cubique  au  point  C  fait  avec  OC  un  angle 


égal  à  a  et  que  la  vaieur  du  rayon  de  eourbure  à  ue  point  est  égale  -. — ^ • 

4."  En  représentant  par  r,,  le  segmeiít  de  la  droite  CF  conipris  entre  C  et  rasymptote 
de  la  cubique  et  en  tenant  compte  que  la  distance  des  droites  KC  et  OY  est  égale  à  la  dis- 
tance  des  droites  OY  et  PH,  on  peut  écrire 

CM  +  CN  =  2CF  =  ro. 

On  voit  au  moyen  de  cette  relation  qu'une  partie  de  la  cubique  considéróe  est  la  cissoidale 
de  Tautre  partie  et  de  Tasymptote,  et  que,  par  conséquent  (n."  21),  les  tangentes  à  la  cuhique 
aux  points  M  et  N  coupent  l'asymptote  en  deiix  point s  équidistants  ile  celui  ou  elle  est  coupée 
par  la  clroiteMF ;  ce  théorème  n'a  pas  encore  été  remarque,  je  crois.  II  en  resulte,  comnie  corol- 
laires,  que  la  tangente  à  la  cuhique  au  point  C  passe  par  le  point  H  oit,  l<i  strophoide  coiipe 
sou  asymptote,  et  que  les  points  U,  C  eí  T  sont  situes  sur  une  même  droite. 

47.  En  coniparant  Téquation  (3)  avec  Téquation  (10)  du  n."  30,  on  voit  qu'elies  coincident 
lorsqu'on  a 

2a  sin  a  =j),     2a  cos  a  =  —  h. 

Les  strophoides  coincident  donc  avec  les  podaires  des  paraboles,  rajiportées  aux  points  de 
la  ãirecfrice.  On  peut  déterminer  au  moyen  de  ces  équations  les  deux  paramètres  a  et  «, 
qui  entrent  dans  1'équalions  de  la  strophoide,  ou  les  deux  paramètres  h  et  jh  qui  entrent  dans 
l'équalion 

(y  +  b)^=p(2x-p) 
de  Ia  parabole  correspondante,  quand  les  autres  sont  donnés. 

48.  La  courbe  inverso  de  la  strophoide  par  rapport  à  son  point  double  est  Tliyperbole 
représentée  par  1'equation 

a  [(x-  —  y-)  sin  a  +  2íiy  cos  a]  —  in^x  =  0. 

La  cubique  considórée  a  donc  deux  foyera,  qui  coincident  avec  les  points  inversos  des 
foyer£  de  cette  hyperbole  (n."  28),  et  les  distances  de  chacun  de  ses  points  aux  foyers  et  au 
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point  double  sont  liées  par  une  relatioii  linéaire,    dont  les  coefRcients  se   délerminent   par  Ia 
méthode  exposée  au  n."  29.  _ 

Dans  le  cas  de  la  strophoide  droite  les  coordonnées  des  foyers  sont  [— 2a(l+V  2),  0] 
et  la  relation  entre  les  distances  »-^,  ri  et  r^  des  points  de  Ia  cubique  au  point  double,  au  foyer 
[— 2a(l-v/2),  0]  et  au  foyer  [— 2a(l  +  /2),  0]  est 

( /  2  -  1)  7-.2  -  ( /  2  +  1)  n  =  ±  2í-o . 
La  strophoide  a  deux  asymptotes  imaginaires  dont  les  équations  sont 

y  =  +  i(x  —  a  sin  a)  -j-  a  cos  a  ; 

le  point  d'intersection  de  ces  asymptotes  a  pour  coordonnées  («siniz,  a  cos  a). 

La  courbe  a  donc  un  foyer  singuUer  qui  coincide  avec  le  centre  C  du  cercie  OAD  (fig.  6). 

Si  Ton  prend  pour  origine  des  coordonnées  ce  point,  Téquation  de  la  courbe  prend  la 
forme 

X  {x^  -\-  y^)  -f  2a  {x-  -j-  y")  sin  «  —  a^x  cos  2«  +  a^y  sin  2a  =  0. 

49.  Chacune  des  droites  qui  passent  par  U  (ou  T)  coupent  la  strophoide  en  deux  points, 
différenls  de  U  (ou  T),  et  les  segments  pi  et  p2  de  cette  droite  compris  entre  ces  points  et 
U  (ou  T)  satisfont  à  Ia  relation 

pi  p2  =  «»", 

m  désignant  la  distance  de  U  ;i  O  (ou  de  T  à  O). 

Ce  théorème  est  analogue  à  un  aulre  relatif  à  la  cissoíde  qui  a  été  énoncé  au  n.°  l'J,  et 
on  peut  hii  appliquer  toutes  les  considérations  faites  alors. 

50.  Prenons  pour  axe  des  coordonnées  les  droites  OLi  et  0K|  (fig.  6),  tangentes  à  la 
courbe  a,\i  point  double.  Alors  Téquation  de  le  strophoide  se  transforme  dans  la  suivante: 


'aJ^  +  y'^)  ( *  i^^os  -^  +  ?/  sin  -^  j  =  2a  xy, 

qui  donne,  en  posant  y  =  ix,    t   reprísentant  la  tangente  de  Tangle  que  le   vecteur   du   ]ioint 
(x,  y)  fait  avec  OLi , 

2  aí  2  at^ 


(«2  +  1 )  (cos  |-  + 1  sin  |-)        "       (f-  +  l)  (cos  |-  + 1  sin  y) 
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On  voit  ;ui  luoyen  de  ces  équalioiís  que  la  droite  représeutée  par  l'équation 

ux  -\-vi/=l 
coupe  la  coiirbe  dans  les  poiuts  eorrespondants  aux  trois  racines  íi,  t-2  et  Í3  de  l'óquation 

<3sin-^+  (cos  '^  —  2ai-jt-+  (sin^^ 2aiíjí  +  cos -^  =  0, 

et  que  ces  valeurs  de  t  satisfont  à  la  condition 

(9)  íl,'.Í3=_C0t-J- 

On  voit  de  même  qu'un  cercle  queiconque  coupe  la  strophoide  en  quatre  poiuts  dans 
lesquels  t  prend  des  valeurs  f'i,  ti,  ti  et  ti,  satisfaisant  à  la  condition 

(lOj  titititi=cot^-^- 

Ces  relations  ont  été  employées  par  MM.  Balitrand  et  Valdês  pour  dómontrer  quelques 
propriétés  interessantes  de  la  strophoide  en  deux  travaux  publiés  dans  les  Nouvelles  Annales 
de  Matkématiques  (1893,  p.  430;  1894,  p.  243).  Nous  en  allons  indiquer  quelques-unes. 

1."  La  strophoide  a  un  point  d'inflexion  réel  et  deux  imaginaires,  eorrespondants  aux 
valeurs  de  t  données  par  Téquation 

t^  +  cot~  =  0. 

La  même  courhe  a  quatre  points  ou  le  cercle  osculateur  a  un  contact  de  troisième  ordre  avec 
elle,  eorrespondants  aux  valeurs  de  t  déterminées  par  Téquation 

^-±cot-,ya  =  0; 

deux  de  ces  poiuts  sont  réels  èt  les  autres  imaí^inaires. 

2."  Le  point  que  la  courbe   eonsidérée   a   à  Tintini    sur   Tasyinptote   réelle   correspond  à 

t  =  —  cot-- a;  donc  les  valeurs  de  t  correspondantes  aux  poiuts  situes  à  distance  finie  ou  une 

droite  quek-onque  parallèle  à  cette  asymptote  coupe  la  cubique,  satisfont  à  la  condition 

VOL.  IV  F 
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par  suite,  les  ãroites  qui  passent  par  chacim  de  ces  points  et  par  le  point  ãouble  forment  ães 
angles  égaux  avec  les  tangentes  en  ce  dernier  point. 

En  faisant  t^=  —  cot-^  dans  la  dernière  égalité,  on  voit  que  la  valeur  de  t  au  point  H 
est  egale  a  —  tang  -^  • 

3."  La  valeur  de  t  au  point  Di  est  égale  à  tang—-,  puisque  Tangle  DjOLi  est  égal  à  -^. 
En  tenant  compte  de  cette  valeur  et  de  ce  que  la  valeur  de  í  au  point  H  est  égale  à 
—  tang  -^,  et  en  représentant  par  6i  et  bt  les  valeurs  de  t  aux  points  oii  les  tangentes  à  la 
cubique  en  Di  et  H  coupent  cette  courbe,  on  trouve 


6i  tang^  -^  =  —  cot  -jr-  ?     62  tang^  -^  =  —  cot  -^  ? 

donc,   Zes   tangentes  à   la  stropJio'ide  aux  points  Di   et  H   coupent  cette  cubique  à  un  même 
point. 

4.°  Si  un  cercle  passe  par  deux  points  (ti,  íá)  de  la  stropho'ide  situes  sur  une  droite  passant 
par  H,  il  coupe  cette  courbe  en  deux  nutres  points  (Í3,  Í4)  situes  sur  une  droite  parallele  à 
Vasymptote  réelle. 


En  effet,  on  a 


et  par  suite 


....  o  a  .    .  3  a 

<1  <2  <3  ti  =  cot-  —  )       tit-2  =  cot-  -jr-  ; 


titi=l. 


b."  Les  cercles  osculateurs  en  trois  points  situes  sur  une  droite  coupent  la  slrophoiãe  en 
trais  autres  points  situes  sur  le  cercle  passant  par  H. 

6."  Les  cercles  oscidateurs  de  la  strophoide  en  quatre  points  situes  sur  tin  cercle  coupent  la 
courbe  en  quatre  autres  points  situes  sur  un  autre  cercle. 

Ces  deux  dernières  propriétés  appartiennent  aussi  à  la  cissoíde,  comme  on  Ta  vu  au 
n."  6 ;  on  les  démontre  par  une  analyse  semblable  à  celle  qui  fut  employée  dans  le  cas  de 
cette  courbe. 

51.  La  strophoide  apparaít  dans  la  résolution  de  beaucoup  de  questions  interessantes. 
Nous  en  allons  considérer  eeile  ou  elle  a  été  rencontrée  d'abord  par  Casali  et  plus  tai"d  par 
Quetelet. 

Soit  ASB  la  section  produite  sur  un   cone  de  révolution  par  un  plan  passant  par  soa 


43 


axe  SK  (jlg.  8)\  et  YAX  un  autre  plan,  perpendiculaire  à  Tanténeur,  mené  par  la  droite 

AY,  tangente  à  la  base  du  cone.  Ce  second  plan 
determine,  par  son  intersection  avec  ia  surface  du 
cone,  une  conique  AGC,  dont  Taxe  AC  forme 
avec  AS  un  angle  que  nous  représenterons  par 
Cp,  et  dont  les  foyers  sout  F  et  F'. 

Cela  pose,  si  le  plan  sécant  tourne  autour  de 
la  droite  AY,  la  conique  précédemment  considé- 
rée  varie  et  ses  foyers  décrivent  une  eourbe  pla- 
cée  sur  plan  ASB,  qu'on  a  nommée  focale  de 
Quetelet,  dont  nous  allons  chercher  Téquation. 

Pour  cela,  représentons  par  a  Tangle  ASK  et 
par  d  la  distance  AS  et  cherchons  d'abord  Téqua 
tion  de  la  conique  AGC,  rapportée  aux  axes  AX 
et  AY.   On  a,  X  et  Y  étant  les  coordonnées  AR 
et  GR  du  point  G, 


Fiff.  8 


(11) 


Y-2  =  PR.RQ; 


mais  les  côtés  PR  et  AR,  RQ  et  RC,  AC  et  AS  des  triangles  APR,  QCR  et  ASC  satisfont 
aux  relatipns 


PR       sincp        BQ  RQ  sin(cp  +  23)        AC  siu2c; 


X         cosa        RC       AC  — X 


cos  í 


d        sin(tt>  +  2a)' 


donc  la  conique  considérée  a  pour  équation : 

Y^  cos-  3  =  X  sin  (s  [d  sin  2c3  —  X  sin  (cp  +  2a)]. 

Le  grand  axe  m  de  cette  conique  et  la  distance  c  des  foyers  à  son  centre  sont  donnés  par 
les  formules 


d  sin  2a  d  sin  a  cos  ícs  +  a) 


sin  (cp  +  2o) 


sin  (tp  -j-  2a) 


dont  il  resulte  que,  si  r  et  cp  représentent  les  coordonnées  polaires  des  points  F  ou  F'  dans  le 
système  qui  a  pour  origine  le  point  A  et  pour  axe  la  droite  AS,  Téquation   de   la  focale  est 


r  = 


d  sin  2a      _d  sin  a  cos  (ep  -f-  a) 


2sin(tp  +  2a)"^      sin(tp  +  2a) 
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Nous  allons  maintenant  démonfrer  que  cette  éqnation  represente  une  strophoide  oblique, 
et,  pour  cela,  nous  prendrons  pour  axe  des  coordonnées  polaires  la  perpendiculaire  baissée 
de   A   sur   SB.    On   a  alors,   en   représentant  par  -J)  Tangle  forme  par  AC  avec  cette  droite, 

4»=-^ 2a  — 'f,  et  par  suite, 

d  sin  2a d  sin  a  sin  (ò  +  a) 

í'  = _]_ -i • 

2 cos ò    ''  cos '^ 

Mais,  en  représentant  par  ri  et  r-2  les  deux  valeurs  de  r  données  par  cette  équation,  on  a 

d  sin  2a  d^  sin^  a  cos  Oh  +  2a) 

ri-\-r^  — , —  ;      n  ro  = p^ > 

cos  9  cos ']) 


•et  par  suite 


a       d  sin  2a       ,  cZ^  sin- aços  ('L  +  2a) 
^2 ^^_  ^  _| ^ ,  _  o, 

"""  (b  cos  à 


cos  t|>  cos  !{J 

OU,  en  passant  aux  coordonnées  cai-tésiennes, 

X  (x-  -(-  y'^)  =  2d  sin  a  cos  a  (x^  -\-  y-)  —  d-  sin^  a  (se  cos  2a  —  y  sin  2o), 
ou,  en  désignant  par  ai  1'angle  SAO  et  par  a  le  segment  AO, 
(12)  X  («2  +  y"-)  -  2a  (x^  +  7f)  sin  aj  -  a-  (a;  cos  2ai  +  y  sin  2ai)  =  0. 

Nous  avons  ainsi  Téquation  de  Ia  focale  par  i-apport  à  Torigine  A,  à  un  axe  des  ordonnées 
parallèle  à  SB  et  à  un  axe  des  abscisses  perpendiculaire  à  cette  droite,  et,  pour  voir  qu'elle 
represente  une  strophoide,  il  sufiit  de  remarquer  que,  si  Ton  y  cliange  x  en  — «,  on  obtient 
Téquation  éerite  au  n."  48. 

La  coincidence  de  la  focale  avec  Ia  stroplioide  peut  être  démontrée  encore  par  la  méthode 
géométrique  três  siraple  qu'on  va  voir. 

Menons  par  A  la  droite  AOB,  perpendiculaire  à  SK,  et  par  O  Ia  droite  OED,  parallèle 
à  SB.  Nous  avons 

AE  _  sinAOE cosa  EO  _  sinEAO  _   cos(»+a)         ao  — ^  • 

UJ  ~  'dnAÊÕ" '~  sin  (cp  +  2a) '    ÃÕ  ~  sin  AEÕ"  ^  úMJ^"+2^  '  ^'" ''' 

et  par  conséqnent 

r  =  AEq:EO; 

or,  cette  propriété   caractérise   la   strophoide   (n.°  4G)   et   fait  voir   que  la  focale  considérée 


45 


■coincide  avec  cette  courbe.  Remarquons  encore  que  cette  strophoide  (fi(j.  9)  est  tangente  en 

A  à  la  génératrice  SA  du  cone  et  passe  par 
son  sommet,  qirelle  a  le  noeiul  au  point  O,  placé 
sur  Taxe  du  cone,  et  qirelle  a  pour  asyiuptoto 
la  génératrice  SB. 


Fig.9 


Quand  3=0,  et  par  suite  ai 


M  ' 


le  cone 


se  réduit  à  un  cylindre,  et  I'équation  (12)  fait 
voir  (n."  41)  que  la  focale  coincide  alors  avec 
la  strophoide  droite. 


IV. 


Les  focalcs  de  A'aii  Rees. 

52.  Les  recherches  de  Quetelet  e  Dande- 
lin  sur  les  focales  du  cone  mentionnées  précé- 
demment  furent  continuées  par  Van  Rees  dans 
un  Mémoire  remarquable  inséré  au  tome  v, 
p.  361,  de  la  Correspondance  mafhématiqiie  de 
Quetelet,  oíi  il  a  considere  le  cas  ou  la  base 
du  cone  est  une  ellipse  fjig.  8)  et  la  tangente 


ÁY  à  cette  courbe  est  perpendiculaire  à  une  section  principal  ASB  de  cette  surface.  II  a 
-trouvé  que  le  lieu  des  foyers  des  sections  planes  passant  par  AY  est  alors  une  courbe  repré- 
sentée  par  une  équation  de  la  forme 


(1) 


x(x'^  +  f)  =  A{x'^  +  f)-Bx-Cy; 


ce  qu'on  peut  voir,  d'ailleurs,  aisément   par  Tanalyse  employée  au  n.°   51    en  y  remplaçant 
Téquation  (11)  par  Téquation 

Y2=4pR-RQ, 


«1  et  hi  représentant  les  demi-axes  de  la  base  du  cone. 

On  voit  aussi  aisément  que,  si  le  cone  se  réduit  à  un  cylindre,  ou  a  C  =  0.  Les  focales 
correspondantes  à  ce  cas  furent  le  sujet  d'un  travail  spécial  de  M.  Audreasi,  inséré  au 
•tome  XXX  du  Giornale  di  Matematicke  de  Battaglini,  oíi  il  en  a  donné  quelques  propriétés. 

Si  A  =  0  et  B  =  0,  on  a,  en  faisant  C  =  —  a-,  une  équation  représentant  une  solution  du 
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problème  siiivant,  considere  pai*  Huygens  et  Leibnitz  en  quelques  lettres  interessantes  que 
ces  grands  géomètres  ont  adressées  I'un  à  Taiitre :  déterminer  les  courbes  dont  la  sous- 
tangente  est  égale  à 

3a-  —  2xij  ' 

ces  lettres  ont  été  publiées  dans  le  tome  ix  des  Oeuvres  de  Huygens  (p.  472-475,  537  et  549). 

53.     On  determine  aisément  la  forme  de  la  courbe  représpntée  par  (1),  en  éerivant  cette 
equation  de  la  manière  suivante : 


-C±  i/02  — 4(a:  — A)(a;3-Aa;2  +  Bíf;) 


^  2  (a;  — A) 

e    en  remarquant  que  la  relatiou 

4  (a;  -  A)  («3  -  Aa;^  +  Bx)  =  C^ 

peut  être  réduite  à  la  forme 

16aiJ-(8A2-16B)a;f  +  A^-4A2B-4C2  =  0, 

A 

en  posant  se  =  a,'i -{- -^ ,  et  que  cette  dernière  equation  donne  pour  x\  les  valeurs 

dont  deux  sont  toujours  réelles. 

On  a,  en  eíFet,  en  représentant  par  «i,  «2,  «3,  «4  les  valeurs  correspondantes  de  x  et  en 
tenant  compte  de  Tidentité 

C- -  4  (a;  —  A)  (a;3  _  Ax2 -f  Bíc)  =  —  4  («  —  ai)  (a;  —  a-2)  (a;  —  as)  (a:  —  ai)) 

les  résultats  suivants : 

1.  Cas.  Si  les  quatre  valeurs  de  xi  sont  réelles  et  ai>a2>  03^04,  Tordonnée  y  est 
réelle  quand  x  appartient  aux  intervalles  (ai,  «2)  et  («3,  «1),  et  elle  est  iínaginaire  pour  toutes 
les  autres  valeurs  de  ar;  le  point  oíi  03  =  A  appartient  à  Tun  des  intervalles  oíi  y  est  réelle. 

La  courbe  est  donc  composée  d'un  ovale  et  d'une  branche  infinie  dont  la  droite  exprimóe 
par  réquation  a!  =  A  est  Tasymptote  réelle.  Ce  cas  a  lieu  quand  on  a 

A4-4A2B-4C2>0. 
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2/  Cas.  Si  deux  valeurs  de  X{  sont  imaginaires,  le  produit  des  deux  facteiirs  correspon- 
dants  X  —  03  et  a;  —  «4  est  positif,  et  on  voit  que  la  courbe  est  formée  d'une  seule  branche 
infinie,  dont  la  droite  íc  =  A  est  Taáymptote  réeile.  Ce  cas  a  lieu  quand  on  a 

A*-4A2B-4C-^<0. 

3J  Cas.  Si  deux  des  valeurs  de  X{  sont  égales,  la  courbe  a  une  branche  infinie  avec  un 
noeud;  ia  condition  pour  que  cette  circonstance  ait  lieu  est 

A*-4A2B-4C2  =  0. 
En  posant 

A  =  —  2  a  sina,     C  =  —  a-sin2a=  Aacos  a 

et  en  remarquant  que  la  condition  qu'on  vient  d'éerire  donne 

1  C^ 

B  =  -r  A^  — TT  =  —  «2  cos  2« , 

4  A* 

on  voit  que  Tóquation  (1)  represente  alors  la  strophoide  dont  les  paramètres  «  et  a  (n."  48) 
sont  determines  par  les  équations  écrites  ci-dessus. 

Nous  ajouterons  encore  à  ce  qui  precede  que,  en  tous  ces  cas,  la  cubique  considéróe  a 
deux  asymptotes  imaginaires  représeutées  par  Téquation  y  =  ix  et  y  =  —  Jaj ;  elle  a  donc  un 
foyer  singulier,  qui  coincide  avec  Torigine  des  coordonnées. 

54.  En  abordant  maintenant  Tétude  des  propriétés  des  courbes  représentées  par  Féqua- 
tion  (1),  nous  allons  exposer,  en  premier  lieu,  quelques-unes  des  propositions  avec  lesquelles 
Van  Rees  en  a  ouvert  la  théorie. 

Considérons  un  point  Ai  situe  sur  la  cubique,  et  par  ce  point  et  par  le  foyer  singulier  O, 
origine  des  coordonnées,  menons  une  droite  OAi,  représentée  par  Téquation  ?/  =  Ka3;  soit  B\ 
Tautre  point  ou  cette  droite  ooupe  la  courbe.  Alors  les  abscisses  x'  et  w"  des  points  Aj  et 
Bi  sont  données  par  Féquation 

(l+K2)a:-^-(l+K-)Aíc  +  B  +  CK  =  0, 

laquelie  fait  voir  que  x'  et  x'  satisfont  à  la  condition 

x'  +  x"  =  A; 

ks  ordonnées  y'  et  y'i  des   mêmes   points   satisfont  à  la   condition  y'i=  —f  »",    d'ou    resulte 
qu'elles  correspondent  au  même  signe  du  radical  qui  entre  en  (1'). 
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Tirons  maintenaiit  ])ar  B|  une  droite  parallèle  à  Taxe  des  ordonnées,  e'est-à-dire  à  rasym- 
ptote  réelle  de  la  cuLique,  et  représentons  par  y"  rordonnée  du  point  k[  ou  cette  droit&^ 
coupe  Ia  coiirbe.  Aloi-s,  come  y"  et  y[  correspondent  à  des  signes  contraires  du  radical  qui 
entre  en  (1'),  y"  et  y'  correspondent  aussi  à  des  signes  contraíres  du  même  radical;  donc,  si 
les  coordonnées  du  point  A|  sont 


r  ,      ,    -c+R"i 


'(x'-A)_ 
ou 


R  =  l/O*  - 4j;'  (a;'  -  A)  (a;'2  -  Aa;'+  B), 
eelles  du  point  k[  sont 

et,  si  les  coordonnées  de  Ai  sont 


^,    y'- 


C  +  R    ] 


2  (a/  — A) 


eelles  du  point  Ai  sont 


II  resulte  de  ce  qui  precede  que,  dans  les  deux  cas,   les  coordonnées  (a;',  ?/')  et  («"  y"} 
des  points  correspo7idants  Ai  et  A/  satisfont  aus  conditions 

(2)  x'+x"  =  A,     x'x"-7/'y"  =  B,     x'y"  +  y'x"  =  C. 

Ces  relations  farent  données  par  Vau  Rees   dans  le  travai!  raentionné  ci-dessus;   il  en   a 
déduit  diverses  propriétés  des  coiirbes  considérées,  dont  noiís  allons  indiquer   quelques-unes. 

55.     La  deuxième  et  l;i  truisième  des  relations  (2)  donnent  iraiuédiatement 

(a;"^  +  2/'-)(x"2  +  y'^)  =  B*4-C2; 

donc  le  produit  des  distances  du  foyer  singuliev  à  deux  points   correspondants  Ai   et  A/  est 
constant. 

De  la  première  des  mêmes  relations  resulte  que  les  points  correspondants   à  deux  points 
d'une  focale  placés  sur  une  parallele  à  Vasympiote  réelle  sont  situes  sur  une  atitre. 
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56.  Soient  ts'  et  '{»''  les  angles  qui  forment  avec  Taxe  des  abscisses  les  droites  qui  pas- 
sent  par  un  point  quelconque  (a;,  y)  de  la  cubique  et  par  les  deux  points  (o?',  y')  et  (íc",  ?/'). 
On  a 

ou,  en  tenant  compte  des  relations  (2), 

*"^^^'   +  ■   ^^x^-f-A.  +  iy'+y')y  +  W' 
ou  enfin,  en  éliminant  B  au  moyen  de  Téquation  de  la  cubique, 


(3)  tang  (o'  +  es")  ■■ 


X 


Mais,  en  représentant  par  -j*'  et  ■}"  les  angles  formes  avec  Taxe  des  abscisses  par  les 
droites  qui  passent  par  le  même  point  (íc,  y)  et  par  deux  autres  points  Aa  et  A^  dont  les 
coordonnées  (a?,',  y,')  et  (a;|',  ?/',')  satisfont  aux  conditions  (2),  on  a 


tang((|,'  +  <|;")  =  -^ 


Les  angles  -.»,  cp',  '^  et  'ji'  satisfont  par  suite  à  une  des  équations 

f +<{)''  =  cp'  +  cp",    -y  +  4,"  =  X + (tp'  +  tp"), 


ou 


(!,'  _  tp'  =  tp"  _  t},",       t|,'  _  cp'  =  X  +  tp"  -  tjj". 

Donc,  Zes  angles  sous  lesquels  on  voit  cVun  point  quelconque  de  la  cubique  la  corde  Ai  Ag 
et  la  corde  correspondante  Ai  Á-í  sont  égausç  ou  supplémentaires . 

On  peut  encore  déduire  de  la  formule  (3)  une  autre  conséquence  remarquable.  Comme 
Fangle  forme  par  la  bissectrice  de  Fangle  des  droites  qui  passent  par  le  point  (a-,   y)   et  par 

les  points  correspondants  A|  et  Ai  avec  Taxe  des  abscisses  est  égal  à  ---(!p'+'^")  et  comme 

cette  quantité  ne  varie  pas  avec  ces  derniers  points,  on  voit  que  par  chaque  point  de  la  courbe 

passent  deux  droites,  perpendiculaires  Vime  à  Vautre,  qui  divisent  en  deux  parties  égales  tous 

les  anglvs  qui  ont  ce  point  pour  sommet  et  dont  les  côfés  passent  par  deux  points  corres2)ondants. 

VOL.  IV  G 
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5".     En  éliiiiinaiit  s',  '-s'',  cjj',  -y  entre  les  éqiiations 

tang(tp'--y)  =  tang  (']>"-'/), 
tang.'  =  M'     tang."  =  l^,     tang-],'=l^,     ta.g-y'  =  ^^^ 


> 


on  obtient  une  équation  dii  troisième  degré  par  rapport  à  x  et  ?/,  qui  doit  coincidir  avec 
réquation  (1).  Or,  Ia  première  des  équations  precedentes  est  satisfaite  par  les  vaieurs  que 
çi',  ts",  '1'  et  4»"  prennent  au  point  S  {^),  ou  se  coupent  les  droites  AiAó  et  AsAj,  et  au  point  Sj,  oíi 
se  coupent  les  droites  AiAa  et  AíAÍ,  puisqa'on  a  évidemment  en  ces  points  a' — -y=t})" — o". 
Dono,  les  points  o  et  S(  sont  placés  sur  la  focale  considérée.  Nous  pouvons  ajouter  que  ces  points 
sont  correspondants.  En  effet,  les  bissectrices  des  angles  formes  par  les  droites  A2A1  et  AgAí. 
qui  passent  par  le  point  A2  de  la  courbe  et  par  les  points  correspondants  Aj  et  Ai,  et  des 
angles  formes  par  les  droites  A2S  et  A2S',  qui  passent  par  le  même  point  Aa  et  par  les 
points  correspondants  S  et  S',  doivent  coincidir ;  donc  le  point  S'  doit  être  placé  sur  la  droite 
A|Bi,  et  doit  par  suite  coincidir  avec  Sj. 

Nous  avons  donc  le  théorème  suivant: 

Si  (Al,  Al)  (Ao,  AÁ)  sont  deux  coiiples  de  points  correspondants  de  la  focale,  le  point  S 
oú  se  rencontrent  les  droites  AiAj  et  A-^AÍ,  et  le  point  S^  oà  se  rencontrent  les  droites  AiA., 
et  AíAó,  sont  ãeux  points  correspondants  de  la  même  cottrhe. 

58.  Si,  dans  ce  qui  precede,  ou  fait  tendre  A»  vers  Aj,  Aó  tend  vers  Aj,  les  droites 
AiAá  et  A2A1'  vers  la  droite  AiAi,  S  et  Si,  respectivement,  vers  le  point  oíi  AiA/  coupe  la 
cubique  et  vers  le  point  correspondant  E;  et,  comme  A1A2  et  Ã[Ai  devienneut  à  la  limite 
tangentes  à  la  cubique  aux  points  Ai  et  Ai,  on  conclut  que  ces  tangentes  passent  par  R. 
Nous  pouvons  donc  énoncer  la  conséquence  suivante  de  la  proposition  precedente : 

Les  tangentes  à  une  focale  en  deux  points  correspondants  Ai  et  A/  coupent  cefte  cubique  au 
même  point ;  ce  point  et  celui  oh  elle  est  coupée  par  la  droite  AiA/  sont  correspondants. 

II  en  resulte  que,  pour  tracer  ia  tangente  au  point  Ai  de  la  focale,  il  suffit  de  déterminer 
par  la  construction  donnée  au  n."  54  le  point  A/  correspondant  à  Ai,  et  ensuite  le  point  R 
correspondant  au  point  ou  Ai  A/  coupe  la  cubique;  la  tangente  demandée  passe  par  R. 

A  propôs  des  tangentes  à  la  focale  nous  ferons  encore  ici  la  remarque  suivante,  dont  nous 
profiterons  plus  lard  pour  démontrer  un  théorème  general  de  la  théorie  des  cubiques:  les 
points  de  contact  des  tangentes  menées  du  foyer  siiigulier  à  la  cubique  sont  placés  sur  la  paral- 

lèle  à  Vasymptote  représentée  par  Véquation  x  =  —r-  A\   la   tangente  à   la   même  cubique  en  ce 

foyer  coupe  Vasymptote  à  un  point  situe  sur  la  courbe. 


( ')  On  est  prié  de  faii-e  la  figure,  qui  se  ríduit  à  deux  droites  SiAjAj  et  SiA,'A.j,  qui  se  coupent  au  point 
Si,  et  à  deux  autres  AvA,'  et  AiAj,  qui  se  coupent  ;'i  un  point  S. 
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59.  On  peut  déterininer,  et  d'une  infinité  de  manieres,  dans  le  plan  de  la  cubique  (1) 
deux  couples  de  pules  tels  que  le  produit  des  distances  d'un  point  quelconque  de  cette  courbe 
aux  polés  d'un  couple  soit  égal  à  celui  de  ses  distances  aux  aidres  deux. 

Cette  proposition  est  une  conséquence  de  la  théorie  crune  classe  importante  de  courbes 
sphériques  donnée  par  Laguerre  en  1868  dans  le  Bulletin  de  la  Société  philomafique  de 
Paris.  Elle  fiit  ensnite  déduite  par  M.  Darboux  de  quelques  propriétés  des  points  imaginaires 
données  dans  son  important  ouvrage ;  Sur  un  classe  remarquable  de  courbes  et  de  surfaces 
(1873,  3."  partie),  oíi  cet  éminent  géomètre  a  étudié  une  classe  três  general  de  courbes  algé- 
briques  qui  eomprend  les  cubiques  que  nous  considérons  à  présent.  Avant  d'en  exposer  la 
démonstration,  iious  allons  iiuliquer  succintement  ces  propriétés. 

60.  Considérons  deux  points  P  et  Q  dont  les  coordonnées  soient  (a,  b)  et  (a',  b').  Les 
droites  qui  passent  par  ces  points  et  par  les  points  circulaires  de  1'infini,  c'est-à-dire  les 
droites  représentées  par  les  équations 

Y-b  =i{X-a\     Y-b  =-i(K-a), 
Y-b'  =  i{X-a'),     Y-b'  =  -i{X-a'), 

se  rencontrent  en  deux  nouveaux  points  P'  et  Q'  dont  les  coordonnées  sont 
«,=l(«  +  a')  +  ^(i_J'),  J,=i.(J  +  6')  +  i.(a'_a), 
ai^l-(a  +  a')-±-{b-b%     bí  =  ^ib  +  b')--^{a' -a), 

et  ces  coordonnées  satisfont  aux  conditions 

ai  -{-ibi  =  a-\-  ib,      ai  —  {b[  =  a'  — ib', 
ai-\-  ib[  ^a'  -\-  ib',      a[  —  ibi  =  a  —  ib. 

Les  points  P'  et  Q'  qu'on  determine  de  cette  manière,  nommés  par  M.  Darboux  points 
associes  à  P  e<  Q,  jouissent  des  propriétés  suivantes: 

1."  Si  P'  et  Q'  sont  associes  á  P  eí  Q,  P  eí  Q  sont,  réciproquement,  associes  à  P'  et  Q'. 

2."  Si  deux  points  sont  réels,  les  points  associes  so7it  imaginaires  conjugues. 

3."  Le  produit  des  distances  d'un  point  quelconque  M  du  plan  à  deux  points  fixes  est  égal 
au  produit  des  distances  du  mSme  point  aux  points  wsociés. 


52 


Eu  effet,  on  a,  eu  représentant  pai'  (a-,  y)  les  coordonnées  de  M, 

MP^  =  (3.  —  af  -\-{y—  h)^  =  {x  —  iy~a  +  ib)  {x  +  iy  -  n  —  ih\ 

MQ*  =  (£C  —  iy  —  a'  +  ib')  {x  +  iy  —  a'  —  ib'), 

MP'-  =  {x  —  iy  —  ai-{-  ibi)  (x-\-iy  —  «i  —  ibi)  =[x  —  iy—  a'  +  ih')  [x  -J-  iy  ~a      ib)^ 

]\IQ'-  =  (íc  —  iy  —  a[  +  iôi)  (as -]- í^  —  aj  —  ibi)  =  (x—iy—a  +  i6 )  [x -\-iy  —  a'  —  ib'), 

et  par  eonséquent 

MP2.MQ-^=MP-^MQ'^. 

4."  Si  Von  represente  par  V  Vangle  sous  lequel  on  voif  d'un  point  quelconqiie  M  du  plan 
le  segment  PQ,  on  a 

V       MP' 
IMQ' 

On  a,  en  efifet,  eu  représentant  par  w  et  w'  les  angles  formes  par  MP  et  MQ  avec  Taxe 
des  abscisses, 

X  —  a  =  MP  cos  to  ,     y  —  b  =  MP  sin  oj, 
o;  —  a' =  MQ  cos  to',     ^  — í'=MQsin  to' 
et  par  suite 

a;  —  a  +  %  —  5)=  MPe'"',     x  —  a'  +  i  (y  —  b')  =  MQe""'. 

Mais  Tangle  V  est  égale  à  Ia  dififérence  to  —  to',  et  par  eonséquent  il  est  donné  par  la  for- 
mule 

,.T  =  ,.■  to-uy,  =  Mq(x+iy-a-ib)  ^  MP' .Mq'(x^iy-a' -ib') 
MF{x  +  iy  —  a'-ib')  MP\x  +  iy  —  a' -  ib')       ' 

dont  on  deduit,  eu  ayant  égard  aux  espressions  de  MP  et  MQ'  écrites  ei-dessus,  la  relation 
qu'on  voulait  établir. 

61.  On  peut  maintenant  dcmontrer  la  proposition  énoncée  au  n.°  59.  On  a,  en  effet,  V 
et  V  représentant  les  angles  sous  lesquels  on  voit  d'un  point  quelconque  M  de  la  cubique 
les  cordes  Ai  Aj  et  Aí  Aá  considérées  au  n."  56,  et  Bi,  Bá,  Bj,  Bo  les  points  associes  à 
A),  As,  Al',  A2, 

MBi         ,.,      iMB, 


MB»  mb; 
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et  par  suite,  si  V  =  V  ou  V  =  V  +  x, 

mb,.mb2  =  +  mb2.mb;. 

On  doit  remarquer  que  les  pôIes  qui  satisfunt  à  la  question  considérée  sont  imaginaires 
quand  les  cordes  Aj  A2  et  A|  Aá  sont  réelles  et  qu'iis  sont  róels  quand  les  points  Aj  et  A2  et 
les  points  A(  et  A-í  sont  imaginaires  conjugues.  En  particulier,  ces  pôles  sont  réels  lorsque  Ai 
et  A2  snnt  deux  points  imaginaires  plac-és  sur  une  parallèle  à  Tasymptote  réelle  de  la  cubique, 
puisque  dans  ce  cas  ils  sont  conjugues  de  même  que  les  points  A(  et  Á^  (n."  Õ5). 

62.  Le  lieu  des  points  {x,  y)  d' ou  deux  segmenfs  de  droite  Ai  A»  et  Aj  Aí  sont  vus  sons 
des  angles  égaux  uu  supplémentaires  est  une  focale  ou  une  hyperbole  équilatère. 

Le  lieu  des  j^oints  dont  le  produit  des  distances  à  deux  pôles  est  égal  á  celui  des  distances 
deux  aiifres  est  une  focale  ou  une  hyperhole  équilatère. 

Ces  théorèmes  sont,  en  partie,  inversas  de  ceux  qui  ont  été  démontrés  aux  n."~^  précédents.  La 
coincidence  des  lieux  qu'ils  déterminent  est  une  conséquence  immédiate  de  ce  qu'on  a  dit  au 
n."  61  ;  et  il  suffit  donc  de  démontrer  l'un  ou  Tautre.  Le  premier  théorème  fut  établi  par 
Van  Rees  au  moyen  de  quelques  propositions  que  nous  n'exposerons  pas  ici ;  mais  nous  en 
allons  donner  une  démonstration  directe. 

Prenons  le  point  Ai  pour  origine  des  coordonnées,  la  droite  A1A2  pour  axe  des  abscisses 
et  supposons  que  (a,  0),  («,  j5)  et  («',  |5')  soiení  les  coordonnées  des  points  A2,  A',,  Aj.  On  a 
alors 

xy  —  y(x^a)       (x  —  a)  (y—  ji')  -  (x  —  a')  (y  —  ,3) 


x{x-a)^y^        {x-cL)(x-a.')+{y-^){y-^') 
et,  par  conséquent, 

í      («2  +  y^')  [(P'  _  p)  X  +  (a  +  a  -  a')  y] 
(4)  =  [ap'  -  pa'  +  a  (p'  -  P)]  íc*+  [ap'  -  pr/  +  a  (P  +  p')]  y' 

(+  2«  axy  -  a  {ayJ  +  pP')  y  —  a  («P'  -  pa')  x. 

On  voit  par  cette  équation  que  le  lieu  considere  passe  par  les  points  Ai,  A2,  A',,  A.í.  II 
resulte  imniédiatement  de  sa  définitiun  que  les  angles  formes  par  la  tangente  au  point  Ai 
avec  la  droite  A1A2  sont  égaux  aux  angles  formes  par  les  droites  AiAj  et  AiAo.  Les  points 
A-),  Al  et  A2  jouissent  d'une  propriété  analogue.  II  existe  deux  courbes  qui  satisfont  .lu 
problème  énoncé,  puisqu'on  peut  échanger  les  rôlea  des  points  («,  P)  et  («',  P'). 

Supposons  qu'une  des  constantes  p'  —  P  et  a  +  a  —  a'  soit  diffórente  de  zero.  Pour  démontrer 
que  la  courbe  représentée  par   cette   équation  est   alors  une   focale,    nous  allons   la   réduire 
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à  la  forme  (1),  eii  prenant  cVabord  pour  axe  des  ordonnées  une  droite  parallèle  à  Tasymptote, 
et  ensuite  en  transportai! t  Torigine  des  coordonnées  au  foyer  singulier. 
cela,  écrivons  Téquation  de  la  courbe  sons  la  forme 

(5)  (x*  +  tf)  {px  +  qy)  =  kx'-  +  Bxy  +  C^^  +  Dx  +  Ei/, 

et  posons 

2' =  jj  tang  cu,     a;  =  a;i  coscu  +  ^)  sin  (I),     y==Xiúi\vit  —  ^tcosoj; 


on  trouve 


^—  XI  (íc;  4-  ?/i)  =  i-  [(A  —  C)  cos  2(0  +  B  sin  2io  +  A  +  C]  a;? 


cos  (U 

+  Y[(C-A)cos2w-Bsin2to  +  A  +  C]2/! 

+  [( A  —  C)  íin  2w  —  B  cos  2(o]  Xiyi 

+  (D  cos  to  +  E  sin  to)  Xi  +  (D  sin  to  —  E  cos  ia)yi . 

En  clierchant   maintenant   les   asymptotes  imaginaires   et  ensuite   le   foyer  singulier,    on 
voit  que  les  coordonnées  h  et  k  de  ce  point  sont  données  par  les  équatious 

A  =  i-  [(A  -  C)  cos  2to  +  B  sin  2to]   ^°^ '" 


2^^  ^  '  '     p 

Â;  = -1  [(A  -  C)  sin  2tu  -  B  cos  2to]  —  —  ; 

et,  en  transportant  Forigine  des  coordonnées  à  ce  point,  on  réduit  Téquation  precedente  à  la 
forme  suivante: 

^     XI  {x\  +  rj\)  +  [(A  -  C)  cos  2io  +  B  sin  2to  -  (A  +  C)]  {x\  +  y\) 


cos  O) 


+  xi    ^ (A  +  C)  /i  —  D  cos  to  —  E  sin  to] 

L      cos  (O 

+  y,  r-^^-(A  +  C)A;-Dsinto  +  Ecostol 
*^   Lcosu)  _i 


D  cos  to  r/.         ^,  ,    r>     ■        1    ,    ^<^OS(Up  ^ 

— -: —  [(A  —  U)  cos  to  +  B  sm  to]  -| ^ [(A  —  C)  sm  to  —  B  cos  cu] 

-22^-(A  +  C)[(A-C)-^  +  B-^]  =  0. 
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La  conditioD  pour  que  la  courbe  représentée  par  cette  équation  soit  une  foeale  est  donc 
celle-ci : 

(     4D[{A-C)p  +  Bq]~4E[(A~C)q-Bp] 

(6) 

^  ^  (+(A-fC)[iA-C)2  +  B2J  =  0. 

Or,  en  appliquant  cette  coiidition  cà  róquation  (4)  on  voit  qu'elle  est  verifiée. 

Si  P  =•  P',  a  =  a — a,  cest-à-dire  sí  Ai,  A»,  A,',  A!,  soiit  les  sommets  d'un  parallélogramnie, 
Ia  courbe  représentée  par  (4)  est  une  hyixrhole  équilatere. 

On  pourrait  aussi  obtenir  le  deuxiòme  théorème  directement,  en  partant  de  Téquation  de 
la  courbe  : 

rapportée  à  un  pôle  pris  comme  origine  et  à  une  droite  passant  par  un  autre  pôle  prise  comme 
axe  des  abscisses,  en  réduisant  cette  équation  à  la  forme  (õ)  et  en  appliquant  ensuite  la  con- 
dition  (6). 

63.  On  peut  démontrer  aisément  au  moyen  du  second  théorème  qu'on  vient  d'énoncer 
la  propriété  suivante  des  focales : 

La  courhe  inverse  ã'une  foeale  jiar  rapport  à  un  point  de  la  même  courbe  est  une  autre 
foeale,  dont  les  pôles  sont  les  points  inverses  de  ceux  de  la  premiere. 

Supposons  que  Téquation  quadri-polaire  de  la  foeale  considérée  soit 

(7)  MA.MAi=MP.MP,, 

M  représentant  un  point  quelconque  de  la  foeale  donnée  et  (A,  Ai),  (P,  Pj)  deux  couples  de 
pôles.  On  a,  comme  au  n."  29,  en  représentant  par  M',  A',  Aí,  P',  V[  les  points  inverses 
de  M,  A,  Al,  P,  Pi  par  rapport  à  un  point  O  du  plan  de  la  courbe, 

MA        O  A         MA,        OAi         MP  ^   OP         MPi        QPi 
WpJ  ~~  Im  '    'WÃl  ~  OM'  '     MT'  ~  OM'  '     M'Pi  ~  OM'  ' 

et  par  suite  Ia  courbe  inverse  peut  étre  exprimée  par  Téquation  quadri-polaire 

(8)  M'A'.M'Ai=  Xv   XV   M'F.M'Pi. 
^  '  OA.OAi 

Mais,  si  le  point  O  est  placé  sur  la  courbe  considérée,  ce  point  satisfait  à  Téquation  (7), 
qui  donne 

OA.OAi  =  OP.OPi, 
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ec  réqiiation  (S)  preiul  la  fonue 

M'A'.M'A,=M'P'.M'P,', 

c]'oú  resulte  que  la  courbe  inverse  de  la  foL-ale  doiinée  est  alors  une  autre  focale  ayant  pour 
pôles  les  points  (A',  Aj),  (F,  Pi). 

Si  le  point  O  n'est  pas  pris  sur  la  courbe,  Téquation  (8)  represente  une  quartique  qui 
será  retrouvée  plus  tard  sous  le  nom  de  cassinienne. 

II  est  à  remarquer  que  le  théorème  énoneé  n'a  pas  lieu  dans  le  cas  de  la  strophoide,  quand 
le  point  O  coincide  avec  le  point  double;  on  a  déjà  vu  que  la  courbe  Inverse  est  alors  une 
conique. 

04.  Le  lieu  ães  foyers  des  coniqties  inscrites  dans  un  quadrilath-e  esf  une  focale  ou  une 
hyperbole  équilatère. 

Rêciproquemenf,  la  focale  (1)  est  le  lieu  ães  foyers  des  coniques  inscrites  dans  le  quadrí- 
latcre  dont  les  summets  sont  deux  points  arhitraires  Aj,  A2  de  cette  focale  et  les  points  cor- 
respondants  Aj,  A2,  le  sommet  AJ  étant  opposé  á  Ai. 

On  déduit  aisément  ce  théorème  de  la  première  des  propositions  démontrées  au  n."  62  et 
d'une  pi'opriété  des  focales  énoncée  au  n."  56,  au  moyen  du  corollaire  suivant  dun  théorème 
bien  connu  de  la  théorie  des  foyers  des  coniques:  si  F  est  unjfoyer  d'une  conique  inscrite 
dans  un  quadrilatère,  les  côtés  opposés  de  ce  quadrilátero  sont  vus  de  F  sous  des  acgles  égaux. 

G5.  Le  lieu  des  points  de  contact  des  tangentes  menées  par  iin  point  donné  A  aux  cer- 
cies  qui  2>assent  par  deux  points  fixes  Bi  et  B2,  est  une  focale. 

Cette  focale  passe  par  le  point  A  et  ce  point  en  est  le  foyer  singulier.  Elle  p>asse  aussi  par 
les  points  Bi  et  B2,  et  la  polaire  du  point  A  est  un  cercle  passant  par  ces  points. 

En  prenant  la  droite  qui  passe  par  Bi  et  B2  pqur  axe  des  ordonnées  et  Ia  perpendiculaire 
menée  par  le  milieu  du  segment  Bi  Ba  pour  axe  des  abscisses  et  en  représentant  par  (a,  ^) 
les  coordonnées  du  point  donné,  par  c  Tordonnée  de  Bi  et  par  b  Tabscisse  du  centre  d'un 
quelconque  des  cereles,  les  équations  de  ce  cercle  et  de  la  polaire  de  A  sont 

x-  +  7f-2bx  =  c-,     a{x~b)  +  y==c-  +  bx. 

En  cliniinant  b  parmi  ces  équations,  ou  trouve  Téquation  du  lieu  considere,  k  savoir : 

X  [x-  +  y-)  =  a{x-  —  y-)  -{-2^xy  —  c-x  +  c-a, 

ou,  en  transportant  Torigine  des  coordonnées  au  point  A, 

X  («*  +  ?/•)  +  2a  [x-  +  y^)  +  (a-  -  P*  +  c*-)  x  +  2a  p.y  =  0. 
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On  en  conclut  que  le  lieu  considere  est  une  focale  de  Van  Rees  et  que  toutes  ces  focales 
peuvent  être  engendrées  de  la  manière  indiquóe  dans  1'énoncé  du  tliéorème,  en  déterminant 
pour  cela  a,  '^  et  c  par  les  équations 

La  deuxième  partia  du  théorème  énoncé  peut  être  démontré  aisément  au  moyen  d'une 
des  équations  de  la  focile  qu'on  vient  d'écrire. 

Si  c  =  0,  le  lieu  qu'on  vient  de  considérer  est  une  strophoide.  Cette  courbe  est  donc  le 
lieu  des  points  de  contact  des  tangentes  aux  cercles  qui  passent  par  un  point  fixe. 

La  manière  três  símple  de  construire  les  focales  qui  découle  du  théorème  énoncé  a  été 
indiquée  par  Chasles  dans  le  tome  vi,  pag.  207,  de  la  Correspondance  mathématiqiie  de  Qiie- 
telet  et  ensuite  dans  son  Aperçu  historique  (2.^  ed.,  187õ,  p.  286). 

66.  Nous  allons  maintenant  étendre  à  toutes  les  focales  une  proposition  énoncée  au 
n.°  46  à  Tégard  de  la  strophoíde. 

En  rapportant  la  cubique  (1)  aux  coordonnées  polaires,  on  trouve 

p2cos6=Ap— Bcos  6 — C  siuô; 
et  par  conséquent,  pi  et  p^  représentant  les  racines  de  cette  équation, 

Nous  pouvons  donc  énoncer  le  théorème  suivant: 

La  focale  de  Van  Rees  est  la  cissoiãale  d'eUe  même  et  de  son  asymptote  réelle  par  rapport 
au  foyer  siiu/iãier. 

Comme  conséquence  de  ce  théorème  et  de  celui  qui  a  été  démontré  au  n."  21  il  resulte 
cet  autre: 

Si  par  le  foyer  singulier  de  la  cubique  considérêe  on  mene  une  droite  quelconque  D,  les 
tangentes  à  cette  courbe  aux  points  d' intersection  avec  D  coupent  Vasymptote  réelle  en  deux 
points  équidistants  de  celui  ou  elle  est  coupée  par  D. 

Nous  avons  donné  ces  théorèmes,  dont  un  cas  partieulier  a  été  déjà  énoncé  au  n."  46, 
dans  un  article  inséré  aux  Nouvelles  Annales  de  Mathématiques  (4.»  série,  t.  vi),  oíi 
nous  avons  même  démontré  que  la  condition  pour  qu'une  cubique  quelconque  soit  la  cissoidale 
d'elle  même  et  d'une  droite,  c'est  qu'une  de  ses  asymptofes  coincide  avec  cette  droite  et  que  les 
deux  autres  se  coupent  dans  un  point  de  la  cubique,  et  que  ce  point  est  alors  le  pôle  de  la  cis- 
sovdale. 

VOL.    IV  H 
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67.  Avant  de  passer  à  un  autre  sujet,  nous  noiís  arrêterons  encore  quelques  moments 
aux  focales,  pour  faire  deux  remarques  qui  se  rapportent  au  cas  oii  ces  courbes  ont  un 
noeud. 

La  première  remarque  concerne  le  dernier  théorème  du  n."  Õ6.  Comme  le  noeud  de  la 
courbe  est  un  point  correspondant  à  lui-même,  nous  pouvons  énoncer  alors  oe  théorème  de 
la  manière  suivante : 

Si  pai-  un  point  arhitraire  (£C,  y)  d'une  strophoide  on  mhie  deux  droites  passant  par  deux 
points  correspondants  quelconques  Ai  et  A,',  une  ães  bissectrices  des  angles  qu'eUes  forment 
passe  par  le  noeud.  de  cette  courbe. 

La  deuxième  remarque  se  rapporte  à  la  doctrine  du  n."  64.  Dans  le  cas  de  la  strophoide, 
deux  des  foyers  dos  coniques  inscritos  au  quadrilátero  y  considere  doivent  coincider,  et  une 
de  ces  coniques  doit  par  suite  se  réduire  à  un  cercle  ayant  le  centre  au  point  double ;  nous 
avons  donc  les  théorèmes  suivants : 

1."  Si  (A),  Aj)  et  (Aj,  Aj)  sont  deux  couples  de  points  correspondants,  il  existe  un  cercle 
qui  est  inscrit  au  quadrilathre  dont  (Ai  A()  sont  deux  sommets  opposés  et  (Aa,  Ag)  les  deux 
autres,  et  qui  a  le  centre  au  point  double  de  la  cubique, 

2.°  Le  lieu  des  foyers  des  coniques  inscrites  à  un  quadrilatere  circonscjHt  à  un  cercle  est  une 
strophoide  ayant  le  noeud  au  centre  de  ce  cercle;  le  lieu  des  points  d'oà  deux  côtés  opposés 
de  ce  quadrilatere  sont  vus  sous  des  angles  égaux,  est  cette  mime  strophoide. 


V. 
La  Triseetrice  de  Maclaurin. 

68.     On  appelle  trisectrice  de  Maclaurin  la  courbe  dont  Féquation  polaire  est 

p  = T 4rt  cos  6, 

'        coso 


et  léquation  cartésienne 


X  (x^  +  ?/-)  =  a  (7/^  —  Síc^). 


Cette  courbe  est  une  de  celles  qu"on  a  employées  pour  résoudre  le  problème  célebre  de 
la  trisection  de  Tangle.  Elle  fut  considérée  pour  la  première  fois  par  Alaclaurin  dans  son 
Triíatise  of  Fluxions  fj).  198  du  t.  i  de  la  traduction  française  de  Pesenas);  et  elle  a 
été  étudiée  ensuite  en  plusieurs  travaux,  dont  nous  mentionnerons  les  suivants:  Schoute,  Sur 
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la  construction  des  courbes  unicursales  par  poinis  et  par  tangentes  (Archives  Néerlandaises, 
t.  XX,  1885);  A.  Lima,  Soire  uma  curva  do  terceiro  grão  {Jornal  de  Sciencias  mathematicas, 
t,  VI,  p.  13);  G.  de  Longchamps,  Essai  de  la  Géométrie  de  la  regle,  Paris,  1890,  p.  102. 

60.     En  écrivant  Téquation  cartésienne  de  la  courbe  sous  la  forme 


y- 


\-\-x 


on  voit  aisément  qu'elle  a  la  forme  indiquée  dans  la  figure  10.  Elle  a  un  axe,  qui  coincide 

avee  celui  des  abscisses ;  un  point 
double  O  à  rorigine  des  coordon- 
nées,  ou  les  tangentes  forment 
des  angles  de  +60°  avee  Taxe 
des  abscisses ;  un  sommet  V  dont 
la  distance  k  rorigine  est  donnée 
par  Tégalité  0V=3a;  deux  points 
íí  et  N),  dont  les  coordonnées 
sont 

X  =  — av  3, 

y  =  +  a\/6v/3-9, 

ou  la  valeur  absolue  de  y  est  ma- 
xime;  et  une  asymptote  dont  l'équa- 
tion  est  x=  a. 

70.  On  voit  immédiatement 
au  moyen  de  Féquation  polaire  de  la  trisectrice  que  cette  courbe  est  la  cissoidale  de  la  òer^.  /ó,  g 
droite  AB,  dont  Ia  distance  à  Torigine  est  égale  à  a,  et  du  cercle  OKM2,  dont  le  centre  G 
a  pour  coordonnées  (2a,  0)  et  dont  le  rayon  est  égal  à  2a.  Donc,  elle  peut  être  construite 
en  prenant  sur  cbacune  des  droites  MOM2  qui  passent  par  O,  un  point  M  tel  que  le  vecteur 
OM  soit  égal  à  la  différence  des  vecteurs  OMi  et  OM2  des  points  oii  cette  droite  coupe  AB 
et  la  circonférence  OKM2. 

Pour  tracer  les  tangentes  et  les  normales  à  la  cubique  considérée,  on  peut  employer  Tun 
ou  Tautre  des  thóorèmes  donnés  anx  n."*  20  et  21,  dont  il  resulte  que  la  sous-normale  polaire 
OK2  de  la  cubique  considérée  au  point  M  est  égale  à  la  différence  entre  la  sous-normale 
polaire  de  la  droite  AB  au  point  Mi  (0K|)  et  la  sous-normale  polaire  du  cercle  au  point 
M2(— OK);  et  que  les  tangentes  à  la  cubique  au  même  point  M  et  au  cercle  au  point  M-2 
coupent  la  droite  AB  en  deux  points  équidistants  de  Mj. 
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On  a  donné  d'autres   méthodes  pour  constriiire  la  trisectrice  et  ses  tangentes ;    on   peut 
voir  quelques-unes  dana  les  travaux  mentionnés  ci-dessus. 

71.  En  appliquant  à  la  trisectrice  de  Maclaurin  la  doctrine   des  n."^  35,    30   et  36,    on 
obtient  les  résultats  suivants : 

1.°  Cette  courbe  est  inverse  de  la  hyperbole  exprimée  par  Fóquatiou 

aa;  =  3/*  —  3a;-, 

et  possède  ieux  foi/ers  réels  dont  les  coordonnés  sont  (Qa,  0),  (—2a,  0).  Les  distances  7-1,  1-2 
et  T-Q  d'un  point  quelconque  de  la  courbe  à  ces  foyers  et  aii  point  double  sont  liées  par  la 
relation 

3?'2  —  J"!  =  i  2rQ. 

2."  La  même  cubique  et  la  podaire  de  la  parabole  représentée  par  Téquation 

y'  =  —  4a  (a;  +  3a), 

par  rapport  au  point  double.  Le  sommet  de  cette  parabole  coincide  avec  le  point  V  et  la 
directrice  passe  par  le  foyer  {—'2a,  0)  de  la  cubique. 

3.°  Toute  droite  passant  par  V  coupe  la  courbe  en  deux  points   tels   que  le  produit  de 
leurs  distances  à  V  est  égale  à  VO^. 

72.  Le  rayon   de   courbure   de  la   trisectrice   de   Maclaurin  ix  un  point   quelconque   est 
donné  par  la  formule 


R  = 


a  (1  +  8  cos*  6)- 


24  cos*  6 


à'oh  resulte  que  les  valeurs  de  ce   rayon   aux  points  V  et  O  sont  respectivement  égales   à 

27 

24 


27  /— 

^  a  et  2a V  3,  et  que  la  courbe  n'a  pas  de  points  d'inflexion  à  distance  finie. 


73.     En  partant  de  Tégalité 

add  ,  8a  d6 


-^-^\/i  +  8cos^ede= 


cos-e  cos^ev^i  +  Scos^e     tAi+8cos*e 
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on  trouve,  pour  determinei-  la  longueur  des  ares  de  la  conrbe  considérée,  la  formule  suivante: 


a     /^9 d6_ ^8«    /lO 

y      cos2ey/l_.|_sin2e       ^/       y/l 


dd 


^sm-( 


La  première  des  intégrales  qui  entrent  dans  cette  formule,  represente  la  longueur  d'un  are 
d'hyperbole.  En  lui  appliquant  donc  la  formule  de  Legendre,  bien  connue,  qui  determine  la 
longueur  des  ares  d'hyperbole : 


on  trouve 
s  =  3a 


o  o 

j:^^  I      \/í—k- sin-  dd6  + 


de 


k^  sin"^  e 


tang  e  l/l  —  fc-  sin^e 


r       /-.ti 


de 


\/ 


l_|_sin2e 


-/V. 


— —  sin^ÔcZe  +  tange 


y/i-Asm-^eJ- 


Donc,  ?n  longueur  des  ares  de  la  trisectrice  de  Maclaurin  dépend  d'une  intégrale  elliptiqiie 
de  1.^  espe.ce  tt  d\ine  autre  de  2J  espece. 

Le  problèrae  qu'on  vient  de  considérer  fut  résolu,  au  moyen  d'une  analyse  différente  de 
celle  qui  precede,  par  G.  de  Longchamps  dans  une  Note  publiée  en  1887  aux  Comptes  rendus 
■de  VAcadémie  des  Sciences  de  Pai-is. 

54.  L'aire  comprise  entre  la  trisectrice  et  les  vecteurs  qui  correspondent  aux  angles  O*^ 
et  6i  est  déterminée  par  la  formule 


A  =  -;^  [tang  Ôi  +  4  sin  2  ôi  —  tang  fig  —  4  sin  2  6i„] 


En  posant  6o"=*^)  ^>  =  "h-)  et  ^n  multipliant  le  résultat   par  2,    on  voit  que   Taire   de   Ia 
boucle  ONVMO  est  égale   à  3a"V3   (Maclaurin,  1.  c). 


75.      Pour  justitier  le  nom  de  trisectrice,  donné  à  la  courbe  qu'on  vient  d'étudier,  nous 
allons  indiquer   eomment   on    peut  résoudre    au    moyen   de   cette   courbe  le  problème  de  la 


triseetion  de  Tangle. 


62 


Supposons  YG  =  a,  FOV  =  a,  FGV  =  io.  On  a 


OF        sinFGO  p  sinoj 

—  j     ou       '    — 


OG        sinGFO  2a       sin((o  — a) 

Mais,  puisque  6  =  t  —  a,  on  peut  mettre  Téquatiou  de  la  courbe  sous  la  forme 


+  4a  cos  a. 


cos  a 


En  éliminant  p  entre  ces  deux  équations,  on  trouve  Tégalité 


4  sin^a  — 3  sin  a 


tang  (u  = , —  =  tang  3a, 

o  cos  a  —  4  COS'' a 


dont  il  resulte  que  Tangle  FOV  est  égal  au  tiers  de  Tangle  FGV. 


VI. 
Lcs  cubiques  cirealaires. 

Í6.  Les  cissoidales  du  cercle  et  de  la  droite  (et  par  conséquent  les  eissoídales  particulières 
considérées  dans  les  pages  antérieurs  sous  le  noui  de  cissoide  de  Dioclès,  de  conchoide  de 
Sluse,  de  strophoíde,  etc.)  et  les  foeales  de  Van  Rees  appartiennent  à  une  classe  de  cubiques, 
nonimées  cubiques  circtilaires  ou  cycliqxies  de  3.'  ordre,  qui  ont  pour  équation 

(1)  {ax  +  ly)  {x^  +  y'-)  =  Vx^  +  (^xy  +  %2  +  Tx  +  Uy  +  V. 

Toutes  ces  courbes  ont  une  asymptote  réelie,  déterminée  par  l'équation 

<^'^+h= ^^J^^ ' 

et  deux  asymptotes  imaginaires  dont  les  coefficients  sont  égaux  à  -f  í  et  —  i,  i  représentant 

On  voit  aisvment  au  moyen  de  cette  dernière  équation  que,  si  Ton  change  la  direction 
dea  axes  des  coordonnées,  en  prenant  pour  nouvel  axe  des  ordonnées  une  parallèle  à  rasym- 


G3 


ptote  réelle,    le  terme  de  (1)  qui  contient  le  produit  by  disparait  et  Téquation  de  la  courbe 
pz'end  la  forme 

(2)  {x''-  +  y'')x  =  Vix'-  +  Q.a;^,  +  R,^^  +  T.íc  +  U,^  +  V, . 

Si    Ton    change    inaintenant   Torigine    des    coordonnées,    en    la    transportant    au    point 
y^i  ~9"  Qi ) :   réquation  des  cubiques  circuiaires  prend  la  forme  plus  simple 

(3)  («*  +  2/^)  íc  =  Aa;2  -}-  Khf  +  2Qx  +  2G'y  +  F. 

Si  la  cubique  considéróe  est  unicursale  et  si  Ton  prend  ie  point  double  pour  origine  des 
coordonnées,  Téquation  (2)  prend  la  forme 

(x''  +  y'-)x  =  Pix'-  +  qixy  +  R,y\ 

au  moyen  de  laquelle   on  voit  que  les  cubiques  circuiaires  unicursales   coincident  avec  les 
cissoides  étudiées  aux  n."^  24  à  30. 

77.  En  abordant  la  théorie  générale  des  cubiques  circuiaires,  nous  allons  chercher  les 
courbes  inverses  de  ces  cubiques  par  rapport  à  un  point  quelconque  de  son  plan. 

En  prenant,  pour  cela,  ce  point  pour  origine  des  coordonnées  et  une  parallèle  à  rasym- 
ptote  de  la  cubique  donnée  pour  axe  des  ordonnées,  Téquation  de  cette  courbe  peut  être 
mise  sons  la  forme   (2) ;  et,  en  y  posant 


on  obtient  celle-ci:  . 

Vi  {x\  +  y]r-  +  mT-  (T,cc,  +  U,^/,)  {x\  +  y\)  +  m''  (Pjaf  +  Qi  x^yi  +  Ri  3/p  -  m^x^  =  O, 

qui  represente  une  quartique  hicirculaire  (courbe  qui  será  étudiée  plus  tard),  quand  Vi  est 
différent  de  zero,  c'est-à-dire  quand  le  centre  d'inversion  n'est  pas  pris  sur  la  cubique. 

Si  le  centre  d'inversion  coincide  avec  un  point  de  la  courbe,  et  si  Fune,  au  moins,  des 
quantités  Ti  et  Ut  est  différente  de  zero,  Téquation  precedente  represente  une  autre  cubique 
circulaire. 

Si  Ton  u  Vi  =0,  Tl  ^0  et  Ui  =0,  c'est-íi-dire  si  la  cubique  donnée  est  unicursale  et  le 
centre  d'inversion  coincide  avec  le  point  double,  Téquation  precedente  represente  une 
conique,  qui  passe  j)ar  ce  centre,  comme  d'ailleurs  Ton  avait  dójà  vu  au  n."  26. 
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78.  En  continuant  Tétude  de  la  théorie  générale  des  cubiques  eireulaires,  nous  allons 
déuiontrer  que  ces  courbes  sont  les  enveloppes  de  cercles  bitangents  dont  les  centres  sont 
situes  aur  des  paraboles  que  nous  déterminerons ;  et,  pour  cela,  nous  allons  appliquer  une 
méthode  analytique  employée  par  M.  Darboux  dans  une  question  analogue,  dans  son  important 
Ouvrage :  Sur  une  classe  remarquable  de  courbes  et  de  surfaces  algébriques  (Paris,  1873, 
p.  114). 

Considérons  le  cercle  dont  Téquation  soit 

(4)  x'-  +  y^  =  2{ax  +  ^2,  +  -,), 

et  cherchons  les  conditions  auxquelles  il  doit  satisfaire  pour  qu'il  soit  bitangent  à  Tune  des 
courbes  représentées  par  réquation  (o). 

Pour  résoudre  ce  problème,  remarquons  d'abord  que  les  points  d'intersection  du  cercle 
avec  la  courbe  considérée  coincident  avec  les  points  d'intersection  du  même  cercle  avec  la 
conique  représentée  par  Téquation 

(5)  2{ax  +  ^y  +  -í)x-{Ax'--\-A'y^  +  2Cx  +  2C'y  +  F)  =  0, 

et  que,  par  conséquent,  la  condition  pour  que  le  cercle  soit  bitangent  à  la  cubique  (3),  c'est 
que  06  cercle  et  ia  conique  (5)  soient  bitangents.  Nous  allons  donc  chercher  les  conditions 
pour  que  cette  dernière  circonstance  ait  iieu. 

Pour  cela,  désignons  par  h  un  paramètre  arbitraire  et  considérons  Téquation 

\     2(ax+p^  +  T)a'-(Aa;2  +  Ay  +  2Ca;+2C'3/+F) 
^  l-h{x^+7/-2cjix-2?y-2-í)=0, 

qui  represente  toutes  les  coniques  qui  passent  par  les  points  d'intersection  du  cercle  (4)  avec 
Ia  conique  (5). 

Pour  que  les  courbes  (4)  et  (5)  soient  bitangentes,  il  faut  que  Téquation  (A)  represente 
deux  droites  coincidantes.  Or,  en  supposant  A'  +  h  différent  de  zero  et  en  écrivant  cette 
équation  sous  la  forme 

(B)  {A'+h)y  =  ^{x+h}-C'±[% 

ou 

D  =  (píc  +  ,3A - C')-  +  (A'  +  h)  [(2a -A-h)x^-  +  2  (■;  -C  +  ah)x  +  2-^h - F], 

on  voit  que,  pour  cela,  il  faut  qu'on  ait  D  =  0,  quelle  que   soit  la  valeur  attribuée    à  x.  Les 
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conditioEs  pour  que  la  cubique  considérée  et  le  cercle  soient  bitangents  sont  donc 

ip  +  i2a-A-h)(Á'  +  h)  =  0, 

La  première  et  la  seconde  de  ces  équations  donnent 


(7)  a  =  4-(A  +  A) 


2  '      '     '      2(A'  +  h) 
et  de  la  dernière,  en  substituant  à  a  et  7  les  valeurs  qu'on  vient  d'obtenir,  il  resulte  ensuite 

ou 

(10)  /i2  (A  +  70  (A'  +  /O  +  F  (A'  +  h)  -2Ch  (A'  +  h)-  C*  =  0. 

Cette  dernière  équation  donne,  en  general,  quatre  valeurs  pour  h;  ensuite  les  équations  (7) 
et  (8)  déterrainent  les  valeurs  correspondantes  que  a  et  y  doivent  avoir,  pour  que  le  cercle  (4) 
soit  bitangent  à  la  cubique  considérée.  La  constante  p,  qui  entre  dans  les  mêmes  équations, 
reste  arbitraire. 

De  ce  qui  precede  on  conclut  qu'il  existe,  en  general,  quatre  séries  de  cercles  bitangents  à 
la  cubique  circulaire  considérée  et  que  cette  courbe  est  Venveloppe  de  chacun  de  ces  systhnes 
de  cercles, 

En  outre,  comme  a  et  |3  représentent  les  coordonnées  du  centre  du  cercle  (4),  il  resulte 
de  l'équation  (7)  que  les  centres  des  cercles  de  choque  série  sont  situes  sur  une  même  ijarabole. 

L'analyse  precedente  doit  être  modifiée  quand  O  est  une  des  racines  de  Téquation  (10), 
c'est-à-dire  quand  FA'  =  C'^.  Des  équations  (6)  on  déduit  alors  les  relations: 

"^y^^-M^'     PC'  =  A'(Y-C),     FA'  =  C'S 

dont  la  première  determine  le  lieu  géométrique  des  centres  de  Tune  des  séries  de  cercles  bi- 
tangents à  la  cubique,  et  Ia  seconde  la  valeur  de  Tf- 

Quand  —A'  est  Tune  des  racines  de  (10),  c'est-à-dire  quand  C'  =  0,  Fanalyse  precedente 

VOL.    IV  I 
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doit  aussi  être  modifiée.  En  exprimant  que  Téquation  (A)  donne  deux  valeurs  égales  pour  x, 
quelle  que  soit  la  valeur  attribuée  à  y,  on  trouve  alors  les  équations 

j5=0,     (2a-A  +  A')(2A'Y  +  F)  +  (Y-C-A'a)2  =  0, 

dont  la  première  indique  que  les  centres  des  cercles  bitangents  de  la  série  correspondante 
à  la  racine  considérée  sont  situes  sur  Taxe  des  abscisses,  et  dont  la  seconde  determine  la 
valeur  de  la  quantité  7,  dont  dépendent  les  valeurs  des  rayons  de  ces  cercles. 

79.     En  substituant  dans  Téquation  (4)  à  y  sa  valeur,  donnée  par  (8),  on  trouve  Tóqua- 
tion  des  cercles  bitangents  à  la  cubique  considérée,  à  savoir : 

..  +  3,=  -2..-2to-±[F-fcQi]=0, 
ou,  en  tenant  compte  de  (7), 


(11) 


2C'8         F  C- 

■h[2a-{A  +  h)]  =  0, 


k  étant  supposée  différente  de  O  et  de  — A'. 

Si  Ã  =  O,  on  voit  au  moyen  de  Téquation  (4)  et  de  la  relation  pC  =  A'  (y  —  C)  que  Téqua- 
tion  des  cercles  bitangents  est  alors 

20' 
(12)  x^-  +  y'--2ax-2^y  =  2C^^-^' 


Dans  toutes  ces  équations  a  et  (3  représentent  des  quantités,  positives  ou  négatives,  qui 
doivent  satisfaire  à  (7),  et  h  une  racine  de  (10), 

80.     Tous  les  cercles  (11),  correspondants  à  une  même  racine  de  Téquation  (10),  diffé- 
rente de  O  et  de  —  A',  coupent  orthogonalement  le  cercle  determine  par  Téquation  suivante : 

9P'Y  Tf  r!'2 

(13)  XHY^+^,+2/»X  +  -^-^^^^-MA  +  .)  =  0, 

comme  il  est  facile  de  vérifier,  en  forniaiit  les  dcrivées   y'  et  Y'   de  y  et  Y,   en  substituant 
leurs  valeurs  dans  la  condition  y'Y  + 1  =0  et  en  tenant  compte  des  équations  (11)  et  (13). 


67 


On  voit  de  même  que  les  cercies  (12)  coupent  aussi  orthogOBalement  le  cercle  represente 
par  Téquation 

(14)  X-2  +  Y2  +  ^Y  +  2C  =  0. 


Donc,  tous  les  cei-cles  bitangents  à  la  cubique  (3),  ayant  leurs  centres  sur  la  parabole  (7), 
coupent  orthogonalement  uii  cercle  Jixe,  dit  cercle  directeuT.  Les  valeurs  des  coordonnées  (xi,  y\) 
de  son  centre  sont 

(15)  x,  =  -h,     3/,  =  -^,-^, 

et  la  valeur  m  du  rayon  est  déterminée  par  la  formule 

w^  =  A(A  +  2Ã)-  — +  .,.,  + WA/  .  ,s  =  3ã-^  +  2Aã-2C-'  ^ 


h    '    {A'+hf    '   h{A'  +  h)  '  '  {A'  +  hf 

Les  conclusions  obtenues  aux  n.°'  précédents  doivent  être  modifiées  quand  la  cubique  a 
un  point  double.  En  eífet,  Tanalyse  qu'on  vient  d'exposer  determine  alors  non  seulement  les 
cercies  bitangents  à  la  cubique,  mais  encore  les  cercies  simplement  tangents  passant  par  le 
point  double,  puisque  chacun  de  ces  derniers  cercies  rencontre,  comme  ehacun  de  ceux-là, 
la  cubique  en  deux  couples  de  points  coíncidants.  Dans  ce  cas  l'une  des  séries  de  cercies 
bitangents  est  donc  remplacée  par  une  série  de  cercies  tangents  qui  passent  par  le  point 
double. 

81.  Rapportons  la  cubique  à  des  axes  qui  passent  par  le  centre  de  Fun  des  cercies 
directeurs.  En  posant  pour  cela 

C 

X  =  00'-h,      y=y'--^^-^, 

et  en  éliminant  ensuite  F  au  moyen  de  Tóquation  (9),  on  trouve  réquation 
(16)  a/  (ar'*  +  i/i)  =  (A  +  3h)  a^2  +  (A'  +  h)r/^  +  -^~  ^y-  m^x\ 

m  représentant  le  rayon  du  cercle  considere. 

On  voit  d'abord,  au  moyen  de  cette  équation,  qne  la  condition  pour  que  m^  soit  égal  à 
zero,  c'est  que  Ia  cubique  ait  un  point  double  et  que  le  centre  du  cercle  directeur  considere 
coincide  avec  ce  point. 

Si  tn^  est  différent  de  zero,  Téquation  precedente  ne  change   pas   quand    on    remplace  x' 

m^x'  m-y' 

par     ,^        ,.,   et  y  par    .^  _^   ,^  .  jSous  pouvons  donc  énoncer  le  théoròme  suivant : 
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La  cubique  (3)  coincide  avec  la  courbe  inverse,  quand  le  centre  d'inversion  est  le  centre  d'nn 
cercle  directeur  et  le  module  de  la  transformation   est  égal  aii  carré  du  rayon  du  même  cercle. 

82.     On  voit  au  moyen  de  l'équation  (B)  que  la  droite  représentée  par  Téquation 

(A'  +  h)y=^{x  +  h)-C' 
passe  par  les  points  de  contact  de   la  cubique  considérée  avec  le  cercle  bitangent  corres- 

A'+h)' 


pondant  à  la  même  valeur  de  h  et  de  p.  Cette  droite  passe  aussi  par  le  point  ( — h,  —  .,  .  ,  )  • 
Nous  pouvons  donc  énoncer  la  proposition  suivante ; 

Toutes  les  droites passant par  les  deux points  de  contact  de  chacun  des  cercles  bitangents  à  la 
cubique  (3)  qui  appartiennent  à  la  même  série,  se  coupent  au  centre  du  cercle  directeur  cor- 
respondant. 

Une  première  conséquence  qu'on  tire  de  ce  théorèrue  c'est  que  les  points  ou  les  cercles 
directeurs  coit2)ent  la  cubique  considérée  coíncident  avec  les  points  oii  le  cercle  osculateur  a  un 
contact  de  troisihne  ordre  avec  cette  cubique.  En  effet,  la  condition  pour  qne  les  deux  points 
de  contact  d'an  cercle  bitangent  avec  la  cubique  coíncident,  c'est  que  la  droite  qu'on  vient 
de  considérer  devienne  tangente  à  ces  deux  courbes  en  un  même  point ;  et  ce  point  doit  être 
situe  sur  la  circonférence  du  cercle  directeur  qui  a  le  centre  sur  la  droite  considérée,  pour 
que  le  cercle  bitangent  mentionné  puisse  couper  ce  cercle  directeur  orthogonalement.  Ce 
théorème  n'est  pas  applicable  au  point  double  des  cubiques  unicursales.  Si  C'  =  0,  il  faut, 
pour  que  Ténoncó  précédent  subsiste,  considérer  l'axe  qu'alors  posséde  la  courbe,  comme  un 
cercle  directeur  ayant  le  centre  à  Tinfini. 

Au  théorème  qu'on  vient  de  donner  on  peut  ajouter  cet  autre,  qu'on  a  démontré  en  même 
temps :  chaque  cercle  directeur  passe  par  les  points  de  contact  des  tangentes  à  la  cubique  issues 
de  son  centre. 

Comme  deuxième  conséquence  du  théorème  énoncé  ci  dessus  on  peut  retrouver  aisé- 
ment  celui  qu'on  a  démontré  au  n."  81. 

Représentons,  en  effet,  par  (C)  un  des  cercles  bitangents  k  la  cubique  donnée,  par  A  et 
B  les  points  de  contact  de  ces  deux  courbes,  par  (C)  le  cercle  directeur  correspondant  et 
par  O  le  centre  de  ce  cercle.  Comme  le  cercle  (C)  coupe  perpendiculairement  le  cercle  (C), 
les  points  de  contact  des  tangentes  à  (C)  qui  passent  par  O,  coíncident  avec  les  intersections 
de  ces  cercles.  On  a  donc,  en  vertu  d'un  théorème  de  Géométrie  élémentaire  bien  connu, 

OAxOB=m^ 

m  représentant  le  rayon  de  (C);  et,  par  consóquent,  la  transformation  par  rayons  vecteurs 
reciproques  échange  les  points  A  et  B  Tun  par  l'autre. 

Si  la  cubique  est  unicursale,  A  et  B  coíncident,  quand  la  droite  OA,  en  tournant  autour 
de  O,  passe  par  le  point  double;  et  on  a  donc  alors.  Ai  représentant  ce  point,  OAl  =  ni^.  Le 
module  de  la  transformation  est  donc  égal  au  carré  de  la  distance  du  centre  d'inversion  con- 
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sidéré  au  point  double.  II  en  resulte  que,  si  Ia  cubique  est  unicursaU,  totis  les  cercles  di- 
recteurs  passent  par  le  point  double. 

Nous  devons  ajouter  à  ce  qui  precede  qu'il  n'existe  pas  d'autres  centres  d'inversion  tels  que 
la  cubique  et  son  inverse,  par  rapport  à  ce  point,  coincident.  En  eíFet,  si  O  represente  un 
centre  d'inversion  tel  que  la  cubique  et  son  inverse  coincident  et  si  Ai,  Aj,  Bi  et  Bj  repré- 
sentent  les  points  ou  deux  droites  arbitraires  passant  par  O  coupent  la  courbe,  on  a 

OAi  X  OAí  =  OBi  X  OB2, 

et,  par  suite,  par  ces  points  passe  un  cercie  qui,  quand  Tangle  des  droites  tend  vers  zero, 
teud  vers  un  cercie  bitangent  à  la  cubique,  ayant  les  points  de  contaet  sur  une  droite  passant 
par  O.  Donc  le  point  O  coincide  avec  le  centre  d'un  des  cercles  directeurs. 

Les  résultats  qui  précèdent  découlent  d'une  "théorie  générale  due  à  Moutard,  qui  a 
donné  les  conditions  pour  qu'une  courbe  ou  une  surface  quelconque  coincide  avec  Tune  de 
ses  inverses,  et  leurs  conséquences,  en  des  Communications  faites  à  la  Société  philomatique 
de  Paris,  dans  Tintervalle  de  1862  à  1864.  En  adoptant  une  désignation  introduite  par  cet 
illustre  géomètre,  nous  dirons  qu'une  courbe  quelconque  est  anallagmatique  par  rapport  á  un 
point  quand  elle  coincide  avec  Tune  des  courbes  inverses  qu'on  obtient  en  prenant  ce  point 
pour  centre  dinversion. 

83.     En  écrivant  Téquation  de  la  cubique  donnée  sous  la  forme 


y{x  —  M)  =  C  ±  v/0'^  -{X-  A')  {x^  -  Ax^  -  2Qx  -  F) 
on  voit  immédiatement  que  Thyperbole  représentée  par  Téquation 

{x-PJ)y=Q' 

coupe  par  le  milieu  toutes  les  cordes  de  Ia  cubique  parallèles  à  Tasymptote  commune  des  deux 
courbes. 

Cette  hyperbole  peut  êfre  employée  pour  démontrer  d'une  manière  três  simple  quelques 
théorèmes  importants  relatifs  aux  cubiques  eirculaires,  eorame  nous  Tavons  fait  voir  dans  un 
travail  publié  dans  les  Annali  di  Matemática  (Milan,  série  3.«,  t.  Xi). 

On  voit  d'abord  que  les  coordonnées  des  points  d'intersection  de  Thyperbole  avec  la 
cubique  sont  données  par  les  équations 

^(x-A')  =  C',     (x-A')(x3-Aa;2-2Ccc-F)-C'2  =  0. 

Mais,  en  éliminant  h  entre  Téquation  (10)  et  les  équations  (15),  qui  déterminent  les  coor- 
données des  centres  des  cercles  directeurs,  on  trouve  deux  équations  qui  coincident  avec  les 
precedentes. 
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Donc,  les  centres  ães  cercles  directeurs  comcident  avec  les  j^oints  d'interseciion  de  la  cubique 
donnée  avec  Vhyperhole  qui  passe  par  le  milieu  des  cordes  paralleles  à  Vasymptote  commiine. 

II  resulte  immédiatement  de  la  propriétó  dont  jouit  cette  hyperbole,  de  couper  par  le 
milieu  toutes  les  cordes  de  Ia  cubique  paralleles  à  rasymptote  réelle,  qu'elle  passe  par  les  points 
de  cette  courbe  oii  la  tangente  est  parallèle  à  cette  asymptote,  et  par  le  point  double  si  la 
courbe  est  unicursale.  Dans  ce  dernier  cas,  si  la  cubique  a  un  point  de  rebroussement,  la 
cubique  et  Thypeibole  sont  tangentes  à  ce  point.  Donc  les  quatre  points  oíi  la  cubique  et 
riiyperbole  se  coupent,  à  distance  íinie,  sont  distincts  si  la  cubique  n'a  pas  de  point  double; 
mais,  si  la  cubique  a  un  noeud  ou  un  point  de  rebroussement,  deux  ou  trois  de  ces  points, 
respectivement,  coincident.  Dans  le  premier  cas  les  centres  des  cercles  directeurs  sont  tous 
distincts,  dans  le  deuxième  et  dans  le  troisième  cas  deux  ou  trois,  respectivement,  coíncident 
avec  le  point  double,  qui  est  donc  le  centre  de  deux  ou  trois  cercles  directeurs  coíncidants 
de  rayon  nul  (n."  81). 

Nous  pouvons  donc  énoncer  le  tliéoréme  suivant: 

Les  centres  d'inversion  par  rapport  aiixqiiels  la  cubique  donnée  est  anedia gmatique,  coínci- 
dent avec  les  points  oit  la  tangente  est  parallhle  à  son  asymptote  réelle. 

Le  nombre  de  ces  centres  est  égal  à  quatre,  si  la  cubique  n'est  pas  unicuj-sale,  à  deux,  si  ellè 
a  un  noeud,  à  un,  quand  elle  a  un  point  de  rebroussement . 

La  proposition  precedente  doit  être  modifiée  quand  C  =  O,  c'est-à-dire  quand  la  cubique 
est  symétrique  par  rapport  à  Taxe  des  abscisses.  Alors  lliyperbole  se  réduit  à  la  droite 
a;=A',  qui  coupe  la  courbe  à  Tinfini,  et  à  la  droite  ?/  =  0,  qui  passe  par  les  centres 
d'inversion  par  rapport  auxquels  la  cubique  est  anallagmatique,  et  par  le  point  double  si  la 
courbe  est  unicursale ;  et  on  voit,  comme  dans  le  cas  précédent,  que  le  nombre  des  points 
par  rapport  auxquels  la  courbe  est  anallagmatique  est  égal  à  3  si  la  cubique  n'est  pas  uni- 
cursale, à  1  si  elle  a  un  noeud,  à  O  quand  elle  a  un  point  de  rebroussement. 

84.  Une  autre  conclusion  qu'on  peut  déduire  de  la  doctrine  qui  precede  c'est  que  les 
racines  de  Téquation  (9)  sont  toutes  distinctes  quand  la  cubique  n'est  pas  unicursale,  et  que 
deux  ou  trois,  respectivement,  coíncident  quand  la  cubique  a  un  noeud  ou  un  rebroussement. 
Dans  le  premier  cas  la  cubique  est  Tenveloppe  de  quatre  séries  distinctes  de  arclcs  bitangents. 
Dans  les  autres  cas  elle  est  Tenveloppe  de  deux  séries  ou  d'íí7ie  série  de  cercles  bitangents 
et  d'une  série  de  cercles  simplement  tangents  passant  par  le  point  double. 

Cette  propriété  dont  jouit  l'équation  (9),  d'avoir  quatre  racines  distinctes  quand  la  cubique 
n'est  pas  unicursale  et  d'avoir  deux  ou  trois  racines  égales  quand  elle  est  unicursale,  est 
d'ailleurs  facile  de  démontrer  directement. 

En  effet,  la  condition  pour  que  cette  équation  ait  une  racine  multiple  est 

p/2  p/2  -p 


h(M^h)  '    (A'-f  A)2         h 
et  coincide  (n."  80)  avec   celle  qui  exprime  que  le  rayon   m   dii    cercle  directeur  correspon- 


•àunt  est  nul ;    réquation  (16)  fait  alors  voir  que  la  cubique  considérée  est  unicursale  et  que 
le  centre  du  oercle  directeur  correspondant   à  la  racine  de  (9)  considérée  coincide  avee  son 
point  double.   Donc,   ai  la  cubique   nest   pas   unicursale,  les  racines   de   (9)    sont   distinctes. 
Supposons,  réciproquement,  que  la  cubique  soit  unicursale  et  que  son  équation  soit 

X  (x2  +  f)  =  Fix'  +  q,xy  +  R,  ?/'■', 

et  transportons  Torigine  des  coordonnées  au  point  (O,  -^r-Qi)-  Cette  équation  prend  alors  la 
forme  (3),  ou 

A  =  P,,     A'  =  R,,     2C  =  lQf,     2C'  =  R,Q,,     F  =  i-R,Qf. 
En  appliquant  maintenant  Téquation  (10),  on  trouve  celle-ei: 

A* + (P.  +  Q.) 'í' +  (PiRi  -  ^  Qí)  ^' =  O, 

au  moyen  de  laquelle  on  voit  que,  dans  ce  cas,  denx  des  valeurs  de  h  sont  égales  à  O,  si 
Q?  — 4PiRi  est  diíFérente  de  zero,  c'est-à-dire  si  la  cubique  a  un  noeud,  et  que  trois  des  va- 
leurs de  h  sont  égales  à  O,  si  Ton  a 

Q^-4P,R,  =  0, 

c'est-à-dire  si  la  cubique  a  un  rebroussenwnt. 

Comme  conséquence  de  ce  qui  precede  on  peut  déterminer  en  chaque  cas  le  nombre  des 
séries  de  cercles  bitangents  distincts  et  le  nombre  des  centres  d"inversion  par  rapport  aux- 
quels  la  cubique  donnée  est  anallagmatique,  et  on  retrouve  ainsi  les  résultats  obtenus  précé- 
demment. 

85.  On  a  déjà  vu  (n."  28)  que  Pliicker  a  designe  par  le  nom  de  foyer  d'une  courbe 
le  point  par  lesquel  ou  peut  mener  à  cette  courbe  deux  tangentes  dont  les  coefficients  angu- 
laires  soient  -\-i  et  — i,  et  que,  quand  les  points  de  contact  de  ces  tangentes  sont  situes  à 
Tinfini,  le  foyer  correspondant  est  dit  singiãier,  et.  quand  ces  points  sont  situes  à  distance  finie, 
il  est  dit  ordinaire. 

On  connaít  des  régies  générales  pour  déterminer  le  nombre  des  foyers  de  chaque  espèce: 
nombre  qui  dépend  de  la  classe  de  la  courbe,  laquelle,  dans  le  cas  des  cubiques  circulaires, 
est  égale  à  six,  quand  la  courbe  considérée  n'a  pas  de  point  double,  à  quatre  quand  elle  a 
un  noeud,  et  à  trois  quand  elle  a  un  point  de  rebroussement.  Dans  le  premier  cas  le  nombre 
des  foyers  ordinaires  est  égal  à  16,  dont  q\iatre  sont  réels ;  dans  le  second  cas,  il  est  égal 
à  4,  dont  deux  sont  réels;  dans  le  troisième  cas,  à  un,  qui  est  réei. 
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Pour  démontrer  cette  proposition,  rappelons  d'abord  que  la  classe  n  d'ime  courbe  plane 
quelconque  est  donnée  par  Ia  formule  de  Plucker : 

n  =  m(vi  —  1)  —  2S  —  3v, 

ou  m  represente  Toi-dre  de  la  courbe,  3  le  nombre  de  ses  noeuds,  et  v  celui  de  ses  points  de 
rebroussement.  Dans  le  cas  particulier  des  cubiques  on  a,  par  conséquent,  «=6,  si  la  cubique 
n'"a  pas  de  point  double,  n  =  4  quand  elle  a  un  noeud,  et  Ji  =  3  quand  eile  a  un  point  de 
rebroussement. 

Rappelons  encore  que,  en  posant  dans  Féquation  d'une  ligue 

(a)  ?/  =  — —  )     x  =  —  i 

cette  ligne  se  transforme  en  autre  du  même  ordre,  et  que  cette  transformation  jouit  des 
propriétés  suivantes: 

1."  Si  deux  lignes  ont  un  contact  d"ordre  v,  leurs  transformóes  ont  aussi  un  contact  de 
cet  ordre. 

2."  A  chaque  point  multiple  d'une  courbe  correspond  un  point  multiple  de  la  même  nature 
de  sa  transformée;  les  deux  courbes  sont  donc  de  la  même  classe. 

Cette  transformation  est  eraployée  souvent  pour  étudier  les  points  des  courbes  situes  à 
l'infini,  et  nous  allons  Tappliquer  à  la  question  que  nous  voulons  résoudre. 

Remarquons  pour  cela  que,  si  dans  Téquation 

Y  =  iX  +  A 
on  pose 

-       Y,  1 


X,  X, 

la  droite  correspondante  se  transforme  dans  une  autre,  déterminée  par  Téquation  Yi  =  i  + AXj, 
qui  passe  par  le  point  (O,  i),  et  que,  si  la  première  droite  est  tangente  à  une  courbe  donnée  C, 
la  seconde  est  tangente  à  sa  transformée  C.  Mais  le  nombre  des  tangentes  à  la  courbe  C 
qui  passent  par  le  point  (O,  i),  est  égal  à  n  quand  ce  point  n'appartient  pas  à  la  courbe, 
hn  —  1  quand  il  coincide  avec  un  point  ordinaire  de  la  même  courbe,  k  n  —  2  quand  il 
coincide  avec  un  point  double,  ete.  (').  Donc  le  nombre  des  tangentes  à  C  dont  le  coefficient 


(')  Oii  peut  voir  une  démonstration  algébrique   de   cette  proposition   dans  louvrage  Courbes  planes  de 
Salmon  (1884,  p.  89).  Nous  avons  publiée  une  autre  dans  li'Enseignement  mathématique  (t.  vii,  1905). 
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angulaire   est   i,    est  égal  à  ii  dans  le  premier  cas,   à  ?!  —  1  dans  le  second,  à  n  —  2  dans  le 
troisième,  etc. 

En  appliqiiant  maintenant  la  transformation  (a)  à  Téquation  des  cubiques  circulaires,  on 
trouve  Téquation  suivante: 

Fxl  +  A'ylx^  ^  2C'2/,af  +  2Cxf  +  Ax;=  l+y\, 

par  laquelle  on  voit  que  (O,  i)  est  un  point  ordinaire  de  la  couibe  qu'elltí  represente. 

Donc,  le  nombre  des  tangentes  à  la  cubique  circulaire  dont  le  coefficient  angulaire  est  égal 
à  i  est  n  —  1,  en  représentant,  comuie  dans  le  cas  general,  par  n  la  classe  de  la  cubique  con- 
sidérée.  Mais,  comme  une  de  ces  tangentes  doit  coincider  avec  Tasymptote  de  coefficient 
angulaire  /  de  la  courbe  (n.°  76),  le  nombre  des  tangentes  considérées  qui  ont  leur  point 
de  contact  à  distanee  finie  est  égal  à  n  —  2. 

On  voit  également  que  le  nombre  des  tangentes  à  la  même  cubique  qui  ont  pour 
coefficient  angulaire  —  i  et  qui  ont  leur  point  de  contact  à  distanee  finie  est  «aussi  égal 
à  H  -  2. 

Les  tangentes  du  premier  groupe  coupent  celles  du  second  en  (n  —  2)-  puints,  qui  sont 
les  fuyers  orãinaires  de  la  cubique  circulaire  considérée,  et,  par  conséquent,  le  nombre  de  ces 
foyers  est  égal  à  16,  4  ou  1,  selon  que  n  est  égal  à  6,  4  ou  3. 

Les  foyers  réels  de  la  courbe  résultent  de  riutersectiori  de  chaque  tangente  du  premier 
groupe  avec  sa  conjxiguêe  du  second  groupe;  la  courbe  a,  par  conséquent,  quatre  foyers  réels, 
quand  elle  n'a  pas  de  point  double ;  elle  en  a  deux,  quand  la  courbe  a  un  noeud,  et  elle  en 
a  un,  quand  la  courbe  possède  un  point  de  rebroussement. 

Les  foyers  singuliers  résultent  de  Tintersection  des  asymptotes  conjuguées.  Dans  le  cas  de 
Téquation  (3)  ces  asymptotes  ont  pour  équation 


!/  =  +■ 


|(A-A')], 


et  la  courbe  a  par  conséquent  un  foyer  singulier  réel,  dont  les  coordonnées  sont 

[i-(A-A'),0 

II  est  facile  de  voir  que  ce  point  coincide  avec  le  foyer  des  paraboles  (7). 

On  voit  aussi  aisément,  au  moyen  de  Téquation  de  la  première  polaire  d'un  point  (x' ,  y') 
par  rapport  à  la  cubique  considérée,  que  la  condition  pour  que  cette  2>olaire  soit  un  cerde,  c'est 
que  le  point  coincide  avec  le  foyer  singiãier. 

86.     Cela  pose,  nous  allons  déterminer   les  foyers   ordinaires   des   cubiques  circulaires. 
VOL.   IV  J 
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Supposons  que  «i  et  yi  représenlent  les  coordonnées  d'un  de  ces  foyers.  Alors  les  droites 
représentées  par  les  équations 

y  —  yi  =i{x  —  Xi),     y  —  yi=  —  i{x—Xi) 

sont  tangentes  à  la  courbe  considérée,  et  par  conséqiient  le  cercle  imaginaire  dont  Téquation 
est 

(«—«1)2 -;-(?/— 7/i)2  =  O, 

será  bitangent  à  la  même  courbe  ;  il  est  dono  compris  parmi  les  cercles  representes  par  Téqua- 
tion  (11),  quand  O  n'est  pas  Tune  des  raeines  de  (10),  ou  par  les  équations  (11)  et  (12),  dans 
le  cas  contraire.  Dans  le  premier  cas,  Tidentité 

op/D  p  n/2 

x^+y'^-2.:x-2^y—^r^-2ha--j^^-^^^_^-  +  h{k  +  h)  =  {x-M?  +  {y-yi)- 


donne 


et 


Xi  =  Cí,      ?/i  =  p, 


2Gyi    ,  ^,       ,    F  C'2 


En  comparant  cette  équation  :i  1'équation  (13),  on  conclut  que  les  foyers  sont  situes  sur 
les  circonférences  des  cercles  exprimes  par  cette  dernière  équation.  Donc,  les  points  d'ln- 
tersection  de  chacune  des  paraboles  représentées  par  1'équation  (7)  avec  la  circonférence  du  cercle 
directeur  correspondant  à  la  mcme  valeur  de  h,  sont  les  foyers  ordinaires  de  la  courbe.  Ce 
théorème  est  dii  à  Hart  (Salmon:  Courbes  planes.  Paris,  1884,  n."^  168  et  271). 

On  voit  de  même,  au  moyen  des  équations  (12)  et  (14),  que  ce  théorème  a  lieu  quaud 
Tune  des  valeurs  de  h  est  nuUe.  Quand  la  courbe  a  un  axe  et  quand  elle  est  unicursale,  ce 
théorème  doit  subir  des  modifications  qu'on  va  voir. 

87.  On  a  vu  au  n."  78  que,  si  — A'  est  une  des  raeines  de  (10),  Tune  des  para- 
boles (7)  se  réduit  à  deux  droites,  qui  coincident  avec  Taxe  des  abscisses.  Dans  ce  cas,  le 
théorème  précédent  ne  donne  pas  les  foyers  correspondants  à  cette  valeur  de  h ;  nous 
allons  donc  les  chercher  directement. 

Remarquons,  pour  cela,  que  ia  condition  pour  que  le  point  (x\,  0)  soit  un  foyer  de  (3), 
c'est  que  chacune  des  droites  représentées  par  Téquation 

y  =  +  í  (a;  —  Xi) 
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coupe  cette  courbe  en  deux  points  coíncidants.  Mais  les  valeurs  que  x  prend  aiix  points  d'mter- 
section  de  cea  droites  avec  la  cubique  sont  données  par  Téquation 

(2íc,  -  A  +  A')  x^  -  (x\  +  2  A'íc,  +  C)  £c  +  A'£cf  -  F  =  O, 
dont  les  deux  racines  sont  égales  quand 


(17) 


1  xj  -  4  A'x'3  +  (2C  +  4  AA')  xf  +  (8F  +  4CA')  £ci 
j  +C2  +  4F(A'-A)  =  0. 


Donc,  les  valeurs   de   Xí  données  par  cette  dernière  équation  représentent  les  abscisses  des 
foyers  cherehés. 

88.  La  méthode  employée  précédemment  pour  déterminer  les  foyers  des  cubiques  cir- 
culaires  est  applicable  à  toutes  les  courbes  de  ce  nom,  qu'elles  soient  ou  non  unicursales. 
Mais,  dans  le  premier  cas,  eile  donne  des  solutions  qui  ne  satisfont  pas  à  la  qiiestion.  Cette 
circonstance  resulte  de  ce  que,  si  la  cubique  donnée  est  unicursale,  la  méthode  rapportée, 
fondée  sur  la  théorie  considérée  aux  n."'  78  à  80,  alors  ne  determine  pas  seulement  les  centres 
des  cercies  bitangents  de  rayon  nul;  elle  determine  encore  les  cercles  simplement  tangents 
de  rayon  nul  passant  par  le  point  double  de  Ia  cubique,  c'est-à-dire  les  points  par  lesquels 
on  peut  mener  à  cette  courbe  une  tangente  dont  le  ccefficient  angulaire  soit  égal  à  +  *  ou 
—  i  et  encore  une  autre  droite  qui  passe  par  le  point  double  et  dont  le  coeffieient  angulaire 
soit,  respectivement,  égal  k  —i  ou  -f  i.  Nous  devons  toutefois  ajouter  que  quelques  auteurs 
donnent  à  la  notion  de  foyer  un  sens  plus  étendu,  de  manière  à  comprendre  tous  les  points 
qu'on  vient  de  considérer,  en  désignant  par  ce  mot  tous  les  points  ou  passent  deux  droites 
de  coeffieient  égal  à  +i  et  — i  qui  coupent  la  courbe  en  deux  points  confondus. 

Nous  devons  rappeler  ici  qu'on  a  déjà  indique  au  n."  28  une  méthode  pour  déterminer  les 
foyers  ordinaires  des  cubiques  circulaires  unicursales,  fondée  sur  Ia  propriété  dont  jouissent 
ces  courbes  d'être  inverses  des  coniques. 

89.  Pour  appliquer  les  doctrines  qa'on  vient  d'exposer,  considérons  en  premier  lieu  la 
strophoide  droite,  qui  a  pour  équation  (n."  39) 

{x^^-^/)x=a{x^--^f). 
On  a  alors 

A  =  a,     A'  =  -a,     C  =  0,     C  =  O,     F  =  0; 

et,  par  conséquent,  Téquation  (10)  donne 

h  =  0,     h  =  a,  h  =  —  a. 
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À  la  première  solution  correspond  la  parabole  représentée  par  Téquation 

1   ,  r- 

et  les  cercles  exprimes  par  ces  aiitres,  données  par  les  formules  (12)  et  (14): 

{X  -  «)2  +  (2/  -  p)2  =  «2  +  p2^       X^  4-  Y2  =  0. 

La  courbe  considérée  est  donc  Tenveloppe  des  cercles  representes  par  la  première  équa 
tion,  dont  les  centres  sont  situes  sur  la  parabole.  Ces  cercles  passent  par  le  point  doiible 
et  ne  sont  pas  bitangents  à  la  cubique  ;  les  quatre  points  d'intersection  de  la  parabole  avec 
le  cercle  directeur  X-+Y-  =  0  ne  sont  pas  donc  foyers  de  cette  cubique. 

A  la  solution  h  =  —  a  correspond  la  parabole 

et  les  cercles 

x^-^if-  2oix  -  2'ínj  +  2fla  =  O,      X2  +  Y2  -  2«  X  =  0. 

La  courbe  est  alors  Fenveloppe  des  cercles  representes  par  la  première  éqnation,  qui  ont 
les  centres  sur  la  parabole,  et  le  cercle  represente  par  la  dernière  éqnation  coupe  la 
parabole  au  point  (0^  0),  qui  coincide  avec  le  point  double  de  la  cubique,  et  aux  points 
( — 2a,  +2ai  V  2),  qui  sont  les  foyers  imaginaires  de  cette  cubique. 

A  la  solution  h^^a  correspond  la  droite  |5  =  O,  et  les  foyers  placés  sur  cette  droite  sont 
alors  determines  par  Téquation 

ojj  +  4aa;J  —  4a*  x^  =  O, 
dont  on  déduit  que  les  coordonnées  des  foyers  réels  de  la  strophoíde  sont 

[-2a(l±í/2),  0]. 
Comme  deuxième  application,  considérons  la  cissoíde  de  Diocíès 

(x^  +  f-)x=2af. 

L'équation  (10)  donne  alors  pour  h  ces  valeurs: 

;,  =  0,     h  =  -2a. 
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A  la  première  correspond  Ia  parabole 

4a 

et  les  cercles 

la  cubique  considérée  est  done  Tenveloppe  des  cercles  representes  par  la  première  de  ces 
équations,  qui  ont  leur  centre  sur  la  parabole.  Ces  cercles  passent  par  le  point  de  rebrous- 
sement  de  la  cubique  et  ne  sont  pas  bitangents  à  cette  courbe;  les  points  d'inter8ection  de  la 
parabole  avec  le  cercle  X-  +  Y-  =  0  ne  sont  pas  donc  foyers  de  la  cissoide  considérée. 

A  la  solution  h  =  —2a  correspond  la  droite  |5  =  0;  les  foyers  situées  sur  cette  droite  sont 
determines  par  Téquation 

ajj  —  8  aícj  =  O, 
laquelle  fait  voir  que  la  cissoiãe  de  Dioclès  a  un  foyer  dont  les  coordonnées  sont  (8o,  0). 

90.  L'équation  des  cercles  representes  par  Féquation  (11),  ou  a  est  determine  par  (7), 
peut  être  mise  sous  la  forme 

íc2  +  /  +  23V  +  p-^U  =  W, 

et  Tun  de  ces  cercles,  correspondant  à  une  valeur  de  Jj  convenablement  choise,  doit  se  réduire 
à  0.-  +  ?/^'  =  O,  quand  on  prend  Tun  des  foyers  de  la  cubique  donnée  pour  origine  des  coordon- 
nées auxquelles  elle  est  rapportée.  Cette  équation  prend  alors  Ia  forme 

x^'  +  f  +  2^Y+P'U  =  0; 

et,  comme  la  cubique  est  l'enveloppe  de  ces  cercles,  ,8  étant  le  paramètre  arbitraire,  son 
équation  peut  être  réduite  à  Ia  forme 

Cela  pose,  supposons  que  la  courbe  ait  quatre  foyers  réeis  sur  Tune  des  circonférences 
représentées  par  (13)  ou  (14),  qu'un  de  ces  foyers  soit  pris  pour  origine  des  coordonnées  et 
que  (ai,  &i)  et  {a^,  ò»)  soient  les  coordonnées  de  deux  des  autres.  II  doit  exister  deux  nom- 
bres  Pi  et  ^-i  tels  qu'on  ait 

a;2-fz/2  +  2p,V  +  p?U  =  (a;-a,)2  +  (?/-ò,)2=p?, 
x^  +  2f-  +  2^iY  +  ^1  J]  =  {x-  aif  +  (y  -  hf-  =  f4, 
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ou,  en  éliminant  V  au  moyen  de  Féquation  antérieure  et  en  posant  x--\-y-  =  ^-, 

ou  enfin 

(18)  (Pj-p,)Po  =  p.p,-?,p.2. 

Donc,  les  ãisfances  ães  poinfs  de  la  cubique  donnée  à  trois  foyers  reels  placés  sur  la  cir- 
conférence  d'un  même  cercle  directeur,  sont  liées  par  une  relation  Unéaire  homogene. 

II  est  convient  de  rappeler  qu'on  a  donné  au  n.°  29  un  théorème  analogue,  pour  le  cas 
des  cubiques  eirculaires  qui  ont  un  noeud,  ou  figure  ce  point  et  les  deux  foyers  que  la  cubique 
possède  dans  ce  cas. 

91.  Revenons  à  la  considération  du  foyer  singulier  de  la  cubique  (3),  pour  rapporter 
Téquation  de  cette  courbe  à  ce  point  comme  origine  des  coordonnées.  Cette  équation  est,  en 
effet,  utile  en  quelques  questions. 

En  posant  pour  cela 

*  =  «'+Y(A-A'),     y  =  y', 
on  trouve 

8  («-  +  y'-)x  =  4  (3A'-  A)  (a;^  +  y^')  +  2  [(A  -  A')  (3A'  -  A)  +  8C]  x  +  16  C'y 

+  8F  +  8C  (A  -  A')  +  ( A  +  A')  (A  -  A')-. 

On  voit  au  moyen  de  cette  formule  que  la  condition  pour  qu'une  cubique  circulaire  passe 
par  son  foyer,  c'est  que  son  équation  ait  la  forme 

(19)  (x2  +y^-)x=  M  (x2  +  2,2)  +  Nx  +  P^, 

quand  on  prend  ce  foyer  pour  origine  et  une  parallèie  à  Tasymptote  réelle  pour  axe  des 
ordonnées.  Donc  (n."  52),  les  cubiques  eirculaires  ayant  le  foyer  singulier  sttr  la  courbe  coin- 
cident  avec  les  focales  de  Van  Eees. 

92.  Si  Ton  prend  pour  origine  des  coordonnées  le  point  ou  une  cubique  circulaire  quel- 
conque  coupe  son  asymptote  réelle,  et  pour  axe  des  ordonnées  cette  droite,  Téquation  de  la 
cubique  aura  la  forme 

(a;2  -\^yi  —  2ax  —  2by)  x  +  2Cíc  +  2C'y  =  O, 
ou,  en  coordonnées  polaires, 

p2  cos  e  —  2p  cos  6  (a  cos  6  + 1  sin  6)  +  2C  cos  d  +  2C'  sin  6  =  0. 
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On  a  donc  la  relation 

pi  +  p2  =  2  (a  cos  6  +  6  sin  6) 

d'ou  resulte  le  théorème  suivant: 

Toute  cubique  circulaire  est  la  cissoidale  d'elle  rnême  et  du  cercle  qui  passe  par  le  point  ou 
elle  est  coupêe  par  Vasymptote  réelle  et  dont  le  centre  coincide  avec  le  foyer  singulier,  le  pre- 
mier  de  ces  points  étant  pris  pour  pule. 

Nous  avons  donné  ce  théorème  dans  un  article  inséré  aux  Nouvélles  Annales  de  Mathé- 
matiques  (4.*  série,  t.  Vi),  oíi  nous  avons  même  démontré  que  les  cubiques  circulaires  sont 
les  seules  cubiques  qui  puissent  être  les  cissoidales  d'elies  mêmes  et  d'un  cercle. 

93.     Nous  allons  indiquer  maintenant  une  manière  de  construire  les  cubiques  circulaires. 
Considérons  Téquation 

(20)  x{x'--^y^)  +  ax''  +  hxy-\-^f'  =  0, 

qui  represente  (n."  30)  la  podaire  de  la  parabole 

(21)  (y^hf^2p{x  +  a) 

par  rapport  à  rorigine  des  coordonnées,  et  faisons  te  =p  cos  6,  y=únO,  pour  rapporter  cette 
cubique  aux  coordonnées  polaires.  On  trouve 

p  cos  e  -f  a  cos2  e  +  è  sin  Ô  cos  e  +  -^  sin^  Ô  =  0. 
Eliminons  maintenant  p  entre  cette  éqiiation  et  celle-ci: 

p-  =  {pi  — pj-  +  wS 

ce  qui  donne 

P?  +  ^- 

et  faisons  ensuite  a;'  =  picos6,   y  =  pisin6.  On  trouve  léquation 

(22)  a^  (a;'2  +  y<^)  +  2  (  ax'^  +  Jar'y  +  |-  y'^^  +  m^  x'  =  O, 

rapportée    aux    mêmes   axes    que    Téquation    (20),    qui    represente    une    cubique   circulaire 
coincidant  avec  celle  qui   est  représentée  par  Téquation  (16),  quand  on  determine  a,  b  et  p 
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au  moyen  des  équations 


(23)  2a=-(A  +  3A),     6  =  - xm  >    p  =  -{A'  +  h). 


On  peut  donc  construire  cette  cubique  en  traçant  d'abord  la  cubique  unieursale  repré- 
seutée  par  réquation  (20),  et  prenant  ensuite  sur  cliaque  droite  qui  passe  par  Torigine, 
à  partir  du  point  L  oii  elle  coupe  cette  dernière  courbe,  en  les  deux  directions,  des  segments 
égaux  à  V^p- — m'^,  p  désignant  le  vecteur  de  ce  point.  On  obtient  ainsi  deux  points  M  et  M'  de 
la  cubique  (22). 

Les  vecteurs  de  ces  points  vérifient  la  condition  OM  .  OM'  =  »i-,  et  ils  sont  par  suite 
inverses  l'Hn  de  Tautre. 

9-1.  La  méthode  pour  la  eonstruetion  des  cubiques  circulaires  qu'on  vient  d'indiquer, 
est  due  à  Casey  (Transactions  of  the  Eoy(d  Irish  Acaãemy  of  Dublin,  18fi7,  t.  Xsiv).  Nous 
venons  de  Texposer  d'une  manière  différente  de  celle  suivie  par  cet  illustre  géomètre, 
de  mode  à  reudre  explicite  le  role  qui  y  joue  la  cubique  représentée  par  Téquation  (20), 
laquelle  peut  être  construite  au  luoyen  de  la  parabole  dont  elle  est  Ia  podaire,  comme  fait 
implicitement  Casey,  ou  au  moyen  de  la  circonférence  et  de  la  droite  dont  elle  est  la 
cissoidale,  ce  qui  est  plus  simple.  Quand  on  veut  construire  la  cubique  représentée  par  l'équa- 
tion  (16),  les  équations  de  cette  circonférence  et  de  cette  druite  sont 

X--  +y'-+[h-   ^~^^J  x'  +  -^^ y'  =  O,     X'  =  4  (A'  +  A), 

comme  on  le  voit  au  moyen  des  formules  (9)  du  n."  30  et  des  formules  (23)  du  n."  95. 
L'équation  de  la  parabole  employée  dans  cette  eonstruetion  se  réduit  à  Ia  sui vante: 


A'^A 


^'     '   =-2(A'  +  /í) 


X  — ;^  (A  +  oh) 


quand  on  veut  obtenir  la  cubique  (^3).  Pour  comparer  cette  parabole  à  celle  qui  est  repré- 
sentée par  réquation  (7),  rapportons  la  dernière  aux  mêmes  axes  auxquels  est  rapportée 
la  première,    c"est-;i-dire    aux   axes    auxquels    sont    rapportées    les   cubiques    (16)   et   (20). 

C 
En   changeant,    pour  cela,    dans  équation   (7)  a  en  a  —  /;  et  ,3  en   ,3 , - ,  on  voit   que 

A     1   /Z 

ces  paraboles  coincideiit. 

La  cubique  (3j  peut  donc  être  construite  par  la  métbode  precedente  au  moyen  de  la 
podaire  d'une  des  paraboles  représentées  par  Téquation  (7),  rapportée  au  centre  du  cercle 
directeur  correspondant. 

II  resulte  encore  de  ce  qui  precede  que,  si  par  le  centre  O  d'un  cercle  directeur  on  trace 
une  droite  quelconque    OL,   la  perpendiculaire  à  cette  droite,  menée  par   le  milieu  L  de  la 
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corcle  íMM'  comprise  entre  deux  points  de  la  cubique  inverses  Tun  de  Tautre,  est  tangente  à 
la  parabole  (7)  correspondante  ;  et  cette  parabole  est  donc  Tenveioppe  des  droites  qu'on 
obtient  aiiisi. 

05.  Les  normales  à  la  cubique  circulaire  (3)  axwc  points  M  et  M'  oò,  elle  est  coiipée  par 
une  droite  passant  par  le  centre  O  d'un  cercle  directeur,  se  rencontrent  aupoint  de  la  parabole  (7) 
correspondante  oh  cette  dernière  courbe  est  tangente  à  la  perpendiculaire  à  MM'  conduite  par 
le  milieu  de  ce  segment. 

Eii  eíFet,  comme  par  les  points  M  et  M'  passe  un  cercle  tangente  à  la  cubique  considérée 
en  ces  deux  points  (n."  82),  les  normales  à  cette  cubique  aux  mêmes  points  passent  par  le 
centre  de  ce  cercle,  et  le  point  oii  elles  se  coupent  est  donc  situe  (n."  78)  sur  la  parabole 
considérée.  Mais,  d'iin  autre  côté,  ce  point  doit  être  situe  sur  la  perpendiculaire  ;\  MM'  qui 
passe  par  le  milieu  de  ce  segment.  Donc  il  coincide  avec  le  point  ou  cette  droite  est  tangente 
à  la  parabole. 

II  resulte  de  ce  théorème  une  manière  facile  de  construire  les  normales  à  la  cubique  (22), 
quand  on  emploíe,  pour  construire  cette  courbe,  la  parabole  (21). 

96.  On  peut  construire  aisément  le  cercle  osculateur  des  cubiques  circulaires  en  tenant 
compte  du  théorème  suivant: 

Si  un  cercle  coupe  une  cubique  circulaire  en  qxMtre  points  A,  B,  C  et  D,  Je$  droites  AB 
et  CD  {ou  AO  et  BD,  ou  AD  et  BC)  coupent  la  mime  courbe  cl  deux  autres  points  E  et  F,  te^.s 
que  la  droite  EF  est  parallèle  à  Vasymptote  réelle. 

Pour  démontrer  ce  théorème,  prenons  pour  axes  des  abscisses  et  des  ordonnées,  respecti- 
vement,  les  droites  AC  et  AB,  et  remarquons  que  Féquation  de  la  cubique,  rapportóe  à  ces 
axes,  prend  la  forme 

{x'-  +  y-  +  'K.xy)  {px  +  qy)  =  kix^  +  liixy  -f  Ci^^  +  Dix  +  Ejy, 

et  que,  si  Ton  pose  AC  =  a  et  AB  =  6,  cette  équation  doit  donner  x  =  0  et  x=a,  quand 
on  fait  y  =  0,  et  y  =  0  et  y=b,  quand  on  fait  a;  =  O ;  ses  coefficients  doivent  donc  satisfaire 
aux  conditions 

]}x^  —  Aias-  —  Dia;  =px  (x  —  a)  (x  —  X), 

qf  -  Ci.y- -  Eiy  =  qy{y-  b)  (y -  h), 
et  on  peut  donc  mettre  Téquation  considérée  sous  la  forme 

[x{x  —  a)  +  Kxy  +  y{y  —  b)]  (px  +  qy)  =  A2x(x~a)  +  B-2xy+Cfy(y  —  b). 

Le  cercle  considere  passe  aussi  par  les  points  A,  B  et  C,  et  son  équation,  rapportée 
aux  mêmes  axes,  prend  la  forme 

x(x  —  a)  +  Kxy  -\-  y(jj  —  h)  =  0. 
VOL.   IV  K 
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Cela  pose,  en  éliminant  y{y  —  ò)  entre  ces  deux  équations,    on   obtient   léquation  íc  =  0, 
qui  represente  la  droite  AB,  et  Téquation 


( Aa  -  Cs)  {x  -  a)  +  (B2  -  KC2)  ?/  =  O, 


qui  doit  representar  ia  droite  CD;  et,  en  substituant  dans  Téquation  de  la  cubique  à  B23/  la 
valeur  donnée  par  celle  qu'on  vient  d'écrire,  on  obtient  réquation  du  cercle  donné,  et,  en 
outre,  réquation 

^x  +  23/  =  C2, 

qui  represente  une  droite.  Ce  cercle  et  cette  droite  doivent  donc  passer  par  les  trois  points 
d'intersectioa  de  CD  avec  la  cubique,  et,  comme  le  cercle  passe  par  D  et  C,  la  droite  doit 
passer  par  le  troisième  point  F. 

En  posant  maintenant  ic  =  0  dans  cette  dernière  équalion  et  dans  celle  de  la  cubique,  on 
voit  que  la  droite  qu'elle  represente  passe  aussi  par  le  point  E  ou  la  droite  AB  coupe  cette 
courbe;  et,  comme  sou  coefficient  angulaire  est  égal  à  celui  de  Tasymptote  de  la  cubique, 
elle  est  parallèle  à  cette  dernière  droite.  Le  théorème  est  donc  démontré. 

Pour  construire  au  moyen  de  ce  théorème  le  cercle  osculateur  de  la  cubique  donnée  à  un 
quelcouque  de  ses  points,  remarquons  que,  si  les  points  B  et  C  coincident  avec  A,  le  cercle 
considere  ci-dessus  devient  osculateur  et  la  droite  AB  devient  tangente  à  cette  cubique  au 
point  A ;  et  que  alors  cette  tangente  et  la  droite  CD  coupent  la  cubique  en  deux  autres  points 
E  et  F  tels  que  la  droite  EF  est  parallèle  à  Tasymptote.  En  traçant  donc  d'abord  la  tan- 
gente à  la  cubique  au  point  A,  ensuite  par  le  point  E  oíi  elle  coupe  cette  cubique  une  droite 
parallèle  à  Tasymptote,  et  par  le  point  F  oíi  cette  dernière  droite  coupe  la  même  cubique  la 
droite  AF,  on  obtient  le  point  D  oii  le  cercle  osculateur  demande  intercepte  la  courbe. 

Nous  ajouterons  :i  ce  qui  precede  que,  en  appliquant  ;i  Téquation  (Uij  Tanalyse  employée 
au  n.°  25,  on  voit  que  la  valeur  du  rayon  de  courbure  des  cubiqu.es  considérées  aux  points 
oíi  la  tangente  est  parallèle  à  Tasymptote  réelle  est  donnée  par  la  formule 


R== 


2(A'  +  /i) 


Voici  encore  une  autre  conséquence  du  théorème  énoncé  au  commencement  de  ce  para- 
graphe  qu'il  est  utile  de  remarquer.  Supposons  que  le  point  B  coincide  avec  A  et  D  avec  C; 
alors  les  droites  AB  et  CD  deviennent  tangentes  à  la  cubique  et  le  cercle  ABCD  devient 
bitangente  à  la  même  courbe,  et  on  a  ce  corollaire  du  théorème  considere: 

Les  tangentes  á  la  cubique  circulaire  aux  points  de  contact  d'un  cercle  hitangent  coupent  la 
courbe  en  deitx  points  situes  siir  une  parallèle  à  V usymptote  réelle. 

II  resulte  de  cette  proposition  une  méthode  pour  construire  les  cercles  bitangents  passant 
par  un  point  donné  de  la  cubique. 
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9".  La  longueur  des  ares  des  cubiques  circiilaires  unicurscdes  peut  être  obtenue  a» 
moyen  des  intégrales  elliptiques,  et,  en  quelques  cas  particuliers,  au  moyen  des  fonctions 
élémentaires. 

En  posant,  en  efifet,  7/  =  tx,  dans  Téquation 

on  trouve 

F(<)_  _tF(t) 

ou 

F(0  =  Pi  +  Qi^  +  R.í-; 
et  par  suite 

ds^'         [F  it)f  -2tF  (t)  F'  (O  +  (1  +  f')  [F'  {t)f 

On  voit  donc  que  ãs  dépend  de  la  racine  carrée  d'an  polynôme  du  quatrième  degré  par 
rapport  à  t,  et  que  s  dépend  donc  des  intégrales  elliptiques.  On  a  fait  précédemment  (n."'  43 
et  73)  Ia  réduction  de  Tintégrale  dont  s  dépend  aux  intégrales  normales  de  Legeudre  dans  le 
cas  de  la  strophoide  droite  et  de  la  trisectriee  de  Slaclaurin. 

Si  deux  des  racines  du  polynôme  dont  ds  dépend  sont  égales,  Ia  valeur  de  s  peut  être 
obtenue  au  moyen  des  fonctions  élémentaires.  Cest  ce  qu'il  arrive,  par  exemple,  au  cas  de  la 
cissoide  droite,  comme  on  a  déjà  vu  (n."  9). 

98.  La  cissoide,  les  cubiques  de  Sluse,  les  strophoides,  la  trisectriee  de  Maclaurin  et 
les  focales  de  Van  Rees  sont  les  premières  cubiques  circulaires  qui  ont  été  étudiées. 

La  théorie  générale  de  ces  cubiques  fut  initiée  par  Bjerknes  en  1858  dans  un  mómoire 
publié  au  t.  LV  du  Journal  de  Crelle,  ou  il  a  donné  une  méthode  pour  les  construire  par 
des  droites  et  des  cercies,  et  ou  il  a  indique  quelques  rélations  de  ces  cubiques  avec 
Thyperbole  dont  on  a  fait  usage  précédemment  pour  en  démontrer  quelques  propriétés.  Ensuite 
elle  a  été  considérée  en  beaucoup  de  travaux  (dont  quelques-un?  ont  été  mentionnés  dans 
les  pages  précédents)  principalement  en  eonnexion  avec  celle  des  quartiques  bicirculaires  et 
quelquefois  avec  celle  des  cycliques  sphériques,  courbes  qui  seront  étudiées  plus  tard. 


GHAPITRE  II. 

CUBIQUES  REMARQUABLES  (SUITE). 


Lc  folíum  de  Descartes. 

OO.     La  courbe  représentée  par  Téquation 

(1)  a;^  — 3aa;^-r?/^  =0, 

rapportée  aux  coordonnées  cartêsiennes  ortliogonales,  a  été  considérée  pour  la  première  fois 
par  Descartes  {Oeuvres,  t.  1,  p.  490  et  t.  ii,  p.  313)  en  deux  lettres  adressées  au  Père  Mer- 
senne  le  18  janvier  et  le  23  aoút  1638.  Dans  la  première  de  ces  lettres  le  grand  géomètre, 
qui  croyait  que  la  méthode  des  tangentes  de  Fei-mat  était  applicable  seulement  aux  courbes 
exprimées  par  une  équation  simple,  presente  cette  courbe  cemme  un  exemple  dont  les 
tangentes  ne  pouvaient  pas  s'obtenir  par  cette  méthode ;  dans  la  deuxième  lettre  il  donne  une 
manière  de  construire  les  tangentes  de  la  même  courbe  qui  forment  des  angles  de  4õ°  avec 
les  axes  des  coordonnées.  La  solution  de  ee  problème,  proposé  par  Roberval,  qui  n'avait  pas 
pu  le  résoudre,  fut  aussi  donnée  par  Fermat  (Oeuvres,  t.  U,  p.  169),  par  deux  méthodes 
diíFérentes,  dans  une  lettre  adressée  à  Mersenne  le  22  octobre  1638.  Le  problème  de  la 
détermination  des  tangentes  au  folium  fut  considere  aussi  par  Sluse  dans  une  lettre  à  Huygens 
de  1662  {Oeuvres  de  Huygens,  t.  i\',  p.  246)  et  par  Barrow  dans  ses  Lectiones  geometricae; 
ce  géomètre  ayant  moditié  la  méthode  de  Fermat  de  manière  à  en  rendre  Temploie  plus  facile, 
a  mis  la  courbe  de  Descartes  entre  les  exemples  auxquels,  dans  la  leçon  X,  il  a  appliqué  cette 
méthode,  sous  sa  nouvelle  forme. 

Quelques  années  plus  tard  Huygens  determina  la  forme  de  la  courbe  et  l'expression  de 
la  valeur  de  ses  aires  dans  ime  lettre  addressée  au  Marquis  de  THospital  en  29  décembre 
1092  (Oeuires  de  Huygens,  t.  X,  p.  351  et  374).  Ce  dernier  problème  a  été  résolii  de  nouveau 
par  L'IIospital,  au  moyen  des  méthodes  du  Calcul  integral,  en  deux  lettres  adressées  à 
Huygens  en  1693  (1.  c,  p.  390  et  458)  et  Tun  et  Taiitre  furent  encore  résolus  par  Jean  Bernoulli 
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dans  ses  Lecciones  mathematicae  (Opera,  t.  Iii,  p.  403),  ouvrage  qui  contient  les  leçons  qu'il 
a  données  en  1691  et  1692  à  L'Hospital ;  mais  dans  les  lettres  de  ce  dernier  géomètre  à 
Huygens  qui  se  rapportent  à  ces  questions,  on  ne  fait  pas  mention  des  solutions  de  Bernoulii, 
et  probablement  elles  auront  donc  été  ajoutées  plus  tard  au  texte  de  ces  leçons,  qui  a  été 
publié  seulement  en  1715. 

lOO.  Comme  Téquation  du  folium  ne  varie  pas  quand  on  cliange  x  en  y  ei  y  qv\  x,  on 
voit  que  la  bissectrice  de  Tangle  des  axes  des  coordonnés  est  un  axe  de  la  courbe. 

II  convient  donc  de  faire  une  transformation  des  coordonnées,  en  prenant  cette  bissectrice 
pour  nouvel  axe  des  abscisses.  Pour  cela,  on  doit  employer  les  formules 


x- 


Jí Y_  _     X         Y 

\/2       v/2'       ^"v/2^/2' 


qui  transforment  la  première  équation  de  la  courbe  dans  celle-ci : 


(2) 


y2. 


X^(3a-  V/2X)  _ 
3(a+v/2X)    ' 


cette  substitution  de  Téquation  (2)  à  Téquation  (1)  fut  indiquée  par  Descartes  dans  la  lettre 
à  Mersenne  du  23  aoút,  dont  a  fait  mention  ci-dessus,  et  elle  est  le  premier  exemple  connu,  je 
crois,  de  la  transformation  de  l'équation  d'une  courbe  dans  une  autre  rapportée  à  des  nouveaux 
axes. 

On  voit  aisément  au  moyen  de  cette  dernière  équation  que  la  courbe  considérée  a  la  forme 

indiquée  dans  la  fig.  12,  oíi  O  est  un  point 
doiihle,  KL  une  asymptote,  dont  Téquation  est 

X  =  -i-a/2, 


et  A  un  sommetj   dont   la   distance   à  O  est 
3       ^_ 
égale  --r-  a  V  2;  le  rayon  de  courbure  à  ce  der- 

.  o       / — 

nier  point  est  égal  à  — -^0^2,  c'est-à-dire  à 
lu 

-OA. 

En  posant  Y'  =  O  dans  Téquation 

2YY'  (rt  -r  V/ 2  X)  +  v'2  Y^  =  X  (2a  -  /2  X) 

et  en  éliminant  ensuite  Y  au  moyen  de  l'équa- 
tion  de  la  courbe,  on  trouve 


Fig.  12 


X  =  4-« 


\/í- 
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A  la  pi-emière  de  ces  valeurs  de  X  correspondent  les  points  B'   et  B",   ou  les  tangentes 
sont  parallèles  à  OA;  à  la  deuxième  correspondent  deux  valeurs  imaginaires  de  Y.  Ces  points 
furent  determines  pour  la  premiòre  fois  par  Descartes  et  Fennat,  comme  on  a  déjà  dit  pré 
códemment. 

L'óquation  (2)  donne  iiumédiatement 

lim^r^  =  ±  1  ; 

donc  les  tangentes  à  la  courbe  au  point  double  O  forment  des  angles  de  45°  et   —45"  avec 

son  axe,  et  coincident,  par  conséquent,  avec  les  axes  auxquels  1'équation  (1)   est  rapportée. 

3 
11  est  facile  de  voir  que  les  rayons  de  courbure  à  ce  point  sont  égaux  k  —a. 

Roberval  fut  le  premier  géomètre  qui  a  cherché  la  forme  de  la  cubique  considérée,  à 
laquelle  il  a  donné  le  nom  de  galand  (ancien  terme  français,  synonime  de  noeud  de  riiban) 
et  celui  àe  fieur  dejasmin.  II  a  determine  la  forme  de  la  feuille  OB'AB"0,  mais  ni  ce  géo- 
mètre ni  Descartes  ont  pu  déterminer  la  partie  de  la  courbe  qui  est  située  ;i  gaúche  de  OY, 
ce  qui  indique,  comme  Ta  remarque  P.  Tannery  {Intermédiaire  des  mathématiciens,  t.  iv, 
p.  126),  qu'ils  ne  possédaient  encore  la  notion  de  coordonnée  nógative.  La  forme  de 
cette  partie  de  la  cubique  a  óté  indiquée,  comme  on  a  déjà  dit,  par  Huygens  et  par  Jean 
Bernouilli. 

lOl.     Je  vais  indiquer  maintenant  quelques  manières  de  tracer  le  folium  de  Descartes. 

On  déduit  un  premier  preces  pour  feire  cette  construction  de  Téquation  polaire  de  cette 
cubique: 

3a(2cos2e-l) 


en  la  niettant  sous  la  forme 


v/2  (3  cos  e  —  2  eos3  0) ' 


2b  cos  6 - 


cos  d  \  cos  6 

P^ Sè 

2Ò  cos  d 


cos  6 

o  _ 

oíi  b  =  ---av2. 

Traçons,  en  effet,  une  circonférence  de  rayons  égal  k  ~  b   ayant   le    centre   au   point    C 

fjif/.  12),  la  tangente  à  cette  circonférence  au  point  A  et  la  droite  OS.  En  prenant  ensuite 
sur  cette  droite  un  segment  BU,  égal  à  BS,  et  en  représentant  par  6  Tangle  SOA,  on 
trouve 

OS  =  -^  ,     OB  =  i  cos  O, 
cos  u 


et  par  conséquent 


On  a  par  suite 
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OU  =  OB  -  (OS  -  OB)  =  2h  cos  6 ^, 

coso 

OS  +  US  =  OS  +  2(OS-OB)  =  -^-2?>eose. 

cos  e 


OS -OU 


On  obtient  dono  le  point  M  de  la  courbe  situe  sur  la  droite  OS  en  construisant  une  qua- 
rième  proportionnelle  aux  trois  segments 

OS,     OU,     OS  +  US. 

I02.  A  chaque  folium  de  Descartes  correspond  une  trisectrice  de  Maclaurin^eWe  que  les 
coordonnées  (X,  Y)  et  (x,  y)  des  deux  cubiques  sont  liées  par  les  relations  (IVIaclaurin : 
Traité  des  Fluxions,  traduction  de  Pesenas,  t.  i,  p.  198) 

a;  =  X,     y=\^lY. 

En  efíet,  en  posant  aj  = ^  dans  réquation  de  la  trisectrice  (n."  69) 

3ai+a3 

w*  =  x^ > 

■^  cu  —  x 

on  obtient  celle-ci: 

a;2(3fl  — t/2a;) 


y'- 


a  +  \/2x      ' 


qui  se  réduit  à  réquation  (2)  quand  on  remplace  a;  et  ^  par  les  valeurs  éerites  ci-dessus. 

II  resulte  de  ce  qui  precede  une  deuxièrae  manière  de  construire  le   foliumde  Descartes. 

Le  folium  et  la  trisectrice  quon  vient  de  considérer  ont  la  même  asymptote  et  le  même 
axe,  et  la  sous-normale  de  la  deuxième  courbe  est  triple  de  celle  de  la  preraière. 

103.     En  écrivant  léquation  (2)  sous  la  forme 

\/2,  (P  +  3Y»)  X  =  3a  (X^  -  Y^) 

on  voit  que  le  folium  de  Descartes  appartient  à  le  classe  de  cubiques  considórées  aux  u.°*  22 
et  23.  En  lui  appliquant  la  doctrine  exposée  au  n.°  22,  on  voit  que  cette  courbe  est  la  eis- 
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soídale  de  l'ellipse  et  de  la  droite  représentées  par  les  équations 

par  rapport  à  Torigine  des  coordonnées,  qui  coincide  avec  un  sommet  de  Tellipse. 

Nous  remarquerons  encore  que  cette  droite  coincide  avec  Tasymptote  de  la  cubique  et  que 

^        l/6  ,       ,     .      ,                 ,2 

les  demi-axes  de  Teilipse  sont  égaux  à  «V  2  et  ~7^a,  c'est-à-dire  à  20D  et  à—  de  Tabscisse 

o  o 
des  points  B'  et  B". 

De  ce  qu'on  vient  de  dire  à  ce  n."  et  au  précédent  résultent  deux  modes  de  construire 
la  cubique  de  Descartes;  mais  ils  peuvent  être  rattachés  Tun  à  Tautre,  puisque  les  coordon- 
nées de  la  circonférence  dont  la  trisectrice  considérée  au  n."  précédent  est  la  cissoidaie  et  de 
la  conique  dont  le  folium  est  la  cissoidaie  sont  liées  par  les  mêmes  relations  a;  =  X  et 
y  =  \  3  Y  que  ces  deux  cubiques. 

104.  Le  folium  de  Descartes  est  une  cubique  unicursale.  En  posant  en  (1)  y  =  tx,  on 
obtient  les  expressions  suivantes  de  a;  et  y  en  fonction  du  paramètre  t: 

3aí  'òaf- 


On  voit  au  moyen  de  ces  équations,  comme  au  n."  ÕO,  que  les  valeurs  que  t  prend  aux 
points  oíi  la  droite  représentée  par  Téquation 

ux  +  vy  =  1 

coupe  le  folium,  vérifient  la  condition 

íj  )Í2  Í3  -f  1  =  0. 

Si  cette  droite  passe  par  un  point  d'inflexion  de  la  eourbe,  on  a  à  ee  point  ti=f-2^t-i-^ 
et,  par  conséquent,  /J  +  1  =  0.  Cette  équation  donne  pour  ti  trois  valeurs  distinctes,  auxquelles 
correspondent  trois  points  d'inflexion,  un  réel  t-t  deux  iraaginaires,  situes  tous  à  Tinfini. 

Si  la  droite  considérée  est  tangente  à  la  cubique,  on  a  íi=Í2,  et  Téquation  precedente 
prend  la  forme 

/^/3  +  l=0. 

On  determine  au  moyen  de  cette  équation  la  valeur  que  t  prend  au  point  de  cont^xct  de 
la  eourbe  avec  la  tangente  qui  passe  par  le  point  ou  ce  paramètre  a  la  valeur  donnée  h ; 
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ou,  réciproquement,  la  valeiír  que  t  prend  au  point  oh.  la  cubique  est  coupée  par  la  tangente 
au  point  oii  le  même  paramètre  prend  la  valeur  donnée  ti. 

lOõ.  Pour  déterminer  Faire  comprise  entre  un  are  du  folium,  Taxe  de  cette  courbe  et  les 
parallèles  à  Taxe  des  ordonnées  passant  par  les  points  dout  les  abscisses  sont  X,,  et  Xi,  on 
peut  employer  la  formule 


J  *      «+/2X 


qui,  en  posant 


3a-t/2"X 

a+/2X 


et  en  intégrant,  donne  cette  autre : 


A  =  - 


4a2 

\        "' 

4 

í/3 

[(1+z?)* 

(1+z?)^ 

ou  Zq  e  zi  représentent  les  valeurs   que  z  prend  aux  points  dont  les  abscisses  sont  égales  à 
Xo  et  X,.  g 

En  faisant  Xp  =  0  et  Xi  =-^  av  2,  et  par  suite  Zq=  v'o  et  2i=0,   on  trouve  que  la 

valeur  Ai  de  Taire  de  la  boucle  est  celle-ci: 


Ai  = 


3a2 


En  posant  Xp  =  0  et  Xi  = — —av2,  et  par  suite  5p=  V  3    et  zi  =  oo,   on  voit  que   la 

"^  3 

valeur  de  Taire  comprise  entre  la  courbe  et  Ta  asymptote  est  aussi  égale  à  -^  a-, 

En  partant  de  Téquation  (1)  on  obtient  aussi  aisóment  la  valeur  de  Faire  B  comprise 
entre  un  are  du  folium,  Tune  des  tangentes  au  point  double  et  deux  droites  parallèles  à 
Tautre.  , 

SC 

En  posant,  en  effet,  y— — ^  dans  Téquation  (1),  on  trouve 


x^ -f  w"  =  3ait^,     2u-'  du  +  x-dx  =  ia  ii^  du, 


<?t,  par  conséquent, 


1  ydx=  I  — 5-  dx  =  1  {4au  —  2it^)  du  ■■ 


ax-        1     03*         1 


■2 Tl^-^T^^  +  Y^V 


1         ^2 
V 
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Donc,  en  représentant  par  (a-f,,  ?/„)  et  (zi,  yi)  les  coordonnées  des  extremités  de  Tare 
considere,  on  trouve  le  résultat  suivant: 

B  =  Y(''^'yi-^o2/o)  +  Y«(-^J -^)' 

obtenu  par  Huygens  (1.  c),  par  L'Hospital  (1.  c.)  et  par  Jean  Bernoulli  (1.  c). 

106.  Le  volume  du  solide  limite  par  la  surface  de  révolution  engendrée  par  l'arc  dii 
folium  compris  entre  Torigine  des  coordonnées  et  le  point  (X,  0),  quand  il  tourne  autour 
de  OX,    et  par   un  plan  perpendiculaire   à   cet   axe  en   ce  point  est  exprime  par  la  formule 

d'ou  resulte,   en  posant  X==-^av/2,  Texpression  suivante  le  volume  du  solide  engendre  par 
la  feuille : 

V  = -^^  to3  log  2  -  ^  a»  l/2 . 

Le  problème  qu'on  vient  de  considérer  a  étó  résolu  par  Huygens,  qui  a  communiqué  sa 
solution  à  L'Hospital  dans  une  lettre  du  23  juillet  1693  {Oeuvres  ãe  Huygens,  t.  x,  p.  461). 


II. 
Les  eoiirbes  quaiTablos  algíbriquemcnt.  Le  trèfle. 

107.  On  a  vu  au  n."  105  que  le  folium  de  Descartes  est  une  courbe  quarrable  algébri- 
quement,  et  ce  résultat  suggère  Tidée  de  chercher  toutes  les  cubiques  qui  satisfont  à  cette 
condition.  Cette  question  a  été  étudiée  par  Maximilien  Marie  dans  les  Nouvelles  Annales  de 
Mathêmatiques  (3."  série,  t.  x,  1890)  par  une  méthode  fondée  sur  une  représentation  góomé- 
trique  des  imaginaires,  qui  Ta  amené  aux  courbes  représentées  par  Téquation 


/a 


y^^,.  '(^-3P) 


rapportée  à  des  axes  orthogonaux  ou  obliques. 

Mais  cette  solution  du  problème  énoncé  est  incomplète ;   nous  allons,  en  effet,  démoutrer 
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qu'existent  d'autres  courbes  qui  lui  satisfont.  Mais,  avant  cela,  nous  dirons  quelques  mots 
sur  la  classiiication  des  cubiques  donnée  par  Newton  dans  son  Enumeratio  linearum  tertii  or- 
dinis,  ouvrage  publié  ea  1701,  dans  laquelle  nous  nous  baserons  pour  étudier  la  question 
mentionnée. 

10$.     Considérons  réquation  générale  des  cubiques 

Ax^  +  Bx^y  +  Qxy*-  +  'Dy^  +  Ex^  +  ¥xy  +  G^/^  +  Ha;  +  Kt/  +  L  =  0. 

En  remarquant  qu'on  a 

Aa;'  +  Bx-y  -\-  Cxy^  +  Dy^  =A(x  —  aiy)  [x  —  a^y)  (x  —  a^y), 

ai,  ai  et  03  étant  les  racines  de  Téquation 

on  peut  mettre  Féquation  considérée  sous  la  forme 

A{x  —  aiy)  (x  —  a^y)  (x  —  a^y)  +  Ea;^  +  Fxy  +  G^*  +  H«  +  Ky  +  L  =  O, 

ou  encore,  en  remarquant  qu'une,  au  moins,  des  racines  considérées  est  réelle,  ai  par 
exemple,  et  en  prenant  une  parallèle  à  la  droite  représentée  par  Téquation  x  =  aiy  pour  axe 
des  ordonnées, 

(A)  x  (x^  4-  mxy  +  m/)  =  Eix-  +  Fia;?/  ^  Gi^'  +  Hia;  +  Kijy  +  Li. 

Transportons  maintenant  Torigine  des  coordonnées  à  un  point  {h,  k)  et  prenons  pour  nou- 
vel  axe  des  abscisses  une  droite  qui  fasse  avec  Taxe  primitif  un  angle  égal  à  co.  En  cban- 
geant  pour  cela  £c  et  y  en 

xcoam-^-h,     y -{- k -}- X  sirim, 

et  en  déterminant  h,  k  et  i»  par  les  équations 

2?i  tang  to  -1-  m  =  O, 
„/,_Gi=0,     2n*A:  +  2mGi-JiFi=0, 

qui  expriment  les  conditions  pour  que  soient   nuls   les  coefficients   de  x-y,  y-  et  xy  dans   la 
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nouvelle  éqiiation,  on  obtient  un  résultat  de  la  forme 

(l)  a;^^  -\-ey  =  ax^  -\-  bx^  -\-  cx-\-d. 

Ce  qui  precede  n'a  pas  lieu  quand  ?i=0,  ce  qui  arrive  lorsque  deux  ou  trois  des  racines 
Oi,  «2,  et  az  sont  égales.  Oa  evite  le  premier  de  ces  cas  en  représentant  par  ai  la  racine 
siraple.  Dans  le  second  cas  on  a  aussi  m  =  0  et  rêqiiation  (A)  prend  la  forme 

x^  =  EiíB^  +  Fixy  +  G^y^  +  Hia;  +  Kit/  +  Li ; 
or  cette  équation  peut  être  réduite  à  Ia  forme 

(n)  y'^  =  ax^  -\-  hx^  +  cx  +  <í, 

en  faisant  disparaítre  les  termes  dépendantes  de  xy  et  y  au  moyen  d'un  changement  de 
rorigine  des  coordonnées  et  de  la  direction  de  Taxe  des  abscisses,  quand  Gi  n'est  pas  nul ; 
et,  quand  Gi  =  0,  la  même  équation  peut  être  réduite  à  la  forme 

(lll)  xy^ax^  \})3?  ^  cx  ^  d^ 

si  Fi  est  diíFérente  de  zero.  Si  Fi=0  et  Gi=0,  Téquation  considérée  a  la  forme 

(iv)  y  =  ax^  -\-  bx^  -j-  ca;  +  tZ. 

Les  équations  (l),  (ll),  (lll)  et  (iv)  sont  les  quatre  formes  canoniques  auxquelles  Newton 
a  réduit  Féquation  générale  des  cubiques. 

Cela  pose,  les  cubiques  représentées  par  1'équation  (i)  furent  disposées  par  Newton  en 
trois  classes,  à  savoir  :  1."  celles  qui  correspondent  à  a>0,  c'est-à-dire  celles  qui  ont  trois 
asymptotes  réelles  non  parallèles,  qui!  a  nommé  hyperboles  redond antes ;  2."  celles  qui  cor- 
respondent à  a  <  O,  c'est-à-dire  celles  qui  ont  deux  asymptotes  iraaginaires  non  parallèles, 
qu'il  a  nommé  hyperboles  défectives;  3."  celles  qui  correspondent  à  a  =  0  et  í><0,  lesquelles 
ont  une  seule  asymptote  à  distance  finie,  qu'il  a  nommé  hyperboles  paraboliques,  et  celles 
qui  correspondent  àa=Oet  6  =  0,  dites  les  hyperbolisvies  des  coniques,  par  un  motif  qu'on 
verra  plus  tard.  Les  cubiques  circulaires  et  le  folium  de  Descartes  appartiennent  à  la  deu- 
xième  classe. 

La  cubique  représentée  par  Téquation  (iii)  est  connue  par  le  nom  de  trident,  et  les  cubi- 
ques représentées  par  Téquation  (li)  furent  appellées  par  Newton  ^araèoZes  divergentes;  ces 
courbes  seront  étudiées  bientôt. 

A  la  cubique  représentée  par  Téquation  (iv)  on  a  donné  le  nom  de  parai, ole  cubique  et 
celui  de  parabole  de  Wallis,  et  elle  será  considérée  plus  loin. 
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100.     Cela   pose,    pour  cbercher   les   cubiques   quarrables   algébriquement,   nous   allons 
examinei'  séparément  les  équations  des  quatre  classes  de  cette  énumeralion. 

1."  Les  aires  des  cubiques  représentées  par  Téquation  (i)  dépendent  de  Tintégrale 

^-,       1    /■"      e    ,    V^áx  (ax^  +  bx^  +  cx  +  d)+  e-~\  , 

^=TJL~^- ^ ^ J'^^' 

on  voit  donc  que,  pour  que  le  calcul  soit  indépendant  des  logarithmes  et  des  fonctions 
elliptiques,  il  faut  que  la  constante  e  soit  nulle,  et,  en  outre,  qu  une,  au  moins,  des  racines  de 
Téquation 

ax^  +  bx"^ -\-  cx-{-d  =  0 

soit  égale  à  O  ou  que  deux  de  ces  racines  soient  égales  Fane  à  Tautre  et  différentes  de  zero. 
Dans  le  premier  cas,  on  a  cí  =  0,  et  Téquation  (i)  represente  un  droite  et  une  conique;  dans 
le  deuxième  cas,  U  prend  la  forme 

V=\/ãf{x-^))^'^^dx, 
et,  en  faisant  a  —  x  =  í-x,  on  trouve 

U  =  -^  I  ^j^p^  -  (4i3  +  a)  ^-^^  +  (4P  -  «)  arctang  <J  • 

Cette  formule  fait  voir  que  U  est  une  fonction  algébrique  de  x  quand  a  =  4(3  et  que,  par 
conséquent,  la  courbe  représentée  par  Téquation 


est  quarrable  algébriquement.  Cette  équation  peut  être  réduite  à  la  forme 

/a(x-3^) 


y  =  x\ 


x+^ 


en  transportant  Torigine  des  coordonnées  au   point  ([5,  0),  et  represente,  quand  a  <  O,  le 
foliiim  de  Descartes  et  les  courbes  affines. 

Soit  maintenant  a  =  0.  On  voit  alors  que,  pour  que  le  calcul  des  aires  des  courbes  repré- 
sentées par  Téquation  (i)  soit  indépendante  des  fonctions  elliptiques,  il  faut  que  U  prenne  la 
forme 

dx 
\/~x 


U=V^è/(a:-i3)-P; 
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la  courbe  correspoadante 


\J  X 

est  quarrable  algébriquement,  comine  on  le  voit  iiuraédiatement. 

Si  l'on  a  rt  =  O  et  Z»  =  O,  lea  cubiques  représentées  par  réquation  (l)  sont  quarrables  algé- 
briquement Icrsque  c  =  0,  c'està-dire  quand  cette  équation  a  la  forme 

xy^  =  d. 

Considérons  maiutenant  les  cubiques  représentées  par  l'équation  (ii).    Pour  que  le  calcul 
de  leurs  aires  ne  depende  pas  des  fonctions  elliptiques,  il  faut  que  Téquation 

ax^  +  bx^  -\-  cx-\-  d  =  0 

ait  des  racines  égales.  On  a  alors 


y^  a  {x  —  [3)  \x  —  a, 

et,  comme  Tintégrale  fydx  est  exprimible  par  des  fonctions  algébriques,  on  conciut  qne  les 
courbes  représentées  par  cette  équation  satisfont  au  probíème  proposé. 

On  voit  immédiatement  que  les  cubiques  (iii)  ne  satisfont  pas  au  probíème,  et  que  les 
courbes  représentées  par  (iv)  lui  satisfont. 

De  tout  ce  qui  precede  il  resulte  que  les  courbes  quarrables  algébriquement  sont  repré- 
sentées par  las  équations 


y  =  a;\/"^"'      —  )     y  =  ^~J^'>     »^^^  =  f^^     2/ =  (a;  —  P)  V^a;  —  «,     y  =  ax^^hx^ +  cx-{-d. 

lio.     La  première  des  équations  qu'on  vient  d'écrire  donne  lieu  à  quelques  remarques. 
Les  autres  seront  retouvées  dans  cet  Ouvrage  plus  tard. 

Si  a= ^,  cette  équation  represente  \e  foliuin  de  Descartes,  quand   les  axes   des  coor- 

données  auxquels  elle  est  rapportée  sout  orthogonaux;  si  ces  axes  sont  obliques,  la  même 
équation  represente  une  courbe  dont  la  forme  ne  difTère  pas  de  Ia  forme  de  celle-là  que  par  la 
circonstance  de  posséder  un  diamètre  cônjuge  aux  cordes  parallèles  à  Tasymptote,  au  lieu  d'un 
axe  perpendiculaire  à  cette  asymptote,  et  dont  la  thé.irie  est  une  généralisation  facile  de  celle 
du  folium  de  Descartes.  On  pourrait  nommer  la  nouvelle  courbe  foHum  obliquum.    Si   a  est 

un  norabre  negatif  diíférent  de — --,    Téquation  considérée   represente  une  courbe  affine  des 

o 

precedentes ;  la  trisectrice  de  Maclaurin  est  comprise  dans  ce  cas. 

Les  courbes  correspondantes  aux  valeurs  positives  de  a  furent  désignées  par  Maximilien 
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Jlarie  par  le  nora  de  trèfles.  II  est  facile  de  voir  que  cliacune  de  ces  courbes  est  composée 
d'im  point  isole,  qui  coincide  avee  l'origine  des  coordonnées,  et  de  trois  branches  infinies  ayant 
pour  asyinptotes  les  droites  représentées  par  les  équations 

x  =  -?,     y  =  h{x-2}),     y  =  -h{x-rfy, 

ou  h  =  \  a ,  et  qu'elle  a  trois  foints  d'injl€xion  à  1'infini.  Les  droites  représentées  par  Téqua- 
tion  y  =  -izhx-\- A  coupent  le  trèfle  en  detix  points  dont  les  abscisses  a/  et  a;"  satisfont   à  la 

condition  a;' +  a?"  =  ip  — y- ;  dono  la  courbe  a  deux  diamètres  conjugues  aux  cordes  parallúles 

aux  as_ymptotes  représentées  par  les  deux  dernières  équations,  et  ces  diamètres,  dont  les 
équations  sont,  respectivement,  y  =  — hx  et  y  =  hx,  passent  par  le  point  isole.  L'axe  des 
abscisses  est  aussi  un  diamètre  conjugue  aux  cordes  parallèles  à  Tas^mptote  représentée  par 
la  première  equation. 

Supposons  maintenant  que  les  axes  des  coordonnées  sont  orthogonaux.  Alors,  en  dé- 
signant  par  L|,  L2  et  L3  les  distances  des  points  oíi  la  deuxième  et  la  troisième  asymptote 
coupent  Taxe  des  abscisses  aux  points  oú  rencontrent  la  première,  et  la  distance  des  points 
ou  le  première  coupe  les  deux  dernières,  on  a 


L|  =  La  =  0,3  v/r+^,      L3  =  6-^p. 

On  voit  donc  que  le  triangle  forme  par  les  trois  asymptotes  est  équilatère  quand  h  —  i  /  -^, 
c'e8t-à-dire  quand  Téquation  de  la  cubique  est 


-3P 


3(a;+p)' 

et  par  ce  motif  cette  courbe  fut  alors  nommée  frèflle  equilatere  par  M.  Cazamian  [Nouvelles 
Annales  de  Mnthématiques,  o."  série,  t.  xiii,  1894). 

Ce  trèfle  particulier  fut  étudié  par  G.  de  Longchamps  en  une  Note  insérée  au  Mathesis 
(t.  yiu,  1888,  p.  õ),  ou  il  a  démontré  que  cette  courbe  est  la  polaire  reciproque  d'une  quar- 
tique  qui  será  considérée  plus  loin  sous  le  nom  de  hypocycloide  tricusprdale,  et  qu'elle  est  une 
trisectrice  de  Tangle.  L'équation  polaire  de  la  courbe 

p  cos  od  =-■  3,3 

rend  evidente  cette  propriété  et  fait  voir  que  la  cubique  appartient  à  une  classe  de  courbes 
que  nous  trouverons  plus  tard  sous  le  nom  ã'épis.  Nous  ajouterons  encore  que  le  trèfle  équi- 
latère  est  compris  dans  une  classe  de  cubiques  remarquées  par  Euler  dans  le  tome  11,  n."  351, 
de  V Introductio  in  Analysin  injinitorini},  lesquelles  possèdent  trois  asymptotes  formant  un 
triangle  équilatère. 
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III. 


L'anguinea.  Les  hypcrbolismes  des  coniques. 

111.  Newton,  dans  son  Enumeratio  linearum  tcrtii  ordinis,  ouvrage  publió  en  1701,  a 
donné  le  nom  d'anguinea  (ant/uinée  ou  serpentine)  k  la  courbe  représentée  par  réquation 
suivante,  rapportée  à  deux  axes  formant  im  angle  arbitraire  cu: 

xh/  -\-  aby  —  a^x  =  O, 

ou  aò  >  O :  courbe  qui  est  une  des  soixante-ãouse  espèces  de  cubiques  énumerées  par  le  grand 
géomètre  dans  ce  travail  célebre.  Cette  cubique  avait  été  considérée  antérieurement  par 
L'HospitaI  et  par  Huygens,  en  connexion  avec  la  logarithnique,  comme  auxiliaire  pour  la 
rectification  de  cette  dernière  courbe,  en  des  lettres  adressées  par  Tun  à  Tautre  en  1692,  oú 
sont  étudiés  les  problèmes  de  sa  quadrature  et  de  la  détermination  du  centre  de  gravite 
de  ses  aires  (Oeuvres  de  Huygens,  t.  x,  p.  314,  326  et  342). 
En  mettant  1'équation  precedente  sous  la  forme 


et  en  tenant  compte  de  l'ógalité 


y= 


aj^-j-  ab 


á^-igh—x"-) 
{x^  +  ahf 


on  voit  que  la  courbe  (fig.  13)  passe  par  l'origine  des  coordonnées  et  qu'elle  s'étend  jusqu'à 

Tinfini  dans  le  sens  des  abscisses  positives  et  négatives; 
qu'elle  a  un  centre  en  O;  que  ses  ordonnées  ont  une 
valeur  maxirne  et  une  valeur  minime  aux  points  A  et 
B,  oh.x  =  Vah  et  x  =  —  Vab;  qu'elle  a  une  asymptote 
réelle,  laquelle  coincide  avec  Taxe  des  abscisses,  et 
deux  asyinptotes  imaginaires,  dont  les  équations  sont 
x  =  +  iVab ;  et  qu'elle  a  un  point  double,  situo  à 
rinfini. 
Fig.  13  On  voit  aussi,  au  moyen  de  Téquation 


VOL.    IV 


/  = 


2a^{x^  —  Zab)x 
(!c2  +  aò)3 


M 


> 
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que  la  cubique  considérée  a  un  point  d'inflexion  à  Torigine  O  des  coordonnées,  et  deux  autres 

dont  les  abscisses  sont  égales  à  Voab  et  — Voab.  Au  premier  de  ces  points  on  a  ?/'  =  —,  et 

par  conséquent  la  tangente  à  la  cubique  en  ce  point  passe  par  le  point  (ò,  a);  au  point  d'in- 

flexion  C  on  a  y'  =  —  ^,  et  par  conséquent  la  tangente  à  la  cubique  en  ce  point  est  parallèle 

à  la  droite  qui  coupe  les  axes  des  coordonnées  aux  points  (O,  a)  et  {Sb,  0). 
La  tangente  à  la  cubique  donnée  au  point  (x,  y)  a  pour  équation 

a  V  Y  —  (ah  —  x^)  y'^X  =  2f  x^ ; 

et  l'expression  du  rayon  de  courbure  est,  quand  cu  =  —  5 

_        K^  a*  x^ 
2{x-'--oah)f' 

ou  N  represente  la  longueur  de  la  normale  au  point  (x,  y). 

112.     L'aire  A  comprise  entre   la  courbe,   Taxe  des   abscisses   et  une  droite  parallèle  à 
Taxe  des  ordonnées  est  déterminée  par  la  formule 


A  =  sinu)/    í/da;=^^sinu)log 


x^-\-ah 
ah 


En  particulier,  Taire  Ai  comprise  entre  la  courbe,  Taxe  des  abscisses  et  la  paral- 
lèle AP  à  Taxe  des  ordonnées  menée  par  le  point  oíi  Tordonnée  est  maxime,  est  déterminée 
par  la  formule 

Aí  =  -^  sin  tu  log  2 ; 

et  Taire  A2  comprise  entre  la  courbe,   Taxe   des   abscisses   et  la  parallèle  CR  à  Taxe   des 
ordonnées  qui  passe  par  le  point  d'inflexion  C,  est  donnée  par  la  formule 

A2  =  a-  sin  to  log  2. 
On  voit  donc  que  Taire  de  OAP  est  égale  à  celle  de  ACRP. 

113.  Si  a  et  6  ont  des  signes  contraíres,  la  forme  de  la  courbe  est  dififérente  de  celle  qu'on 
vient  de  voir,  et  le  nom  d'anguinea  ne  lui  convient  pas.  Alors  elle  a  trois  asymptotes  réelles 
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représentóes  par  les  équations  y  =  O,  as  =  \  —  ah  et  te  =  —  v  —  a6,  un  point  d'inflexion  róel  au 
centre  O,  et  deux  points  d'inflexion  imaginaires.  Sa  forme  est  indiquée  dans  la  figure  14,  ou 


Fig.  14 


114.  Les  courbes  qu'on  vient  de  considérer 
appartiennent  à  la  classe  des  cubiques  nommées 
par  Newton  les  hyperbolismes  des  coniques,  que 
iious  étudierons  ici  d'une  manière  succinte.  Mais, 
d'abord,  nous  allons  dire  quelques  mots  sur  la 
transformation  qui  fait  correspondre  à  une  courbe 
(C)  une  autre  (C)  telle  que  les  coordonnées  («,  y) 
de  la  première  soient  lióes  aux  coordonnées  (X,  Y) 
de  la  deuxième  par  les  relations 


(1) 


X: 


xy 


Cette  transformation  fut  employée  par  Newton,  qui  a  nommé  la  courbe  (C)  Vhyperbolisme 
de  (C).  On  peut  construire  les  points  et  les  tangentes  d'une  de  ces  courbes  au  moyen  des 
points  et  des  tangentes  de  Tautre  par  une  métliode  três  simple,  que  nous  allons  indiquer,  laquelle 
a  iieu  quelle  que  soit  la  direction  des  axes  des  coordonnées  auxquelles  les  courbes  soient 
rapportées. 

Soient  (Jig.  15)  KL  la  droite  représentée  par  Féquation  y  =  OTu  =  a,  M  et  «i  deux  points 
situes  sur  une  parallèle  MP  à  Taxe  OX  et  B7?i  une  parallèle 
à  Taxe  OY.  Les  triangles  POM  et  LOB  donnent  les  relations 


OP        PM 


PM 


OL 


LB 


Pw 


Fit/.  15 


par  lesquelles  on  voit  que  les  coordonnées   (x,  y)   et  (X,  Y) 
des  points  m  et  M  satisfont  aux  équations  (1). 

Donc,  si  la  courbe  (C)  est  donnée,  on  obtient  le  point  M 
de  (C)  correspondant  au  point  m  de  la  première,  en  menant 
par  m  les  parallèles  mB  et  mP  aux  axes  et  en  traçant  ensuite 
la  droite  OB,  qui  coupe  Pm  au  point  clierché.  Réciproquement,  si  Fon  donne  le  point  M  de  (C), 
on  obtient  le  point  correspondant  in  de  (C),  en  menant  par  le  point  B  oh  OM  coupe  LK  une 
parallèle  à  OY  et  par  M  une  parallèle  à  OX. 

Nous  allons  maintenant  voir  comme  on  peut  obtenir  la  tangente  à  Tune  de  ces  courbes  au 
moyen  de  la  tangente  à  Tautre. 

Les  équations  des  tangentes  à  (C)  au  point  M  et  à  (C)  au  point  vi  correspondant  sont. 
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respectivement, 

et  les  coefficients  angulaires  de  ces  équations  satisfont  à  la  condition 

ãK  ,       dx 

qu'on  obtient  en  différentiant  réquation  X  =  — ^.  En  éliminant  X,  — ; —  et  -r-  entre  ces  trois 
équations,  on  obtient  eelle-ci : 

(y  —  a)  Xi  +  asY  1  =  ícjf, 

que  les  coordounées  du  point  d'intersection  des  deux  tangentes  considérées  doivent  vérifier. 
Or,  cette  équation  represente  uile  droite  passant  par  les  points  (O,  y)  et  (x,  a),  c'e8t-à-dire  par 
les  points  P  et  B ;  et  par  suite  le  point  oíi  les  tangentes  considérées  se  coupent  est  situe  sur 
la  droite  PB.  líous  avons  donc  le  théoi'ème  suivant: 

Les  tangentes  à  (C)  et  (C)  aux  points  correspondants  m  et  M  coupent  la  droite  qid  passe 
par  les  projectíons  de  m  sur  LK  et  srir  OY  à  tm  même  point. 

1J5."     Cela  pose,    considérons  une  conique   quelconque   et  supposons   que    son  équation, 
rapportée  à  deux  axes  formant  un  angle  (o  et  passant  par  un  de  ses  points,   soit 

(2)  AX2  +  BXY  +  CY2  +  DX  +  EY  =  0. 

TV 

En  faisant  X  =         ,  Y  =  y,  et  en  supposant  A  =  1 ,  on  trouve  Tóquation 
x-r/  +  Baxy  +  Ca^y  +  Daa;  +  Ea*  =  O, 

ou,  en  transportant  Torigine  des  coordonnées  au  point  ( — -,  Oj  i 

(3)  x22/  +  Ka;-!  %  +  L  =  0, 
ou 

(4)  .  K  =  Da,     H  =  --^(B2-4C),     L  =  -^(2E-BD), 
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laquelle  represente  Vhyperholisjne  de  la  conique  donnée  correspondante  aux  axes  auxquels 
róquation  de  cette  conique  est  rapportée  et  à  la  droite  Y  =  a.  La  cubique  représentée  par 
cette  équation  a  trois  asymptotes,  dont  les  équations  sont 

y  =  0,     a^=a^/^^,      a;  =  — aV^^^. 

Les  deux  dernières  asymptotes  déterminent  un  noeud^  situe  à  Tinfini,  quand  H  est  diffé- 
rent  de  zero;  ce  noeud  est  réel  quand  H<;0,  c'est-à-dire  quand  Téquation  donnée  represente 
une  hyperhole,  et  est  imaginaire  quand  H]>0,  c'est  àdire  quand  Féquation  donnée  represente 
une  ellipse;  si  H.  =  0,  c'est-à-dire  si  cette  équation  represente  ane  parabole,  ces  asymptotes 
coíncident  et  Ia  cubique  a  un  j^oint  de  rebroiissement  à  Tinfini. 

116.  Róciproquement,  si  la  cubique  représentée  par  Téquation  (3)  est  donnée,  on  peut 
déterminer  au  moyen  des  équations  (4),  d'une  infinité  de  manières,  une  conique  dont  elle  soit 
un  hyperbolisme.  II  est  utile  de  remarquer  quelques-unes. 

1 ."  Faisons  B  =  O,  a  =  1 ;  Téquation  de  la  conique  dont  la  cubique  considéróe  est  un 
hyperbolisme  prend  alors  la  forme 

AX2  +  HY2  +  KX  +  LY  =  0, 

et  les  axes  des  coordonnées  auxquels  la  conique  et  la  cubique  sont  rapportées,  sont  alors 
parallèles  à  un  diamètre  de  la  conique  et  aux  cordes  conjuguées  correspondantes. 

2.°  Voyons,  en  second  lieu,  si  la  même  cubique  (3)  peut  être  un  hyperbolisme  d'un  cercle, 
et,  par  cela,  considérons  Téquation 

(5)  X^  +  Y-  +  2XY cos  (u -  2  (íci  +yi  cos  co)  X -  2  (^i  +  xi  cos  lo)  Y  =  0, 

qui  represente  un  cercle  passant  par  Torigine  des  coordonnées  et  ayant  le  centre  au  point 
(xi,  yi).  Les  équations  (4)  donnent  alors  les  relations 

K  =  —  2  («£  +  2/1  cos  co)  a,     H  =  a-  sin-  oi,     L  =  —  2a-  yi  sin^  u), 

qui  déterminent  a,  Xi  et  yi,  quand  les  constantes  H,  K  et  L  sont  données.  On  peut  dono 
déterminer,  et  de  deux  manières  diíFcrentes,  un  cercle  dont  la  cubique  (3)  soit  un  hyperbo- 
lisme ;  ce  cercle  est  réel  quand  la  constante  H  est  positive,  et  les  axes  auxquels  son  équation  (5) 
est  rapportée  sont  parallèles  à  ceux  auxquels  Téquation  de  la  cubique  est  rapportée  et  passent 
par  le  point  ayant  pour  coordonnées,  dans  ce  dernier  système  d'axes,  (acoso),  0). 
On  voit  de  même  que  Ihyperbole  équilatère  représentée  par  Téquation 

X*  +  Y*  cos  2o)  -f  2  XY  cos  ui  —  2  (a?i  -f  ^j  cos  tu)  X  —  2  {xi  cos  m  +  yi  cos  2(u)  Y  =  O 


102 

est  un  hyperbolisme  de  la  cubique  (3),  lorsque  a,  x^  et  yi  vérifient  les  relãtions 

K  =  — 2(íri  +  jíi  cos(u)a,     H  =  —  o-sin-cu,     L  =  2a^  yi  sin^  u) ; 

cette  hyperbole  est  réelle  quand  H  <  0. 

II  resulte  de  tout  ce  qui  precede  cette  proposition,  qui  n'a  pas  encore  été  remarquée, 
croyons-nous : 

La  cubique  représentée  par  Véquation  (3)  est,  et  de  deux  manieres  différentes,  un  hyperbo- 
lisme réel  d'un  cercle  quand  H]>0,  et  d'une  hyperbole  éqtdlatere  quand  H<0. 

On  doit  encore  remarquer  que,  si  dans  Téquation  (2)  on  a  A  =  0,  rhyperbolisme  corres- 
pondant  est  une  autre  conique;  et  que,  si  rorigine  des  coordonnées  n'est  pas  située  sur  la 
conique,  c'est-à-dire  si  Téquation  de  cette  courbe  a  la  forme 

(6)  AX2  +  BXY+CY2  +  DX  +  EY  +  F  =  0, 

Téquation  de  rhyperbolisme  correspondant  est  celle-ci : 

qui  represente  une  quartique,   quand  A  est  different   de  zero,   et   une  cubique  quand  A  =  0. 

Dans  ce  dernier  cas,  en  transportant  Torigine  des  coordonnées  au  point  (  — -:fr-a,  — ■õd)> 
on  obtient  encore  une  équation  de  la  forme  (3). 

117.  Eq  appliquant  cette  doctrine  à  Tanguinea,  on  voit  que  cette  cubique  est  rhyper- 
bolisme de  chacun  des  cerei  es  representes  par  Téquation 

±  /^  (X2  +  Y2  +  2X Y)  -  a^  (X  +  Y  cos  co)  sin  cu  =  O, 

par  rapport  aux  droites  Y  =  +  -^ • 

sm  CO 

De  même,  la  courbe  considérée  au  n."  113  est  rhyperbolisme  de  chacune  des  hyperboles 

équilatères  définies  par  Téquation 

±  \/—ãb  {X-  +  Y-  cos  2u)  +  2XY  cos  cu)  —  a^  (X  +  Y  cos  co)  sin  to  =  O 
\/^^^b 


par  rapport  aux  droites  Y  =  + 


smu> 


118.  Une  autre  question  qui  se  rattache  à  ceile  qu'on  vient  de  considérer  aux  n."'  pré- 
cédents,  est  celle  qui  a  pour  but  de  chercher  les  courbes  dont  les  coniques  sont  les  hyperbo- 
lismes;  nous  nommerons  ces  courbes  les  aniihyperboUsmes  des  coniques.    Pour   la   résoudre, 


posons  dans  l'équation  (6) 
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X  =  — ,    Y  =  7/. 

y  '' 


On  trouve  ainsi  Téquation  suivante: 

A«2a;2  +  B«a;3/2  +  C?/*  +  Tiaxy  +  E?/3  +  F?/»  =  O, 

qui  represente  une  quartique  quand  A  et  C  sont  différents  de  zero,  une  cubique  dans  le  cas 
contraire.  L'équation  de  cette  cubique  est,  quand  C  =  O, 

/  (Baa;  +  Ejr)  +  Aa«  «2  +  Da  £cy  +  F?/*  =  O ; 
et,  quand  A=0, 

C«/3  +  Bacc!/ -f  Da«  +  E?/2  +  F^  =  O ; 

cette  courbe  est  dono  unicursale,  dans  les  deux  cas,  et  a  une  asymptote  à  distance  finie  quand 
B  n'est  pas  nul. 

Si  B  n'est  pas  nul,  la  dernière  équation  qu'on  vient  d'obtenir  peut  être  réduite  à  la  forme 

xy  =  Hí  1/3  +  ny^-  +py  +  q> 

en  transportant  Torigine  des  coordonnées  au  point  ÍO, — ^  j ;  cette  cubique  será  considérée 
au  n.°  suivant.  Si  B  =  0,  Ia  même  équation  represente  une  parabole  cubique  (n."  108). 


IV. 
Le  trident.  La  parabole  de  Descartes. 

119.     On  donne  le  nom  de  trident  à  la  courbe  représentée  par  Téquation 

xy  =  ax^  -\-  bx^  -{-  cx-\-ã, 

laquelle  est  une  des  quatre  formes  canoniques  (n.°  108)  auxquelles  Newton  a  réduit  Téquation 
générale  des  cubiques  dans  V Enumeratio  linearuin  fertii  ordinisj  ouvrage  déjà  mentionné. 

Pour  déterminer  Ia  forme  de  cette  courbe,  supposons  d'abord  que  les  constants  a  et  ã  soient 
positives.  Alors  elle  est  composée  de  deux  branclies  qui  ont,  par  rapport  aux  axes  des  coor- 
données, la  situation  indiquée  dans  les  figures  16  et  17.  Ces  deux  branches  ont  pour  asymptote 
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Taxe  des  ordonnées,  et  la  branche  située  à  droite  de  OY  s'étend  jusqu'au  poiut  (co ,  co)   et 


Fig.  16 


Fig.  n 


Tautre  jusqu'au  point  ( —  co,  co).  Cette  asymptote  est  tangente  à  la  cubique  au  point  de  re- 
broussement  qu'elle  a  à  Tinfini. 

La  droite  représentée  par  Téquation  y  =  h  coupe  le  trident  en  trois  points  réeis  ou  en  un 
point  réel  et  deux  imaginaires.  Un  de  ces  points  réels  est  situe  toujours  à  gaúche  de  OY, 
les  deux  autres  sont  situes  à  la  même  branche,  à  droite  au  à  gaúche  de  OY.  En  effet, 
Téquation  qui  determine  les  abscisses  de  ces  points  est 

aa;3  +  Òíc2  +  (c  -  À;)  a;  +  á  =  O, 

et,  puisque  a  et  á  sont  positifs,  elle  a  deux  racines  imaginaires  et  une  racine  réelle  negativo, 
ou  trois  racines  réelles  négatives,  ou  deux  racines  réelles  positives  et  une  négative. 

Les  abscisses  des  points  oii  Tordonnée  y  prend  une  valeur  maxime  ou  minime  sont  données 
par  Téquation 

qui  a  deux  racines  imaginaires  et  une  racine  réelle  positive,  ou  deux  racines  réelles  négatives 
et  une  positive,  puisque  le  produit  des  racines  de  cette  équation  est  positif  et  la  somme  des 
produits  de  ces  racines  prises  deux  à  deux  est  nulle.  Donc  Tun  de  ces  points  est  placé  sur 
la  branche  située  à  droite  de  OY,  et  les  deux  autres,  quand  ils  sont  réels,  sont  placés  sur 
la  branche  située  à  gaúche  de  cette  droite. 
On  voit  au  moyen  de  Téquation 


que  la  cubique  considórée  a  un  point  d'inflexion  réel  et  deux  imaginaires,  dont  les  coordon- 
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nées  sont  données  par  les  équations 

Le  point  d'infltexion  réfl  existe  sur  la  branche  sitiiée  à  gaúche  de  OY. 

Nous  avons  supposé  dans  ce  qui  préoède  que  les  quantités  a  et  cZ  sont  positives.  Si  lune 
de  ces  quantités  est  positive  et  I'autre  négative,  ou  si  l'une  et  l'auti'e  sont  négatives,  on  vuit 
aisément  que  le  trident  conserve  la  même  forme,  et  qu'il  cliange  seulement  de  situation  par 
rapport  aux  axes  des  coordonnées. 

120.  Nous  avons  vii  au  n."  118  que  le  trident  est  un  antihyperbolisme  d'une  conique; 
on  peut  donc  tracer  cette  cubique  et  ses  tangentes  au  moyen  de  cette  conique  et  de  ses  tan- 
gentes, en  appliquant  la  méthode  indiquée  au  n."  11 4.  Pour  trouver  la  conique  qui  correspond 
à  un  trident  dont  Téquation  est  donnée,  transportons  Torigine  des  coordonnées  au  point  (/í,  0), 
h  représentant  une  racine  réelle  de  léquation 

ce  qui  réduit  Téquation  de  la  cubique  considórée  à  la  forme 

xij  =  a£c3  +  (3aÃ  +  G)  x"-  +  {Zuh?  +  26Ã  +  c)  cc  —  hy, 


et  posons  ensuite 
ce  qui  donne 


?/  =  XY,     a;=X, 

(X  rf  h)  Y  =  aX'-  +  (3a/í  +  è)  X  +  Sa/i^  -[-^bh-^c. 


Cette  équation  represente  une  hyperbole  dont  le  trident  considérée  est  un  antihyper- 
bolisme. 

121.  Nous  allons  indiquer  encore  une  autre  méthode  pour  construirá  le  trident,  donnée 
par  G.  de  Longchamps  dans  son  Essai  aur  la  Géométrie  de  la  regle  (Paris,  1890,  p.  110), 
dans  laquelle  on  fait  usage  d'une  parabole. 

Remarquons  d'abord  qu'on  peut  réduire  1'équation  de  cette  courbe  à  la  forme 

ax^  +  òx*  +  d 
■^  X 

en  transportant  roi*igine  des  coordonnées  au  point  (O,  c). 

Cela  pose,  traçons  la  parabole  (fig.  18)  reprédentée  par  Téquation 

Y  =  aX2 
VOL.   IV  N 


lOG 


et  signalons  sur  soa  plan  iin  point  B  dont  les  coordoiinées  a  et  ,3  aient  les  valeurs 


a 


a  d 


Traçons  ensuite  la  droite  AB,  parallèle  à  Taxe  des  abscisses,  la  droite  de  direction  arbi- 
traire  AC,  la  droite  CM,  parallèle  à  Taxe  des  ordonnées,  et  la  droite  BM,  parallèle  à  AC. 
Le  lieu  décrit  par  M,  quand  la  diret-tion  de  AC  varie,  est  la  courbe  demandée. 

En  eíFet,  en  représentaiit  par  x'  et  y'  les  coordonnées  du  point  C,  et  par  x  (ti  y  celles 
du  point  M,  et  en  exprimam  que  M  est  sitiié  sur  la  droite  BM  et  que  C  est  situe  sur  la 
parabole,  on  trouve 

X  =  x',     y  =  ax-,     (y  —  P)  x'  =  (y'  -  ,3)  (x  —  a), 

et  par  suite,  en  climinant  íc'  et  y', 

a  (x3  _  cu;2 )  -f-  aS        ax^  +  bx^  +  d 
y  = = 


Y 

'■J 

A 

"           3 

O 

Fig.  18 


Fiy.  19 


122.  Considérons  une  parabole  BAC  variable  (Jig.  10 j  dout  Taxe  coincide  avec  Taxe 
des  abscisses,  nn  point  E  de  cet  axe  et  un  point  D  situe  sur  Taxe  des  ordonnées,  et  supposons 
que  cette  parabole  varie  de  position  de  manière  que  son  axe  coincide  toujours  avec  OX  et 
que  E  varie  aussi  de  manière  que  la  distance  AE  reste  constante.  La  droite  L)E,  qui  passe 
par  le  point  fixe  D  et  par  le  point  variable  E,  coupe  la  parabole  NAC  en  deux  points  M 
et  N  qui,  quand  la  parabole  varie,  décrivent  une  courbe  considérée  par  Descartes  dans  sa 
Géométrie,  publiée  en  1637,  ou  il  a  indique  le  role  qu'elle  joue  dans  la  construction  des 
courbes  du  5.'-''"^  et  du  G.*^™^  degró,  et  nommée  conchotde  paraholiqite  par  ce  grand  géomètre,  à 
cause  de  Tanalogie  de  sa  définition  avec  une  des  manicres  de  definir  la  conchotde  de  Nico- 
mèdes.  A  cette  même  courbe  a  été  ensuite  donnó  le  nom  de  conchoide  paraholique  de  Descartes 
par  Montucla  dans  son  Histoire  des  mathématiques  (t.  JI,  p.  340),  et  celui  àe parahole  de  Des- 
cartes par  Roberval  dans  ses  Observations  sur  la  composition  des  moitvements  [Mémoires  de 
VAcaãémie  des  Sciences  de  Paris,  t.  vi,  1730),  ou  il  s'est  occupé  de  la  détermination   de  ses 
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tangentes,  et  par  Newton  dans  quelques  fragments  sur  rénumération  des  cubiques,  publiées 
par  M.  Rouse  Bali  dans  les  Proceedings  of  the  London  Mathematical  Society,  t.  xxii;  cette 
dernière  désignation  fut  aussi  employée  par  Cliasles  dans  son  Apevcu  kistorique  (2.*=""^  ed., 
p.  60). 

Pour  trouver  Téquation  de  la  courbe  eonsidérée,  faisons 

OA-i,     AE  =  h,     OT>  =  -c, 

et  supposons  que  les  équations  de  la  parabole  NAC  et  de  la  droite  DE  sont 

f  =  a{x-b),     Y=-^^X-c. 

La  condition  pour  que  la  droite  ocupe  la  parabole  au  point  (x,  y)  est 

et,  par  conséquent,  on  trouve  Téquation  demandée  en  éliminant  le  paramètre  b  entre  cette 
équation  et  celle  de  la  parabole.  Cette  équation  est  donc 

X  = } 

ay 

ou,  en  transportant  Forigine  des  coordonnées  au  point  (J),  0), 

axy  =  y^-\-cy'^  —  ahc, 

et  elle  fait  voir  que  la  concholde  parabolique  et  le  trident  coineident. 

Quelques  auteurs,  comme,  par  exemple,  A.  Comte  (XouveUes  Annales  de  Mathématiques, 
]894,  p.  414),  donnent  aussi  le  nom  de  conchoide  parabolique  de  Descartes  à  la  courbe  qu'on 
obtient  en  prenant  sur  les  droites  qui  passent  par  le  foyer  dune  parabole,  à  partir  du  point 
oíi  elles  coupent  cette  courbe,  des  segments  de  longueur  constante.  Mais  la  courbe  quon 
obtient  de  cette  manière,  dont  Téquation  polaire  est 


h 


'      2(1—0086) 

et  dont  Téquation  cartésienne  est 

4  {x"-  +  y^  +  kxf  =  (a  +  2A;  +  2xf  (.e^  +  y^)^ 

ne  coincide  avec  celle  qui  a  été  eonsidérée  par  le  célebre  inventeur  de  la  Géométrle  analytique. 
* 
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V. 


La  versíera. 


123.     Traçons  un  cercle  (jig.  20)  de  centre  C  et  rayon  égal  à  -^  a,  une  droite  OA  pas- 

sant  par  ce  centre  et  une  tangente  AK  à  cercle.  Menons 
ensuite  par  O  la  droite  ON  et  par  les  points  M  et  N  oíi  elle 
coupe  le  cercle  et  la  droite  AK,  tirons  les  droites  Xm  et  MP, 
parallèles  à  OA  et  AK.  Ces  droites  se  rencontrent  à  un 
point  m,  qui,  quand  ON  varie,  en  tournant  autour  de  O,  décrit 
une  courbe  dont  Téquation,  rapportée  à  O  conime  origine  des 
coordonnées  et  à  OA  coiume  axe  des  abscisses,  resulte  de  la 
relation 

»i)P  a 


K 

^r--. 

N 

/C-••-T^ 

CP 

A 

MP       OP 


Fiff.  20 


en  y  posant  OP  =  a?,  n\2  =  y,  et  est  donc  celle-ci : 
(1)  xy-  =  a-{a  —  x). 


Cette  courbe  est  nomniée  cubique  cVÂgnesi,  pour  avoir  été  étudiée  par  cette  femme 
illustre  dans  ses  Jnstiluzioni  analiiiche  ad  uso  delia  gioventu  italiana  (Milano,  1748,  t.  I, 
p.  380-381  et  391-393),  oii  elle  lui  a  donné  le  nom  de  versíera.  Mais,  la  même  cubique  avait 
déjà  été  considérée  par  Fremat  {Oaivres,  t.  i,  p.  279;  t.  iii,  p.  233),  qui  avait  remar- 
que que  sa  quadrature  dépend  de  celle  du  cercle,  et  par  J.  Gregury  [Exercitaiiones  geome- 
íricae,  1668),  qui  lavait  rencontrée  dans  le  problème  de  la  quadrature  de  la  cissoide  de 
Dioclès.  Elle  avait  été  considérée,  en  outre,  par  Huygens  {Oeuvres,  t.  x,  p.  41  et  370),  qui 
s'était  occupé  aussi  de  sa  quadrature,  et,  d'après  uiie  Xote  de  M.  Vacca  insérée  au  Bolletino 
di  hihliografia  e  storia  delle  scienze  mafematiche  (t.  IV,  1901),  le  nom  par  lequel  elle  a  été 
désignée  par  Agnesi  lui  avait  dcjà  été  donné  en  1718  par  Guido  Grandi. 

On  voit  au  moyen  de  Téquation  de  la  courbe  et  au  moyen  de  Téquation 


r 


2xy 


2x^-y 


que  la  versiera  a  la  forme  Ai  AAj  indiquée  dans  la  figure  21.  EHe  est  symétrique  par  rapport 
à  Taxe  des  abscisses  et  a  pour  asyraptote  Fase  des  ordonnées;   la   tangente  au  point  A  est 
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parallèl 
3 


e  à  cet  axe;  et  elle  a  deux  points  d'inflexion  à  dÍ3tance  finie,  dont  les  coordonnées  sont 

+  — ^a),  et  un  autre  à  l'infini.  Elle  a  encore  deux  asymptotes  imaginaires,  repré- 
sentées  par  l'équation   ?/=  +  ««,.   et  un  point  double  à  l'infini. 
il.n  posant 


X  =  ; 


Y  =  ^ 


dans  Fóquation 


X2  +  Y2-aX  =  0, 


Ficf.  21 


qui  represente  le  cercle  AMO  (Jig.  20),  on  trouve  l'óquation  (1). 
Donc,  la  versiera  est  Vhyperholisme  du  cercle  AMO  par  rapport 
à  la  droite  AK.  La  méthode  qu'on  a  suivie  précédemment 
pour  construire  cette  courbe  coincide  d'ailleurs  avec  celle  qui 
resulte  d'appliquer  à  ce  cercle  et  à  cette  droite  la  doctrine 
générale  exposée  au  n."  114. 

II  resulte  encore  de  ce  qui  precede  une  manière  facile  de 
tracer  les  tangentes  à  la  cubique  considérée.  En  effet,  la  tan- 
gente à  cette  courbe  au  point  m  et  la  tangente  au  cercle  AMO 
au  point  M  coupent  la  droite  PN  au  même  point  (n."  114). 

124.  Le  rayon  de  courbure  de  la  versiera  au  point  (ce,  y) 
est  determine  par  la  formule 

{a''  +  áax^  —  4x''f 
2a^x^Çàa  —  4:X)      ' 


la  valeur  que  cette  quantité  prend  au  point  A  est  donc  égale  au  rayon  CA  du  cercle  employé 
au  n."  123  pour  construire  la  courbe. 

125.  L'aire  limitée  par  un  are  de  la  cubique  d'Agnesi,  par  Taxe  des  ordonnées  et  par 
deux  parallèles  à  Taxe  des  abscisses  menées  par  les  points  dont  les  ordonnées  sont  égales  à 
i/q  et  1/i  est  déterminée  par  la  formule 


A=a3 

yo 


2/1      dy 


ryi_ 
I     -ã 


-r 


Vi  Vn 

are  tang are  tang  — ^ 

a  a 


En  posant  dans  cette  formule  ?/o  =  —  ^  et  yi  =  cc,  on  trouve 

A  =  xa^. 


Donc,  raire  comprise  entre  la  cubique  d'Agnesi  et  son  asymptote  est  égale  à  quatre  fois 
1'aire  du  cercle  AMO. 
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Le  volume  du  solide  engendre  par  la  versiera,  quand  elle  toarne  aiitour  de  son  asymptote, 
est  determine  par  Tégalité 


V  =  - 


/  T    d 


126.  On  a  rattaché  au  nom  d'Agnesi  deux  aiitres  cubiques,  liées  à  celle  qu'on  vient  de 
considérer  par  des  relations  simples,  mais  doiit  on  ne  trouve  pas  mention  dans  son  ouvrage. 
L'une,  représentée  par  Téquation 

(2)  xy^=a'-{2a  —  x),. 

a  été  nommée  par  plusieurs  auteurs  cubique  d'Âgnesi  et  versiera  d'Agnesi,  et  par  M.  Leria 
pseudo-versiera  {Bibliotheca  mathematica,  1897,  p.  7).  L'autre,  représentée  par  Féquation 

{2x-a){x'-  +  y'-)  =  ax% 

a  été  nommée  par  M.  Peano  visiera  d'Agnesi  dans  ses  Applicazioni  geometriche  dei  Calcolo 
injlniiesimale  (Torino,  1887,  p.  87). 

J^a, pseudo-versiera  fut  eraployée  par  Leibnitz  pour  obtenir  le  développement  bien  connu 

comme  on  le  voit  par  une  lettre  qui  lui  a  été  adressée  par  Huygeus  le  7  novembre  1674, 
publiée  dans  le  tome  vii,  p.  394,  des  Oeuvres  de  ce  dernier  géomètre.  Cette  dernière  courbe  est 
affine  de  la  versiera;  on  voit  aussi  aisément  qu'elle  est  Thyperbolisme  du  cerde  de  rayon  égal 
à  a  ayant  le  centre  au  point  A,  par  rapport  à  la  droite  représentée  par  Féquation  x  =  a,  en 
snpposant  encore  que  Torigine  est  le  point  O  de  la  circonférence  de  ce  cercle  et  que  Taxe 
des   abscisses   est   la  droite  OA  passant  par  son  centre. 

Leibnitz  a  employé  pour  construire  la  courbe  (2)  un  procede  différent  de  ceux  qui  résul- 
tent  de  ce  qu'on  vient  de  dire,  et  qui,  d'après  M.  Aubry  (Journal  de  Mathémaiiques  spéàales, 
1S96,  p.  180),  avait  été  déjà  suivi  en  16(38  par  J.  Gregory  pour  construire  la  même 
coui'be  dans  Touvrage  intitule  Geometriae  pars  universalis ;  nous  allons  indiquer  ce  procede. 

Considórons  un  cercle  de  rayon  égal  à  a,  passant  par  Torigine  des  coordonaées  et  ayant 
le  centre  sur  Taxe  des  abscisses,  et  prenons  sur  ce  cercle  un  point  quelconque  (íC|,  y\).  Tra- 
çons  ensuito  hi  tangente  en  ce  point  et  par  celui  ou  elle  rencontre  la  droite  représentée 
par  l'équation  x  =  2a  menons  une  parallèle  à  l'axe  des  abscisses.  Cette  dernière  droite  et  la 
parallèle  h.  Taxe  des  ordonnées  passant  par  (,-ri,  ?/i)  s'intereeptent  en  un  point  qui  appartient 
à  la  cubique  (2).  En  effet,  (a;,  y)  représentant  les  coordonnées  de  ce  dernier  point,  on  trouve 
aisément  les  équations 

xi=x^     yyi  =  a{2a  —  x\),     {x{—a)'*-\-y\=a^, 
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dont  resulte,  par  l'élimination  de  xi  et  ?/(,  réquation  (2).  II  convient  de  remarquer  que  la 
construction  qu'on  vient  d'employer  est  un  cas  particulier  d'uue  transformation  dans  laquelle 
à  chaque  point  (íci,  ^i)  d'une  courbe  C  correspond  un  point  d'une  autre  courbe  C  determine 
par  rintersection  de  la  parallèle  à  une  droite  donnée  D,  menée  par  (xi,  yi),  avec  la  parallèle 
à  une  autre  droite  Dj,  menée  par  le  point  d'interseçtion  de  D  avec  la  tangente  à  C  au 
point  (x{,  3/1) ;  cette  transformation  fut  considérée  par  Roberval,  qui  a  donnó  un  théorème  par 
lequel  on  peut  calculer  Taire  d'une  des  courbes  considérées,  quand  on  connait  celle  de  Tautre, 
et,  par  ce  motif,  la  courbe  C  fut  appelée  par  Torricelli  rohervallienne  de  la  courbe  C. 

127.  La  valeur  A  de  Taire  comprise  entre  la  courbe  (2),  les  axes  des  coordonnées  et 
une  parallèle  à  Taxe  des  abscisses  passant  par  le  point  (O,  a)  peut  être  calculée  par  la  for- 
mule 

•"■      dy  a^ 


xdy  =  2a3 


a'  +  f        2    ''' 
ou  par  la  série 

O 

dont  resulte  le  développement  de  t  écrit  ci-dessus.  Cette  démonstration  de  la  formule  (3)  est 
equivalente  à  la  démonstration  employée  par  Leibnitz  pour  le  même  but,  avant  Tinvention 
du  Calcul  integral;  il  est  arrivó  à  la  première  expression  de  A  au  moyen  du  théorème  de 
Roberval  mentionné  au  n,"  précédent,  retrouvé  par  lui  même,  et,  pour  obtenir  la  deuxième,  il 
a  développé  x  en  série  au  moyen  dune  division  algébrique  et  a  appliqué  ensuite  le  théorème 
pour  la  quadrature  des  paraboles  qui  avait  óté  donné  par  Fermat,  Cavalieri  et  Wallis. 

128.  La  visera  A2AA2  (Jig.  21)  est  une  cissotde  acnodale  (n."  30)  dont  Tasymptote 
passe  par  le  centre  C  du  cerole  AMO.  Elle  a  étó  définie  par  M.  Peano  comme  le  lieu  des 
points  qu'on  obtient  en  prenant  sur  chacune  des  droites  qui  passent  par  O  un  point  wí{  tel 
que  Míni=miN.  Nous  pouvons  ajouter  que  cette  cubique  est  un  antihyperbolisme  (n."  118) 
de  la  versiera.  En  posant,  en  effet,  dans  son  équatiou 


on  trouve  celle-ci 


ou,  en  faisant  X — —  a  =  X), 


X-^a)(a2-t-4Y2)  =  la3, 


^'Y'=Í(y«-^' 
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laquelle  represente   une  versiera  qui    a  snn  sominet  au  point  A  et  qui   a  pour   asyiiiptote    la 
perpendiculaire  à  OA  qui  passe  par  C. 

129.     La  pseudo-versiera  est  liée   à  la  cisf:o'ide   de  Diocles   par   une    relation  siniple  que 
nous  allons  indiquer. 

Soient  C  un  point  lixe  (jig.  22)  situe  sur  Taxe  des  ahseisses  à  la  distauce  2a  de  l'origine  O 

et  KL  une  droite  passant  par  le  milieu  du  segraent  OC. 
En  posant  dans  Téquation  de  la  pseudo-versiera 
x=2a—Xi,  pour  rapporter  Ia  courbe  àC  comme  origine  des 
coordonnées  et  à  CO  comme  axe  des  abscisses  positives, 
cette  équation  prend  la  forme 


M 
mh-- 

L_ 


P      L 
Fig.  22 


et,  en  faisant 


y-  {2a  —  Xi)  =  a-Xi , 


se  transforme  dans  celle-ci : 


yí 


yxK 


XI 


qui  represente  la  cissoide  de  Diocles. 

On  conclut  de  ce  qui  precede  que  Ia  cissoide  de  Diocles  ayant  son  point  double  à  C  et 
ayant  pour  asymptote  la  droite  OY  est  VantthyperboUsme  de  la  pseudo-versiera  considérée 
par  rapport  au  point  C  et  à  la  droite  KL;  et,  par  t-unséquent,  si  M  represente  iin  point  de 
cette  cissoide  et  si  MP  et  íííB  sont  deux  droites  pai-allèles  aux  axes  des  coordonnées,  le 
point  m,  oíi  elles  se  coupent,  est  un  point  de  la  pseudo-versiera. 


130.     La  transformation  appliquée  au  n."  précédent  peut  être  aussi  employée  pour  déri 
ver  de  la  pseudi^-versiera  le  foliutn  de  Descartes, 

Soit  O'  un  point  (fiçi.  28)  situe  sur  Taxe  des  abscisses 

auquel   est   rapportée    la  pseudo-versiera,    à    distance  -^  a 

de  Torigine  O.  En  faisant  dans  Téquation  de  cette  courbe 

a;  =  -^a-|-a;i,  pour   prendre    O'  pour  nouvelle  origine  des 

coordonnées,  on  trouve  Téquation 

(a-f  2a;t)?/2  =  a2(3a  — 2x1) 


qui,  en  posant 


y^ 


K 

^r--y 

B 

i         / 

w 

. 

/ 

0        0 

p 

L 

X 

Fig. 
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se  réiluit  à  cette  autre: 


v/3   V     2í«,  +  «         /3  V     J  +  J/2X1  ' 


/3  V      j  +  j/2 

ou  b  =  ~i^,  qui  represente  \e  foUum  de  Descartes  (n."  100). 

Donc,  le  folium  de  Descartes  ayant  pour  axe  0'L,  pour  asymptote  OY  et  pour  point 
double  O'  est  Vantihí/perholisme  de  la  pseudo-versiera  par  rapport  au  point  O'  et  à  la  droite 
KL,  parallèle  à  OY,  dont  la  distance  à  O'  est  égaie  à  aV3;  et,  par  conséquent,  si  m  est 
un  point  de  la  pseudo-versiera  et  si  les  droites  mB  et  rnP  sont  parallèles  aux  axes  des  coor- 
données,   le  point  M,  ou  ínP  coupe  0'B,  est  un  point  du  folium. 

131.  Ue  la  pseudo-versiera  on  peut  aussi  dériver  une  anguinea  au  moyen  de  Ia  transfor- 
mation  qu'on  vient  d'einployer. 

L'équation  de  la  pseudo-versiera 

_      2a3 
y*-\- ar- 
ei Féquation 


qui  represente  une  anguinea,  montrent,  en  effet,  que,  à  cliaque  point  de  la  première  de  ces 
courbes,  correspond  un  point  de  Fautre  dont  les  coordonnées  (a-),  ?/i)  sont  liées  à  celles  du 
preinier  par  les  relations 

X  a^ 

XI  a»yi        ^      •' 

L'anguinea  est  donc  rantihyperbolisme  de  la  pseudo-versiera  par  rapport  à  Torigine  des  coor- 

données  et  à  la  droite  représentée  par  Féquation  y  =  —^\  et,  par  conséquent,  si  KL  {fig.  15, 

n.°  114)  est  la  droite  représentée  par  cette  équation  et  m  un  point  de  la  pseudo-versiera,  et  sj 
les  droites  h?B  et  ?»M  sont  parallèles  aux  axes  des  coordonnées,  M  est  un  point  de  Fanguinea 
correspondante. 

132.  II  convient  d'approcher  de  la  versiera  la  courbe  qu'on  obtient  quand  on  remplace 
dans  la  construction  donnée  au  n.*  123  le  cercle  par  une  hyperbole  équilatère  ayant  pour 
axe  OA  (fiij.  20)  et  pour  centre  le  point  C,  c'est-à  dire  par  Fhyperbole  dont  Féquation,  rap- 
portée  au  point  O  comme  origine  et  à  OA  comme  axe  des  abscisses,  est 

y^  —  x(x  —  a). 
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La  cubique  qu'on  obtient  de  eette  manière,  qui  est  donc  l'hyperbolisme  de  la  conique 
mentionnée  par  rapport  à  la  droite  AK,  a  pour  équation 

xy-  ^  a-  {X  —  a) ; 

elle  est  formée  d'une  branche  syinétrique  par  i'apport  à  Taxe  des  abscisses  qui  s'étend  depuis 
le  point  (a,  0)  jusqu'aux  points  (  oo,  +a)  et  qui  a  pour  asyraptotes  les  droites  représentées 
par  l'équation  y  =  'Jza;  et  par  deux  branches  situées  symétriquement  par  rapport  au  même 
axe,  qui  ont  pour  asymptotes  les  droites  correspondantes  aux  équations  «  =  0  et  y=  +  «, 
et  qui  s'étendent,  respeetivement,  de  (O,  oo)  à  ( —  co,  a)  et  de  (O,  —  go)  à  (—  x,  —  a).  La 
mêine  courbe  possède  deux  points  d'inflexion  imaginaires,  un  autre  réel  à  Tinfini,  oíi  elle 
est  tangente  à  Taxe  des  ordonnées,  et  un  noeud  à  Tinfini. 

La  courbe  qu'on  vient  de  definir  fut  considérée  par  Huygens  et  Leibnitz  en  des  lettres 
qu'ils  se  sont  adressées  Fun  à  i'autre  en  1691  (Oeuvres  de  Huygens,  t.  X,  p.  9  et  17),  ayant  été 
amenés  à  en  chercher  la  quadrature  par  le  problème  du  mouvement  des  graves  dans  un  railieu 
résistant.  lis  s'y  rapportent  à  i'expression  de  son  aire  par  un  logarithme  et  par  un  série,  à  la 
série  qui  resulte  de  la  comparaison  de  ces  expressions,  et  à  la  relation  de  cette  derniòre  série 
avec  celle  de  Mercator.  On  a,  en  effet,  A  représentant  Taire  comprise  entre  la  courbe,  laxe 
des  ordonnées  et  les  points  dont  les  'ordonnées  sont  égales  à  O  et  y, 

o 
et,  en  intégrant  par  séries, 

A  =  a\y+^  +  / 
l.-^       3a-       òo 


y 


d'oú  il  resulte 


log-^±^  =  2 


"o 


'■-y 


la^ 


a  "^  3«3  "^  5a5  '^  la'  ^  ' 


133.     Avant  de  terrainer  cette  doctrine,  nous  reniarquerons  encore  que  les  équations  de 
la  versiera  et  de  la  pseudo-versiera  sont  des  eas  particuliers  de  Téquation 

(4)  xy-^^b^a-x), 

considérée  par  M.  Wieleitner  dans  le  Monatskefte  fiir  Mathematih  (t.  XVIII,  p.  132).  La  courbe 

représentée  par  cette  équation  est  riiy[)erbolisme  du  cercle  considere  au  n.°  12r.  par  rapport 

à  la  droite  d(int  l'équation  est  x=-  b,  comrae  on  le  voit  immédiatement  en  posantdans  Téquation 

xy 
du  cercle  X  =  a;,  Y  =  -^-  ;  elle  peut  donc  ctre  construite  par  la  méthode  employée  au  n."  123, 
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en  reraplaçant  la  droite  AK  (fig.  20)  par  une  parallèle  à  cette  droite  passant  par  le  point 
{h,  0). 

De  mêrae,  réqiiation  eonsidéréts  au  ii.°  132  est  un  cas  particulier  de  celle-ci: 

(5)  xy^  =  b^x-a), 

qui  est  riiyperbolisme  de  Thyperbole  équilatère  mentionnóe  en  cet  endroit,  par  rapport  à  la 
droite  qui  a  pour  équation  x—l. 

En  transportant  lorigine  des  coordonnées  au  sommet  (a,  0)  de  chacune  des  deux  courbea 
qu'on  vient  de  mentionner,  et  en  rapportant  ensuite  ces  courbes  aux  coordonnées  polaires,  ce 
sommet  étant  pris  pour  pôle,  on  obtient  les  équations 

p^  cos  6  sin^  6  -|-  ap  sin-  f)  +  h-  cos  fi  =  O, 

d'oú  il  réisuite  qu'une  droite  arbitraire  passant  par  le  sommet  d'une  quelconqne  de  ces  cubiques 
rencontre  ia  même  courbe  à  deux  autres  points  Ai  et  Ag  tels  que,  si  p',  p"  et  pi  représentent, 
respectiveraent,   les  vecteurs  de  ces  points  et  du  point  ou  la  droite  coupe  Tasymptote,  on  a 

p  +  p   = z-  =  pi  • 

coso         ' 

Dono,  les  cubiques  représentées  par  les  équations  (4)  et  (5)  sont  cissoídales  d/elles-mémes  et 
de  leur  asymptote. 

II  resulte  de  cette  proposition  et  du  théorème  déraontré  au  n."  21  que  les  tangentes  à  ces 
cubiques  aux  points  Ai  et  Aa  coupent  V asymptote  á  deux  points  équidistants  de  celui  oil  cette 
droite  est  rencontrée par  la  droite  AiA-2. 

On  voit  aisément,  au  moyen  de  Tanalyse  employée  au  n.°  109,  que  les  courbes  dont 
réquation  peut  être  réduite  à  la  forme  (4),  en  prenant  pour  axes  des  coordonnées  deux  droites 
perpendiciilaires  ou  obliques  convenablement  clioisies,  sont  les  seules  cubiques  dont  la  qua- 
drature  dépend  seulement  des  fonctions  circulaires. 


VI 
Courbe  de  RoUe. 

134.     On  donne  le  nom  de  courbe  de  Rolle  k  Ia  cubique  reprósentée  par  Téquation 

(1)  xy''-  =  a{y-\-x)',     a>0, 
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ou 


(2) 


ax 


±xV, 


a    X 


_1_       t  2 

-r  X    —a 


La  forme  de  cette  cubique  peut  être  oLteinie  aisément  au  moyen  de  cette  équation  et  de 
ces  autres : 


(3) 


y 


2a- 


A  +  x^-a') 


M-. 


3a    X 


4\+x 


2  S  I 

—  a    I 


On  voit  d'abord  que  la  courbe  a  un  puint  de  rebroussenient  à  O  (fig.  24),  oíi  la  tangente 

forme  un  angle  de  (—45")  avec  Taxe  desabscis- 
ses.  Au  signe  supérieur  de  Texpression  de  y 
eorrespond  une  branehe  OC,  ou  les  ordonnées 
eroissentindéfiniment,  en  valeur  absolue,  quand 
X  varie  depuis  O  jusqu'à  «,  et  une  branehe  EGM, 
oíi  les  coordonnées  sont  positives,  et  qui  s'étend 
Y  depuis  {a,  oo)  jusqu'à  (  oo,  co).  Ces  deux  bran- 
ches  ont  pour  asymptote  la  droite  AB,  repré- 
sentée  par  Téquation  x=a,  et  la  deuxième 
branehe  a  un  point  G,  dont  les  coordonnées 
sont  {Aa,  4a),  oíi  Tordonnée  acquiert  une  valeur 
minime,  et  un  point  d'inflexion,  dont  les  coor- 
données sont  (9a,  ~õ''A  ' 
Au  signe  iuférieur  de  Texpression  de  y  eorrespond  une  branehe  OL  de  la  eourbe  qui 
s'étend  jusqu'au  point  (  oo,  — oo)   et  qui  eoupe  Tasymptote  au  point   ia, w '-^)  ■  Dans  cette 

branehe  il  n'existe  aueun  point  oíx  Tordonnée  ait  un  valeur  maxime  ou  minime. 
L'équation  de  la  tangente  à  la  courbe  de  Rolle  est 


Fig    24 


Y-y  = 


,        1  ^  >í 

±^x    ~a- 


(- 


-_x'  —  O  " 


(X-cc), 


et  il  en  resulte  que  cette  droite  coupe  Taxe  des  ordonnées  à  un  point  dont  Tordonnée  a  pour 
expressiou 


Y= 


+  1 


I        z 

-r  X    — a 


=  +  - 


y- 

2/ 


ax 
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135.  En  appliquant  à  Féquation  (1)  Ia  doctrine  esposée  au  n.°  22,  on  voit  que  la 
cubique  considérée  est  la  cissoidale  de  la  parabole  et  de  la  droite  représentées  par  les  équations 

y--\-ax-\-  2ay  =  U,     x  —  a. 

II  en  resulte  une  manière  de  construire  cette  cubique  et  ses  tangentes. 

En  posant   dans  Téquation  de    ia   niême   cubique   x  =  — —,  y  =  y\,  on  trouve  celle-ci: 

et  on  voit  donc  que  la  courbe  de  Rolle  est  Y antihyperbolisme  de  Fhyperbole  representes  par 
cette  équation,  par  rapport  à  la  droite  y=a.  On  peut  done  construire  la  mêrae  cubique  et 
ses  tangentes  au  luoyen  de  cette  conique. 

136.  L'aire  coraprise  entre  la  courbe  de  Rolle,  Taxe  des  abscisses  et  les  parallèles  à 
Taxe  des  ordonnées  menées  par  les  points  dont  les  abscisses  sont  égales  à  Xç^  et  a-i,  est 
déterminée  par  la  formule 


3 


a 


log 


Vxi  -{.V  a 


^Xf^j^v'  a  , 

137.     L'équation  (1),  qu'on  vient  de  considérer,  est  un  cas  particulier  de  celle-ci: 

xy-  ^  a[y—  mx)"^, 

étudiée  par  M.  Elgé  dans  une  Note  Sur  la  courbe  de  Rolle  insérée  au  Journal  de  Mathéma- 
tiques  spéciales  (1896,  p.  32).  Cette  courbe  est  la  cissoidale  de  la  droite  a!  =  a  et  de  la  para- 
bole 

y-  -\-  am  {mx  —  2y)  =  O ; 

elle  est  aussi  Thyperbolisme  de  la  conique 

XI  yi  =  (a  —  mxi)-, 
par  rapport  à  la  droite  y  =  a. 


lis 


VJI. 


La  eubiqne  uiixte. 


138.     La  courbe  définie  par  Téquation 


f/^n?  =  ncr-  4-  l)y- 


y^x  =  ax- 


a  été  nommée  culique  mixte  par  G.  de  Longchamps  dans  son  Essai  sur  la  Géométrie  de  la  règle 
et  de  réqiterre  (Paris,  1890,  p.  116).  La  ferme  de  cette  cubique  peut  être  obtenue  aisément 
au  moyen  des  expressions 


7/  =  X 


\/^'     ^'  =  \/^ 


26 


b    2{a 


V^ 


4b- 


x-b    A{x  —  bf 


Si  a>0  et  S>  O,  la  cubique  a  la  forme  indiquée  dans  la  figure  25.  Elie  a  une  asym- 
ptote  AB,  dont  Téquation  est  x  =  l,  et  deux  autres,  paralièles  à  Taxe  des  abscisses,  à  rinfini; 
chaque  branehe  de  la  courbe  a  dono  la  forme  liyperbolique  à  Tune  des  estrémités  et  la  forme 
paraboliqiie  à  Tautre.  Les  ordonnées  passent  par  une  valeur  maxime  et  minime  aux  points 
B  et  D,   dont  les  coordonnées   sont   (2b,   +2  V ab).   La  même  cubique   a  deux  points   d'in- 

flexion  E  et  F,  dont  les  coordonnées  sont  ÍAh,  — -t/Saè),   un   aiitre   à   Tinfini,  et   un  point 
isole  à  Torigine  O. 

Si  a<0  et  6>0,  la  courbe  a  la  forme   indiquée   dans   la  figure  26.   Les  points   oíi  Tor- 


Fig.  25 


Fig.  26 


donnée  est  maxime  et  minime   et  les  points  d'inflexion  .«itués  h  distance  finie  sont  alors  ima- 
ginaires,  et,    an  lieu  d'un  point  isole,  elle  a  un  noeud  à  Forigine. 
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Quand  on  a  a<0  et  J<0,  ou  a>0  et  Z'<0,  Li  cubique  a  la  même  furme  que  Jnns  les 
cas  précédents. 

139.  Eln  appliquant  la  doctrine  du    n."  22,    on  voit  que    la  cubique  mixte  est  la  cissot- 
dale  de  la  droite  et  de  la  parabole  représentóes  par  les  équations 

x  =  ò,    y'  =  —  <tx. 

On  peut  donc  construire  la  courbe  considérée  et  ses  tangentes   au  uioyen    de  c^tte  para- 
bole. ^Y 

En  faisant  a;= ,  ?/  =  Y,    on  voit  aussi  que  la  cubique  considéi'ce  est  un  antiliypei'bo- 

lisme  de  la  conique  représentée  par  Téquation 

on  peut  donc  construire  encore  la  niêrae  cubique  et  ses  tangentes  au  moyen  de  cette  conique 
(n."  114). 

140.  La  rectification  de  la  cubique  qu'on  vif-nt  d'étudier  depend  des  intégrales  elliptiques. 
En  effet,  en  posant  y  =  tx,  cette  courbe  peut  ôtre   représentée  par  les  équations 


x  = 


a-rhf'  a  +  lf- 


'     1/ 


et  on  a 


ãs=-^  [/ò-^  <6  _  2aèí4  4-  aH^  +  Aa^  clt, 


et  par  suite,  en  posant  t-  =  z. 


Mais 


Aa?dz 


ds  =  -rz —  dz. 

V^F(7) 


zVF(z) 


=  -d 


a^  dz  V^  dz 

ir  -^ ' 


ou 


Donc 


^     z\/F(z)         2       ^^F{z) 
F  (z)  ^b^z^-  2abz^-  +  ah  +  Aa^ 

V-\    ,     a} 


ds  =  —  • 


1  "-(-'--fj+ír     , 


V^F(z) 


-^' 


\'YJz) 
z 
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En  feisant  maintenant 


Texpression  de  ds  prend  encore  la  forme 


íidii       /  4  í  S\  du        a-  du  ^   j  (  ^w  \ 


• 


'^^~^  ^u        U  "       2  7  Ah  +   2h  '  {u  +  h)  Am       4  ^  \u  +  hj 


ou 


Donc,  la  rectification  de  la  cubique  mixte  dépend  des  intégrales  elliptiques  de  première, 
deuxième  et  troisièuie  espèce 


/du  r  udu 

v/4u^ — giu — g-i      J  ^4u^  —  giu  —  ^2 


qui  ont  la  forme  normale  adoptée  par  Weierstrass. 


du 


(u  +  h)  v/4tt^  —  giii  —  g^ 


141.  La  cubique  qu'on  vient  de  considérer  n"est  pas  la  seule  qui  ait  des  branches  de 
forme  parabolique  à  Tune  des  extrémités  et  hyperbolique  à  Tautre.  Cette  propriété  appartient 
aussi  au  trident,  corame  on  a  vu  au  n."  119;  et  les  cubiques  exprimées  par  Téquation 

xy^  +  ey  =  5íc-  -\~  cx-{-  d 

jouissent  de  la  même  propriété  en  quelques  cas  que  nous  allons  déterminer.  En  résolvant,  pour 
cela,  cette  équation  par  rapport  à  x  on  voit  aisénient  que  la  courbe  correspondante  est  formée 
par  deux  branches  infinies  de  forme  parabolique  à  Tune  des  extrémités  et  hyperbolique  à  l'autre 
et  par  un  ovale,  quand  les  racines  de  Téquation 

sont  réelles  et  inégales,  et  que  Tovale  disparait  mais  les  branches  infinies  subsistent,  quand 
deux  des  racines  deviennent  imaginaires.  Si  toutes  ces  racines  sont  imaginaires,  la  courbe  a 
encore  deux  branches  infinies,  mais  Tune  a  la  forme  parabolique  et  Tautre  la  forme  hyper- 
bolique aux  deux  extrémités.  Si  cette  équation  a  deux  racines  égales,  la  cubique  est  unicur- 
sale  et  on  en  peut  réduire  Téquation  à  la  forme 
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par  laquelle  on  voit  que  la  courbe  a  encore  dans  ce  cas  deux  branches  hyperboliques  à  Tiine 
des  extrémités  et  paraboliqiies  à  Taiitre. 

Nous  nous  arrêterons  un  raoment  sur  la  courbe  représentée  par  cette  dernière  équation, 
pour  faire  les  remarques  suivantes.  Cette  courbe  est  la  cissdidale  (n."  22)  de  la  parabole 
et  de  la  droite  correspondantes  aux  équations 

2/2  +  Ma;  +  Py  =  0,     a- =  Q  ; 

elle  est  aussi  un  antihyperholisme  de  la  conique  ayant  pour  équation 

a;?/  =  M«2  +  Pa;+Q. 

Si  P  =  0,  elle  possède  un  diamètre  et  coincide  avec  Tune  des  sokitions  du  problèine  étudié 
au  n."  109;  et,  si  les  axes  des  coordonnées  sont  orthogonaux,  elle  a  un  axe  et  coincide  avec 
la  cubique  étudiée  ci-dessus. 


VIII. 
Le  foliiiM  paraljoliquc.  Les  pariibolcs  (liTcrgeiítes  uiiicursales. 


142.     On  a  donné  le  nom  de  folium  paraboUque  k  la  cubique  représentée  par  Téquation 
(G.  de  Longchamps  :  Essai  siir  la  Gêomêtrie  de  la  rigle  et  de  Véquerre,  Paris,  1890,  p.  120): 

(1)  x^-a  (x-  -  y-)  -  hxy  =  0. 

Quand  ò  =  0,  cette  courbe  est  symétrique  par  rapport  à  l'axe   des  abscisses,    et  elle  est 
nommée  folium  droit;  quand  b  est  différent  de  O,  elle  est  nommée  folium  obliqiie. 
En  meltant  l'équation  pi'écédeute  sous  la  forme 


b±[^b^  —  4:a{x  —  a) 
et  en  tenant  compte  de  Tégalité 


V  =^ r; ^ ' 


,_b  ò--6ax4-4(t2 

on  voit  que  la  courbe  a  la  forme   indiquée   dans  la  figure  27.    Klle   est  formée   d'une  seule 
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branclie,  qui    séteiul  jusqu';!  linfini    en  dfiix   sens  différents,  et  elle   n'a  pas  cl'asymptotes  à 

distance  finie.  Elle  a  un  noeud  à  Torigine  O,  et  ses  tan- 
gentes à  ce  point  sont  déterminées  par  la  formule 


y 


5  +  V^6^  +  4a^ 
2a 


laquelle  fait  voir  que  ces  droites  se  coupent  orthogonale- 
ment.  L'abscisse  du  point  A,  ou  la  cubique  coupe  OX, 
est  égale  à  a,  et  Tordonnée  AD  du  point  D,  correspon- 
dant  à  cette  niême  abscisse,  est  égale  à  b. 

Les   coordonnées    da    point   B,    oíi   la   tangente    est 
parallèle  à  Taxe  '.les  ordonnées,  sont  données  par  les  équations 


Fi!j.  21 


4a  ^  8a- 


143.     J^e  folium  2}araholiqiie  est  une  cubique  unicunale.  En  posant   dans    I'équation  de 
cette  cubique  y  =  tx,  on  trouve  ces  autres : 

x  =  a{l—t~)  +  ht,      7j=a{l  —  t-)f  —  lt-, 


qui  déterminent  les  coordonnées  des  points    de    la  niêiue  courbe  eu  fonction  du  paramètre   t, 
et  qui  donnent 

dy       3nt^-2bt  —  a 


dx 


2ui  —  b 


On  voit  donc  que  la  cubique  considérée  a  deux  jioint?  C  et  E  ou  Tordonnée  passe  par 
une  valeur  maxiuje  et  luinime,  et  que  les  coordonnées  de  ces  points  correspondent  aux  va- 
leurs  de  t  suivantes: 


<  = 


b±\/b^--^-Sa'- 
'àa 


Las  coordonnées  du  point  B,  que  nous  avons  déjà  déterminées,  correspondent  àí  =  ;^' 
Le  rayon  de  courbure  de  la  cubique  au  point  t  est  donné  par  la  formule 


[Ola^t>'-\2abf^-2{a*--2b^)f-  +  a^-^h^Y 
2  (3a*  <2-3aèí +  «-  +  **)  ' 


au  moyen  de  laquelle  on  voit  que  cette  courbe  a  deux  points  d'inflexion   iraagin:iires   à   dis- 
tance finie. 
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144.     La  citl)ique  qu'on  vieiít  de  considérer  peut  étre  construite  par   une    luéthode    três 
siniple  que  nous  allons  indiquer  (G.  de  Longchamps,  1.  c). 

Soit  OABC  (fifj.  28)  un  rectangle  dont  les  cutés  OA  et  OC  sont  égaux  à  a  et  b.  En  me- 

nant  par  le  point  O  la  droite  arbitraire  OD,  par  D  la  per- 
peiídirulaire  DE  à  cette  droite,  ensuite  par  E  la  perpi-n- 
dieuiaire  EF  à  DE,  et  eiifin  par  F  ia  perpendicuiaire  FM 
i'i  OD,  011  obtient  le  point  M,  qui  appartient  à  ia  cubique 
considérée. 

En    eíTet,    en   représentant  par  6   et  p   les    eoordoiinées 
polaires  MO/V  et  OM  du  point  M,  on  a  les  relations 


M,-- 


'■■    ^      '--.E 


A 

Fig.  28 


0D  =  —  ^,     DB  =  DA-BA=atan£re-í-. 
cos  a 


MD  =  FE  =  DE  tang  6  =  ^  tang  6  ^-  "^^"^  ^^     ^  tang  6, 

coso  coso 


et 


p  =  OM  =  OD  -  MD, 


d'ou  il  resulte  Téquation  suivante: 


P 


a  tang  6  —  b 


coso 


cos 


õ tange, 


qui  coincide  avee  l'équation  qu'on  obtient   en  posant    dans    Téquation   cartésienne    du   folium 
considere  a;  =  p  cos  6,  ^  =  p  sin  0. 

145.     Prenons  sur  la  droite  OD  (fig.  28)  un  point  M'  symétrique  de  M  par  rapport  à  D ; 
on  a,  en  représentant  par  (pi,  6),  les  coordonnées  polaires  de  M', 


^,T^      ,rr^           «       ,    a  tang  6  —  h 
p,=OD+MD  = -  +  — -^       -tange. 

'  ene  H  nnc  n  ^ 


iO 


cos  6 


On  vient  d'obtenir  Téquatiun  polaire  du  lieii  décrit  par  W,  quand  M  parcoui't  la  courbe  (1); 
réquation  cartésienne  du  niêine  lieu  est  dono 


(2) 


c^  —  a  {x-  +  i/-)  +  bxi/  =  0. 


Cette  dernière  courbe  est  formée,  comme  celle  qui  precede,  d'une  branche  de  forme  para- 
bolique  aux  deux  extróuiités,  et  a  une  boucle  loi'sque  b->ia~,  un  point  isole  quand  i-<4a-, 
un  point  de  rebroussement  quand  b-  =  -ía'-.  Dans  le  preniier  cas,  la  sonmie  des  angles  formes 

par  les  tangentes  au  noeud  avec  Taxe  des  abscisses  est  égale  à  ~  • 


124 


Si  6  =  0,  on  a  la  courbe  employée  par  G.  de  Longchamps  (1.  c,  p.  93)  pour  résoudre  le 
problème  de  la  duplieation  du  cube ;  en  effet,  si  Fon  coupe  cette  courbe  par  le  cercle  defini 
par  Téquation 

9       1  ^  Ci      ^ 

X-  -\-  y-  =  2a-, 

on  obtient  deux  points  réels  dont  l'absc-isse  satisfait  à  la  condition  a?'  =  2a^.  L'équation  polaire 
de  la  même  cubique  est  (>cos^S  =  a;  dono  cette  courbe  appartient  à  la  classe  des  courbes 
nommées  par  M.  Haton  de  la  Goupillière  spirales  sinusóides,  lesquelles  seront  étudiées  plus 
loin. 

146.  Les  cubiques  qu'on  vient  de  considérer  ne  sont  pas  les  seules  qui  aient  une  branche 
unique  de  forme  parabolique  aux  deux  extrémités  avec  une  boucle.  Cette  propriété  appartient 
à  toutes  les  paraboles  divergentes  à  noeud,  c'est-à-dire  aux  cubiques  correspondantes  à 
Téquation  (n."  108) 

y-  =  ax^  -{-  &a;-, 

ou,  en  coordonnées  orthogonales, 

(3)  a;3  =  Ma;2  +  Vxy  +  Qy^ 

quand  6>0  ou  r->4MQ.  L'angle  to  forme  par  les  tangentes  à  ces  cubiques  à  leur  noeud 
est  alors  determine  par  réquation 


-P±V/P^  — 4MQ 
'"'^°"  = 2Q ' 

d'ou  il  resulte  que  le  folium  parabolique  particulier  considere  préeédemment  est  le  seul  ou  ces 
tangentes  sont  perpendiculaires  Tune  à  Tautre. 

Quand  P- =  4iIQ  ou  P- <  4MQ,  les  cubiques  représentées  par  Téquation  precedente  ont 
encore  une  branche  infinie  de  forme  parabolique  aux  deux  extrémités,  mais,  au  lieu  dune 
boucle,  elles  ont  alors  un  point  de  rebroussement  ou  un  point  isole. 

En  posant  en  (3) 

Xiyi 
y= )     x  =  xi, 

on  obtient  Téquation 

a'-xi  =  Ua.^  +  Vayi  +  qy\; 

les  cubiques  qu'on  vient  de  considérer  sont  donc  les  antihyperbolismes  des  paraboles  repré- 
sentées par  cette  équation,  par  rapport  à  la  droite  x  =  a. 

L'équation  (3)  represente  les  paraboles  divergentes  unicursales.  En  remarquant  que  cette 
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équation  peut  être  réduite  à  Ia  forme : 

x^  —  a  (a.^  ip  k-  y-)  ip  bxy  =  O, 

on  voit  que  à  toute  parabole  divergente  unicursale  correspond  une  autre,  représentée  par  une 
équation  de  la  forme  (1)  ou  (2),  telle  que  les  deux  cubiques  sont  ajjines.  II  resulte  de  cette  re- 
lation  une  méthode  pour  construire  aiséinent  ces  parábolas. 


IX. 
Les  paraboles  divergentes  droites. 

147.     Les  cubiques  représentées  par  Téquation 

(1)  y^  ^  ax^ -\- bx~ -\- cx -\- d, 

rapportée  à  des  axes  orthogonaux,  sont  comprises  entre  les  cubiques  nommées  (n."  108) 
paraboles  divergentes  par  Newton  dans  son  Enumeratio  linearum  tertii  ordinis,  et  sont  dites 
paraboles  divergentes  droites.  Ces  courbes  jouent  un  role  três  important  dans  la  théorie 
générale  des  cubiques,  à  cause  de  ce  beau  théoréme,  donné  par  le  grand  géomètre  dans 
Touvrage  cite:  Véquation  {\)  peut  représenter  la  persjjective  de  toutes  les  cubiqties. 

On  ne  sait  pas  queíle  voie  a  été  suivie  par  Newton  pour  obtenir  cette  interessante  pro- 
priété,  car  il  n'en  a  pas  publié  la  démonstration.  Cette  démonstration  a  été  donnée  plus  tard 
par  Clairaut  et  ensuite  par  Nicole,  en  1731,  dans  les  Mérnoires  de  VAcadémie  des  Sciences  de 
Paris. 

Le  théoréme  qu'on  vient  d'énoncer  équivaut  àcet  autre,  que  nous  allons  démontrer  d'abord: 

A  toute  cubique  correspond  une  parabole  divergente  droite  qui  en  derive  par  une  transfor- 
malion  homographique. 

Pour  démontrer  cette  proposition,  remarquons  d'abord  que  toute  cubique  a  un  point 
d'inflexion  réel,  au  moins,  à  distance  finie  ou  à  Tinfini.  On  voit  cela  immédiatement  au  moyen 

de  la  formule  de  Pliicker 

<  =  3wi(ní  — 2)  — 6(5  — 8v, 

ou  m  represente  Tordre  de  la  courbe,  õ  le  nombre  de  ses  noeuds,  v  le  nombre  des  points 
de  rebroussement  et  t  le  nombre  des  points  d'inflexion,  laquelle  fait  voir  que,  dans  le  cas 
des  cubiques,  le  nombre  des  points  d'inflexion  est  impair,  et  que,  par  conséquent,  un  de  ces 
points,  au  moins,  est  réel. 

Cela  pose,  considérons  une  cubique  quelconque  (C),  représentée  par  Féquation  F  (X,  Y)=0, 
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et,  dans  le  plan  de  eette  cubique,  un  triangle  dont  les  eôtés  A,  A'  et  A''  soient  formes  par  une 
droite  tangente  à  la  cubique  à  un  point  d'inflexion  réel  M,  par  une  autre  droite  de  direetion 
arbitraire  passant  par  ce  inême  point,  et  par  une  troisième  droite  dont  nous  déterminerons 
ensuite  la  position.  En  désignant  par  (X,  Y)  les  coordonnées  d'un  point  quelconque  de  la 
eourbe  eonsidérée  et  par  zi,  xi  et  yi  les  distances  respectives  de  ce  point  aux  côtés  A,  A'  et 
A"  du  triangle  mentionné,  c'est-à-dire  les  coordonnées  trilinéaires  du  point  (X,  Y),  rapportées 
à  ce  triangle,  on  a 

«i  =  ai  X+ òi  Y -f  Cl,     yi  =  «2  X  +  62  Y  + c-2,     Z)  =  «a  X  +  ^3  Y+ C3, 

oíi  «1,  bi,  ("1,  ao,  b-2,  c-2,  «3,  63,  C3  représentent  des  quantités  indépendantes  de  X  et  Y,  mais 
dépendantes  des  paramètres  des  droites  A,  A'  et  A",  dont  les  expressions,  indiquées  aux 
traités  de  Géométrie  anaiytique,  nous  n'écrirons  pas  ici. 

En  substituant  dans  Téquation  de  la  cubique  eonsidérée  les  valeurs  de  X  et  Y  qui  résultent 
des  équations  qu'on  obtient  en  divisant,  membre  à  membre,  les  deux  premières  équations 
precedentes  par  la  dernière,  il  vient  une  équation  homogèné  par  rapport  à  X{,  i/i  et  21,  da 
troisième  degré,  qui  est  Téquation  de  la  eourbe  eonsidérée  en  coordonnées  trilinéaires,  et  dont 
nous  allons  déterminer  la  forme.  Pour  cela,  remarquons  que  la  droite  A  rencontre  la  cubique 
en  trois  points  coincidant  avec  Tintersection  de  A  et  A',  dont  les  distances  à  A'  sont  par  con- 
séquent  nuUes;  et  que  par  suite  Téquation  en  coordonnés  trilinéaires  de  la  cubique  doit  donner 
pour  Xi  trois  valeurs  égales  à  zero,  quand   si^O.    Cette  équation  doit  donc  avoir  la  forme 

axi  =  z\  {kx\  +  Exizi  +  Cz;)  +  ^izi  (j/i  +  Da,-)  +  Fzi). 
Remarquons  maintenant  que,  en  appliquant  réquation 

qui  represente  la  pohiire  du  point  (cc^,  ?/q,  Sq)  par  rapport  à  la  eourbe  /(a"i,  3/1,  zi)  =  0,  et 
en  supposant  que  ce  puint  coincide  avec  Tintersection  des  droites  A  et  A',  oíi  «(,  =  0  et  Zg  =  O, 
on  obtient  Téquation 

7/0  2.  (2?/, +Dx, +Fz,)  =  0, 

d'ou  il  resulte  que  cette  polaire  est  formée  par  les  droites  représentées  par  les  équations  zi  =  O 
et  2?/i -r  Dxi  +  Fzi  =  O,  dont  la  première  est  tangente  à  la  cubique  et  la  deuxième  a  été 
nommée  par  Salraon  po/rn're  harmonique  du  point  d'inflexion  considere. 

Cette  dernière  équation  doit  se  réduire  àyi  =  0,  si  Ton  complete  la  détermination  du  tri- 
angle de  reférence  de  manière  que  A"  coincide  avec  cette  polaire;  et  on  a  alors  D  =  0  et 
F  =  0. 

II  resulte  de  tout  ce  qui  precede  que,  si  Ton  choisit  les  droites  qui  forment  le  triangle  de 
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référence  comme  Ton  vient  de  voir,  réquation  de  la  cubique  considérée  prend  la  forme 

(2)  ax^  +  bxl  zi-\-cXiZ-,-{-  dz^,  =y\zi. 

En  posant  maintenant 

^'  *"^~«3X  +  è3Y  +  f3'     •^~'z7~a3X  +  63Y+C3' 

et  en  remarquant  que  Téquation  (2)  se  réduit  à  Téquation  (1)  quand  on  remplace  dans  la 
première   par  x  et  ^ —  par  y,  on  conclut  que,    à  chaque  point   (X,  Y)  de  la  cubique  (C) 

Zi  Zi 

correspond    un   point   (x,   y)   d'une    des    cubiques   représentées   par   Téquation   (1)    dont  les 

coordonnées   sont   lióes   à  celles   du  premier  poiut   par   les  relations   (3),  c'est-à-dire  par  les 

relations  qui  définissent  la  transfurmation  homographique. 

Si  le  point  d'inflexion  par  lequel  pas=!e  A  est  à  Tinfini,  il  faut  moditier  eette  demonstra tion. 

Alors,  si  Fon  suppose  que  Téquation   de   Ia  cubique  (Cj  est  Fj  (Xi,  Yj)  =  O,  on  doit  y  faire 

1  Y 

(n.°   8õ)  X)=^rp  et  Yi=^^,  ou,  si  rasyraptote  qui  passe  par  ce  point  est  parallèle  à  Taxe 

IX 

des  ordonnées,  Yi  =  -:^^",  Xi=— ^-.    On    obtient   ainsi   une  transformée   qui  a  un  point  d'in- 

flexion  réel  à  distance  finie  et  à  laquelle  on  peut  appliquer  la  doctrine  precedente.  En  élimi- 
nant  enfin  X  et  Y  entre  les  équations  precedentes  et  les  équations  (3),  on  obtient  les  relations 
qui  lient  a;  et  ?/  avec  X|  et  Yi,  lesquelles  ont  encore  la  forme  qui  déíinit  les  transformations 
homographiques. 

148.  Pour  completer  la  démonstration  du  théorème  de  Newton,  nous  allons  entrer 
quelques  moinents  dans  le  domaine  de  la  Géométrie  générale,  pour  établir  la  proposition  sui- 
vante :  toute  transformée  homographique  d'une  courbe  represente  une  perspective  de  la  mtme 
courbe. 

Considérons  deux  courbes  (C)  et  (Cl  telles  que  les  coordonnées  (x,  y)  et  (X,  Y)  de  ses 
points  soient  liées  par  les  relations 

aX  +  6Y  +  c  a'X  +  6'Y  +  c' 


"^  =  V   I  „v  ,  „  '     y- 


X+pY  +  q'      ^  X+pY  +  q 

et  remarquons  d'abord  que  ces  relations  peuvent  être  mises  sous  la  forme  suivante : 

-íXcosa  —  Ysina+/t  1 

"'  =  ^1  X+pY  +  q  +"»J' 

-,     „  rXsin  «  + Ycosa  +  Â;  ,       1 
Y  =  M.        X+pY  +  q        +M- 
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En  eíFet,  les  conditions  poiír  ridentité  de  ces  formules  et  des  precedentes  sont 

(a)  P  fcos  a  +  Xq)  =  a ,     [3  (pcCf,  — sin  a)  =  è  , 

(6)  P  (sin  a  +  ?/o)  =  a',     ,3  (2>!/o  +  cos  «)  =  6', 

(c)  ^(qxQ  +  h)      =c,     I5(2^o  +  /c)         =c'. 

Or  les  quatre  premières  donnent  les  relations 

ap  —  6  =  P  (jj  cos  a  +  sin  a),     a'p  —  6'  =  |3  (p  sin  a  —  cos  a), 

qui  déterminent  a  et  §,  ensuite  les  équations   (a)    ou   (i)   déterminent  Xq  et  y^,  et    enfin   les 
équations  (c)  donnent  les  vaieurs  de  h  et  A;. 

Cela  pose,  je  change  les  axes  auxquels  la  courbe  (C)  est  rapportée,  en  posant 

A  +  X  cos  a  —  Y  sin  a  =  Xi 
í;  +  X  sin  «  +  Y  cos  «  =  Yi , 

et  je  trouve  des  expressions  de  la  forme 

X,  ,  Yi  , 

'*'~a'Xi  +  è'Y,  +  c'^^°'     ^^a-Xi+ÒTi+c'"^^"- 

Posons  encore 

a' =  ^  cos  aj ,     ò'=Xsinai,     c' ^  Xe, 
et 

X-2  =  Xi  cosaj  +  Yi  9Ín«i +6/     Y2  =  Yicosai  —  Xisin«i, 

ce  qui  correspond  à  un  se^ond  changement  d'axes  pour  (C).  On  trouve 

(X2 — e)cosai  —  Y-2SÍn«i    , 

"== m +'''' 

(X-2  —  e)  sin  aj  +  Y2  cos  aj   ,     , 

y XX7 ^y'- 

Changeons  maintenant  les  axes  auxquels  la  courbe  (C)  est  rapportée,  en  faisant 

,   ,    cosaj 

a;=a;o+  — ^ «-2  cos  aj  —  ?/o  sin«i, 

A. 

,    ,    sin«í 
y  =  yo-\ =: «2  sm  «1  -r  yi  cos «t ; 
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il  vient 
(4) 


X-l- 


IXi'- 


>/i  = 


XXi 


Pour  aehever  la  démonstration,  considérons  trois  axes  rectangulaires  OX2,  OY2  et  OZ2 
(fig.  29),  un  plan  x-2  0'yi,  perpendiculaire  à  Taxe  OX2,  et  uu  cone  dont  le  sommet  P  soit  situe 


Fíg.  29 

sur  Taxe  OZ2  et  qui  passe  par  la  courbe  (C),  sitiiée  au  plan  x^O^yi,  et  supposons  que  A  est 
un  point  de  cette  courbe,  que  B  est  le  point  ou  la  génératrice  PA  du  cone  coupe  le  plan  Xa  Y-x, 
que  0'C  est  égal  à  OP,  que  0'xt  et  KL  sont  parallèles  à  OZ2  et  que  0'y>  et  BD  sont  paral- 
leles  à  OY2.  On  a 

AL  _  BL  _  CD       BD  _  OD 
TÕ  ~  BÕ  ~  TJD  '     LC  ""  "ÕC  ' 


et  par  conséquent,  en  représentant  par  x-2  et  y-2  les  coordonnées  AK  et  LC  du  point  A  par 
rapport  aux  axes  0'x-i  et  0'_í/2,  et  par  X2  et  Y-2  les  coordonnées  OD  et  BD  du  point  B  par 

rapport  aux  axes  OX2  et  OY2,  et  en  posant  OP  =  é  et  OC^ 


e  —  X9        Y2  —  ^~^ 


Y2 


X.2 


1 

T 
■■  XXâ. 


Ces  équations  coincident  avec  les  équations  (4),  et,  par  conséquent,  la  courbe  qui  resulte 
de  rintersection  du  cone  considere  avec  le  plan  X2  Y2  coincide  avec  (C). 

VOL.    IV  Q 
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La  transformation  définie  par  les  équations  (4)  a  été  considérée  déjà  au  n  °  85.  Elle  fut 
■donnée  par  Newton  dans  le  lemme  xxii  du  livre  I  des  Princijna  mathematica.  La  transformation 
définie  par  les  équatious  (2)  fut  indiquée  par  Waring  dans  sa  Miscellanea  analylica.  On  vient 
de  voir  que  t-ette  dernière  transformation  est  equivalente  à  une  transformation  de  Newton 
et  à  des  changements  des  axes  des  coordonnées  auxquels  sont  rapportées  les  deux  courbes. 
Cette  proposition  a  été  établie  par  Chasles  dans  son  important  Mémob-e  sur  deux  príncipes 
généraiix  de  la  science:  la  dualité  et  VJiomograpliie,  ou  les  transformations  homographiques  sont 
étudiées  dune  manière  profonde.  Nous  venons  d'employer,  pour  démontrer  la  même  propo- 
sition, une  métliode  três  élémentaire  que  nous  avons  publiée  au  volume  correspondant  à  1906 
du  Mathesis. 

149.     Pour  étudier  les  courbes  représentées  par  réquation(l),  nous  transporterons  d'abord 

l'origine  des  coordonnées  au  point   ( —  ^p-,  0],  en  réduisant  ainsi  réquation   de  ces  cubiques 
à  la  forme 

(5)  ?/"  =  ax^  +  cx  -[-  d. 

Pour  déterminer  la  forme  des  courbes  représentées  par  cette  équation,  nous  allons  consi- 
dérer  divers  cas,  en  supposant,  pour  fixer  les  idées,  que  a  >  0.  On  peut  toutefois  remarquer 
déjà  que,  en  tous  les  cas,  Taxe  des  abscisses  est  un  axe  de  la  cubique,  et  que  la  courbe  n'a 
pas  d'asymptote3  à  distance  finie. 

L"  Supposons  que  les  racines  a,  [5  et  y  de  Téquation 

ax^  +  ca;  +  íí  =  O 

soient  réelles  et  inégales  et  que  a  >  [3  >  f. 

La  courbe  coupe  alors  Taxe  des  abscisses  en  trois  points  (fio.  30)  A,   B  et  C,    dont  les 

abscisses  sont  égaies  à  a,  [3  et  \,  et  Fordonnée  y  est 
réelle  et  croit  indéfiniment  avec  x  quand  a;  >  «,  est 
imaginaire  quand  x  est  comprise  entre  a  et  p,  est 
réelle  et  tinie  quand  x  est  comprise  entre  p  et  y, 
et  est  imaginaire  quand  x  <~{.  Donc,  la  courbe  est 
formée  par  un  ovale  CLBM  et  par  une  branche 
infinie  NAP. 

On  voit  au  moyen  de  Téquation 

(6)  '^~2y- 

que  les  tangentes  aux  points  A,  B  et  C  sont  perpendiculaires  à  Taxe  de   la    courbe,    et  que 
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les  abscisses  des  points    ou  la  tangente  est  parallèle  à  cette  axe  sont  «lonnées  par   réquation 

Sax^  +  c  =  O, 

qiii,  en  veitu  dii  théorème  de  Rolle,  doit  avoir  une  racine  entre  p  et  a,  à  laquelle  corres- 
pond  une  valeur  imaginaire  de  y,  et  une  autre  entre  [i  et  y,  à  laquelle  correspondent  les  point» 
L  et  M  de  la  courbe. 

Remarquons  encore  que,  en  mettant  Téquation  de  la  cubique  sous  la  forme 

7/2  =  « (a;  —  «)  (x  —  P)  (x  —  y)  , 
on  trouve 

,_  a[3a;2_2(«+p  +  Y)a;  +  «p  +  aY  +  pY] 


y' 


et  que  par  couséquent  Tabscisse  des  points  L  et  M  véritie  Téquation 

3a;2-2(«  +  P  +  -í)«'+«|5  +  «Y  +  PT  =  0. 

En  remplaçant  au  premier  membre  de  cette  équation  x  par  y  et  ensuite  par  — -  ([3  +  y))    o^ 

obtient  des  résultats  de  signes  contraíres,  ce  qui  indique  que  les  points  L  et  M  se  projettent 
sur  Taxe  de  la  cubique  à  un  point  compris  entre  le  milieu  U  de  CB  et  le  sommet  C. 
2.»  Si  a  =  p,  ou 

f  =  a{x  —  ay-{x  —  -^), 

la  variable  2/ est  réelle  et  croit  indéfiniment  avec  a;quanda;>a,  estréelle  etfinie  dans  Tintervalle 
de  x=a  à  a;  =  y,  et  est  imaginaire  quand  a-  <  y-  La  cubique  est  alors  unicursale  et  a  la  forme 
indiquée  dansla  figure  31.  Le  sommet  C  et  le  noeud  A  correspondent  aux  abscisses  y  et  a; 

les  points  L  et  j\I  oíi  la  valeur  de  y  est  raaxime  et  minime  correspondent  à  Tabscisse  — ^ — . 

o 

Les  tangentes  trigonométriques  des  angles  formes  par  les  tangentes  à  la  cubique  à  son  noeud 
avec  Taxe  des  abscisses  sont   égales  à  +va(a.  —  y)- 
3.°  Si  P  =  Y,  et  par  suite 

y^  =  a{x—a)(x  —  ^)^, 

y  est  réelle  quand  a;>a.  Alors  Ia  courbe  est  aussi  unicursale,  et  a  un  point  isole  B,  dont  les 
coordonnées  sont  (p,  0),  et  une  branche  infinie  NAP  {jig.  32). 

4."  Si  les  racines  a  et  p  sont  iniaginaires,  on  a,  en  posant  a  =  p-\-iq  et  P=p  — ij, 

y^-  =  a[{x-py--\-<f]{x-'0. 


132 


La  cubique  a  alors  une  branche  intinie  semblable  à  la  branche  infinie  de  la  figure  30,  et 
n'a  pas  de  point  double.  Cette  branche  passe  par  le  point  (f,  0). 


Fig.  31 


Fig.  32 


Fig.  33 


5."  Si  «  =  p  =  7,  la  cubique  a  Ia  forme  indiquée  dans  ia  figure  33,  comme   on  le  voit  au 
moyen  das  équations 


1  I  3    4  . 

y  =  a-  {x  —  a)- ,     y'  =  ^a-  (x  —  a) 


Elle  a  dans  ee  cas  un  point  de  rebrousseraent,  dont  les  coordonnées  sont  (a,  0).  La 
courbe  est  alors  nommée  parabole  semi-cuhique  et  será  retrouvée  et  étudiée  plus  tard,  quand 
nous  nous  occuperons  des  paraholes. 

150.  Les  paraboles  divergentes  à  noeud  furent  nommées  cubiques  de  Tschirnhausen  par 
M.  Archibaid,  dans  sa  Dissertation  sur  la  cardioide  (Strasbourg,  1900),  pour  avoir  été  ren- 
contrées  par  Tinventeur  de  la  théorie  des  caustiques  comme  solution  du  problème  suivant : 
ãéterminer  les  caustiques  par  réfiexion  dans  une  parábola  des  rayons  lumineux  perpendiculaires 
àlVaxe  {Acta  eruditorum,  1690,  p.  fi3).  Ce  problème,  considere  aussi  par  Jean  Bernoulli 
{Opera,  t.  Iil,  p.  471)  et  par  L'Hospital  {Analyse  des  infiniment  petiis,  1696,  p.  109),  peut 
être  résolu  de  la  manière  suivante. 

Considórons  la  parabole  représentée  par  Téquation 

y-  =  2p{x  +  -jp), 


le  foyer  étant  Torigine  des  coordonnées,    et  prenous   sur  cette   courbe   un   point  quelconque 
(x,  y) ;  ensuite  menons  par  ce  jjoint  un  droite  D  formant  avec  la  normale  à   la  parabole  au 
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même  point  un  angle  égal  à  celui  que  cette  normale  forme  avec  l'axe  des  ordonnées.  L'équa- 
tion  de  la  droite  D  est 

2p3/(Y-2/)  =  (p^-2/-)(X-a;), 
ou,  en  tenant  compte  de  Téquation  de  la  pai-abole, 

et  Tenveloppe  des  positions  qu'elle  prend,  quaiid  y  varie,    est   déterminée  par  cette  équation 
et  par  cette  autre: 

p-Y+2njX^y{y^-+p''-) 
qui  donnent 

(7)  X  =  fc^',     YJ^pfi^. 

^  '  Ip  2p^ 

Ces  équations  déterminent  les  fcordonnées  des  points  de  lenveloppe  considérée,  et  par 
suite  de  la  caustique  mentionnée  ci-dessus,  en  fonction  du  paramètre  y,  et  font  voir  que  cette 
courbe  est  unicursale.  En  éliminant  maintenant  y  entre  ces  équations,  on  obtient  enfin  l'équa- 
tion  cartésienne  de  la  même  courbe,  à  savoir: 


27pY-^  =  2(x  +  l7;)(X-4p)^ 


La  caustique  considérée  est  donc  une  parabole  divergente,  tangente  à  la  parabole  donnée 
à  son  sommet  et  ayant  un  noeud  au  point  (4p,  0). 
En  mettant  cette  équation  sous  la  forme 

27p(X2  +  Y-^)  =  2(X  +  2p)3, 

on  voit  aisément,  en  tenant  compte  de  la  relation 


cos  6  =  4  cos'— —  3  cos  -^  i 


que  Téquation  polaire  de  la  cubique  considérée  est 


2p  COS''— =  — p  : 


cette  cubique  appartient  donc  à  la  classe  des  courbes  désignées  par  le  nom  de  spirales  sinu- 
sotdef,  laquelle  será  étudiée  plus  loin. 
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On  voit  encore  aisément,  au  moyen  des  formules  (7),  que  la  podaire  de  la  cubique  qu'on 
vient  de  considérer,  par  rapport   au  foyer  de  la  parabole  donnée,  est  cette   ruême  parabole. 

151.  Nous  allons  nous  occuper  maintenant  de  la  détermination  des  points  d'inflexion  des 
paraboles  divergentes,  et,  pour  cela,  nous  considérerons  d'abord  celles  qui  ne  sont  pas  uni- 
cursales. 

En  formant  Téquation  ?/"  =  0,  on  voit  que  cliacuiie  de  ces  cubiques  a  huit  points  d'inflexion 
à  distance  finie,  dont  les  abseisses  sont  déterminées  par  Féquation 

(8)  (3aa:2  _[_  c)2  _  l  o  ax  [ax^  +  ca;  +  rf)  =  O, 

et  dont  les  ordonnées  sont  déterminées  par  Téquation  (5).  Elle  a,  en  outre,  un  point  d'in- 
flexion  à  Tinfini.  Nous  allons  démontrer  que  ãeux  des  preiuiers  points  sont  réels  et  que  les 
autres  six  sont  imaginaires. 

En  posant,  pour  cela,  a;  =  a  et  oj  =  oo  dans  Téquation  (8),  on  trouve  des  résultats  de  signes 
contraíres,  ce  qui  fait  voir  que,  dans  Tintervalle  compris  entre  a  et  oo,  existe  une  valeur  réelle 
de  X  qui  satisfait  à  cette  équation;  à  cette  valeur  de  x  correspondent  par  suite  deux  points 
dfwfiexion  réels  N  et  P  de  la  courbe  (fig.  30  et  32). 

En  posant  dans  la  luême  équation  a;=Y  et  «  =  — oc,  on  voit  qu'elle  a  nne  racine  réelle 
enti-e  ces  deux  nombres ;  mais  à  cette  racine  correspondent  deux  points  d'inflexion  imagi- 
naires, car  y  est  imaginaire  dans  l'interval!e  dea;  =  Y  àa;  =  — cc. 

Les  autres  racines  sont  imaginaires,  comme  on  le  voit  aisément  en  formant  le  discrimi- 
nant  de  léquation,  et  en  remarquant  que  ce  discriminant  est  négatif. 

Donc,  les  paraboles  diverge^ites  non  unicursales  ont  trois  points  d'inflexion  réels  et  six  ima- 
ginaires. 

Considérons  maintenant  le  cas  oíi  la  cubique  proposée  est  unicursale.  Alors,  comme  les 
coordonnées  du  point  double  de  la  courbe  satisfont  aux  équations 

7/  =  O,     3fla;2  +  c  =  O, 

réquation  (8)  est  satisfaite  non  seulement  par  les  abseisses  des  points  d'inflexion,  mais  encore 
par  Tabscisse  du  point  double.  Mais  on  peut  dans  ce  cas  obtenir   aisément   une  équation  qui 
donne  immédiatement  les  abseisses  des  premiers  points,  comme  on  va  voir. 
1."  Supposons  qu'on  ait  a  =  P,  et  par  suite 

y^  =  a(x  —  a)-  (x  —  y). 
Alors  l'équation 


í/"=l/a 


3aj  —  4y  -f  a 
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fait  voir  que  la  cubique  considérée  a  un  point  cVinflexion  à  linfini  et   deux  à  distaiu-e  finie, 
dont  les  coordonnées  sont  données  par  les  équations 

En  remarquant  maintenant  que  a>Y,  on  concluí  que  les  paraboles  divergentes  à  noeud 
(crunodalas)  ont  deux  points  d' injiexion  imaginaires  à  distance  jinie  et  un  réel  á  Vinjini. 

2°  Si  P  =  Y)  on  a,  pour  determinei'  les  points  dinflexion,  réquation  a;  =  co  et  les  équations 
sui  vantes: 

0^  =  1  (4a -.3),     ^2  =  i|a(«-,3)3, 

dont  il  resulte  que  les  paraboles  divergentes  à  point   isole  (acnoãalesj  ont  deux  points  ã'in- 
Jieanoti  réels  à  distance  finie  et  un  autre  à  Vinfini. 

3.°  Si  a  =  [3  =  Y,  on  a 

„  3/ã 

y  = T-' 

4(íc  — a)" 

Les  2>araboles  divergentes  à  point  de  rehroussement  (cuspidales)  ont  ãonc  tm  seid  point  d'in- 
fiexion,  qui  est  situe  à  rinfini. 

152.  En  passant  maintenant  à  Tétude  de  Ia  disposition  des  points  d'inflexion  des  para- 
boles divergentes,  nous  allons  démontrer  le  théorème  suivant: 

La  droite  qui  passe  par  deux  points  d'infiexion  d' une  par  abole  divergente  coupe  cetfe  courbe 
à  wi  troisiime  point  d'infiexion. 

Mettons  Téquation  (8)  sous  la  forme 


(9)  íc*  +  2  — a;2  +  4_a;_         =0, 

^  a  a  ãu- 

et  représentons  par  «i,  a-i,  «3  et  «i  ses  racines. 

La  condition  pour  que  la  droite  correspondante  à  Téquation 

^  =  Aa;  4-  B 

passe  par  trois  points  de  la  cubique  ayant  pour  abscisses  aj,  «3  et  aj,  c'est  que  ces  nombres 
véritient  réquation 

(lOj  ax^  -  A'^  x^  +  (c  -  2AB)  xi-d-B^  =  0, 
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et  que,  par  conséquent,  on  ait,  quelle  que  soit  la  valeur  de  £c, 

a  a  àa-  \  a  a  ai 

Cette  condition  est  donc  exprimée  par  les  relations 

A2=  — aai,     c  =  — 2AB  — aaí,     3á=  — B--ca, -^  2cí,  AB,     c2  =  3aa,  (cZ-B-j. 

Jlais,  en  éliminant  A  et  B  de  la  deuxième  de  ces  équations  au  moyen  de  ia  première 
et  de  la  quatrième,  on  trouve 

a  a  oa- 

résultat  qui  coincide  avec  celui  qu'on  obtient  en  éliminant  AB  et  B"^  de  la  troisième  au 
moyen  de  la  deuxième  et  de  la  dernière;  cette  égalité  represente  donc  la  condition  poiír  que 
trois  des  points  dont  les  abscisses  sont  a^,  as  et  ai  soient  situes  sur  la  droite  considérée. 

Pour  achever  ia  démonstration  du  théorème  énoncé,  il  suffit  de  remarquer  que  «i  vérifie, 
par  hypothèse,  Téquation  (9)  et  que  le  résultat  qu'on  vient  d'obtenir  coincide  avec  celui  qu'on 
trouve  quand  on  remplace  dans  cette  équation  x  par  «i.  Les  six  points  de  la  cubique  ayant 
pour  abscisses  «2,  «3  et  «4  sont  donc  situes  sur  deux  droites  dont  les  paramètres  A  et  B  sont 
determines  par  deux  des  équations  écrites  ci-dessus. 

La  démonstration  precedente  n'est  pas  applicable  aux  droites  parallèles  à  Taxe  des  ordon- 
nées  passant  par  deux  points  d'inflexion.  Mais  il  suffit  de  remarquer  que  ces  droites  coupent 
la  cubique  au  point  d'inflexion  situe  à  Finfini,  pour  conclure  que  le  tbéorème  énoncé  a  encore 
lieu. 

Les  équations  des  droites  qui  lient  les  point  d'inflexion  de  la  courbe  considérée  trois  à 
trois  sont 

a;  =  |j.,     +2v — a\L7/-\-2aiLX-\-c-{- a\i.-  —  0, 

oíi  ii.  =  ai,  «2,  «3  et  «4.  Le  nombre  de  ces  droites  est  donc  égal  à  12.  Deux  des  droites  re- 
présentées  par  la  première  équation,  correspondantes  aux  deux  i"acines  réelles,  Tune  positive 
et  lautre  négative,  de  (9),  et  deux  des  droites  représentées  par  la  deuxième  équation,  cor- 
respondantes à  la  racine  négative  de  (9),  sont  réelles;  les  autres  sont  imaginaires.  Les  droites 
passant  par  l'un  ou  l'autre  des  points  ou  Tabscisse  est,  par  exemple,  égale  à  «i,  sont  déter- 
minées  par  les  équations  qu'on  obtient  eu  remplaçant  ;j.  par  «i  dans  la  première  des  équations 
precedentes  et  par  «2,  «3  et  «4  dans  la  deuxième ;  donc,  par  chaque  point  d'iiiflexiou  passent 
4  droites,  dont  deux  sont  réelles  quand  ce  point  est  réel.  Les  trois  points  d  inflexion  réels 
sont  situes  sur  la  même  droite. 

153.     On  peut  étudier  au  moyen  des  paraboles  divergentes  Ia  nature  et  la  disposition  des 
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points  d'inflexioii  de  toutes  les  cubiques,  en  se  fondaiit  sur  le  tliéorèiue  de  Newton  énoncé  plus 
haut  et  sur  les  propriétés  de  la  transformation  liomograpliique.  On  trouve  ainsi  que  les  cubi- 
ques non  unifursales  possèdent  trois  points  d'inflexioii  réeis  et  six  imaginaires,  et  que  les 
cubiques  à  noeud,  k  poini  isola  et  k  jioint  de  rebroussemenf  possèdent,  respectivement,  trois 
points  d'inflexion  réels,  un  point  d'inflexion  réel  et  deax  imaginaires,  ?««  point  d'inflexion 
réel. 

Aux  tliéorèmes  sur  la  disposition  de  ces  points  dans  les  pai'aboles  divergentes  corrtspon- 
dent  les  propriétés  suivantes  de  toutes  les  cubiques : 

Les poinfs  d'inflcxion  des  cubiques  non  iinicursales  sont  situes,  trois  à  trois,  sur  duitze  droites, 
quatre  réelles  et  huit  imaginaire.' .  Par  chacun  de  ces  2}oints  passent  quatre  de  ces  droites,  dont 
deux  sont  réelles  quand  le  j^oint  est  réel.  Les  trois  j^oints  d'{nJlexion  réels  sont  situes  sur  la 
même  droite. 

Les  trois  points  d' injlexion  d'une  cubique  à  noeud  ou  à  point  isole  sont  situes  sur  une  même 
droite. 

L'étude  de  la  disposition  des  points  d'inflexion  des  cubiques  a  été  ouverte  par  De  Gua  en 
J 740  dans  Touvrage  intitule:  Usage  de  1'Aníãyse  de  Descartes,  oii  il  a  démontré  que,  si  une 
droite  passe  par  deux  points  d'inflexion  réels,  elle  rencontre  la  cubique  à  un  troisième  point 
d"inflexion  réel.  Cette  proposition  a  été  retrouvée  par  Maclaurin,  qui  Ta  énoncée  en  1748 
dans  Touvrage  intitule :  De  linearum  geomelricarum  propirietatibus  generalibus  tractatus. 

154.  L'étude  de  la  tliéorie  générale  des  cubiques  n'entre  pas  dans  notre  plan  ;  toutefois, 
pour  qu'on  évalue  Timportance  du  role  que  les  paraboles  divergentes  jouent  dans  cette  étude, 
nous  allous  indiquer  encore  quelques  autres  théorèmes  importants  de  la  même  tliéorie 
qu'on  dédiíit,  au  moyen  des  propriétés  de  la  transformation  liomographique,  de  quelques  pro- 
priétés evidentes  des  paraboles  considérées.  Pour  cela,  remarquons  d'abord:  1.°  que  le  point 
d'inflexion  que  la  parabole  (5)  possède  à  Tinfini  correspond  au  point  d'inflexion  M  de  la 
cubique  représentée  par  Téquation  (2),  considere  au  n."  147,  puisque  les  formules  (3)  donnent 
£c  =  oo  et  y  =  <y->  quand  si  =  0;  2."  que  Taxe  de  cette  parabole  correspond  à  la  polaire  har- 
monique  de  ee  point,  car  on  a.  y  =  Q  quand  ^i=0;  3."  que  les  droites  perpendiculaires  à 
Taxe  de  la  même  parabole  correspondent  aux  droites  passant  par  le  point  M  de  la  cubique  (2). 

Cela  pose,  nous  pouvons  énoncer  les  théorèmes  suivants: 

1.°  Les  tangentes  à  une  cubique  aux  deux  points  A  e<  B  oii  elle  est  coupée  par  une  droite 
passant  par  un  point  d'inJlexion  M  coupent  la  polaire  harmonique  à  un  même  point. 

Ce  théorème  correspond  à  cette  propriété  evidente  des  paraboles  divergentes :  les  tan- 
gvntes  aux  extrémités  d'une  corde  perpendiculaire  à  son  axe  coupent  cet  axe  au  même  point. 

2."  Les  droites  joignant  deux  à  deux  les  points  d' intersection  d'une  cubique  avec  deux  cordes 
issues  d'un  point  d'inJlexion  M  se  coiqyent  à  deux  nouveaux  points  situes  sur  la  polaire  har- 
monique. 

Ce  théorème  correspond  à  la  propriélé  dont  jouissent  évidemment  les  quatre  droites  qui 
passent  par  les  extrémités  des  cordes  perpendiculaires  à  l'axe  d'une  parabole  divergente,  de 
se  couper  à  deux  points  de  cet  axe. 

VOL.  IV  •  R 
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3.°  Le^  poleares  harmoniques  de  M  et  de  deiix  autres  jjoints  dHnJlexion  situes  sur  une  droite 
passant  par  M  s' intercejJtent  à  ttn  même  point. 

En  efFet,  les  polaires  harmoniques  de  deux  points  d'inflexion  d'une  parabole  divergente 
symétriquement  situes  par  rapport  à  son  axe  coupent  évidemment  cet  axe,  c'est-à-dire  la 
polaire  liarmonique  du  point  d'inflexion  situe  à  Tinfini,  à  un  même  point;  or,  les  polaires 
harmoniques  de  la  cubique  (2)  mentionées  sont  les  transformées  de  ces  droites. 

4."  Les  coniques  osculairiccs  d'mie  cubique  aux  points  non  singuliers  oú  elle  est  coupêepar 
la  polaire  harmonique  de  M,  ont  uii  contact  du  cinquieme  ordre  avec  cette  courbe. 

En  effet,  le  contact  d'une  cubique  avec  la  conique  osculatrice  est,  en  générale,  du  qua- 
Irième  ordre  et  ne  peut  pas  ctre  d'ordre  supérieur  au  cinquieme ;  or,  aux  sommets  des  para- 
boles  divergentes  ce  contact  est  du  cinquieme  ordre,  et  ;i  ces  points  correspondent  les  points 
mentionnés  dans  la  proposition  ónoncée. 

155.  La  quadrature  de  Taire  comprise  entre  un  are  d'une  parabole  divergente,  Taxe 
des  abscisses  et  deux  parallèles  à  l'axe  des  ordonnées  dépend,  dans  les  cases  2."  et  3." 
(n."  149),  des  intégrales 

f  (x — a)  («  —  t)    ^*)    f(^  —  ")    (•^  —  li)dx. 


qui  sont  égales  aux  quantités 


5  1.  ^  L 

\2"  /  \2  -1  ry  n2  /  n2 


dans  le  premier  de  ces  cas  Taire  A  do  la  boucle  est  déterminée  par  la  formule 

Mais,  si  la  cubique  n'est  pas  unicursale,  la  quadrature  de  Taire  considérée  dépend  des 
intégrales  elliptiques,  comme  on  le  va  voir. 
En  effet,  on  a 

A=fydx=f  vax^-\-cx-{-d.dx, 

« 

ou,  en  posant  gi=  —  4  — ,  </2  =  —  4  —  >  > 

A  =  -—-  /  ^éx^  —  g{X  —  gi .  dx. 

U/áx^-gix^i.  dx  =  ^  /l  »  -   g.x--jâ  ^^^ 
•>  «5  y    véx"^  —  gix  —  gi 


Mais 
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ou,  en  faisant 

4x^  —  giX  —  g-i  =  F(a;), 

Si  lon  remarque  maintenant  qu'on  a,  en  intégrant  par  parties, 

fx  ÇI^J  dx  =  2x  v/F'(^ -  2J'\/Y^)  dx, 
on  trouve 

et  par  conséquent 

(V¥J^)dx^^xSÍYW}-^g,  f-^-lgJ-^. 

On  voit  donc  que  A  dépend  de  deux  intégrales  elliptiques,  Vune  de  première  et  1'autre  de 
deuxième  ordre,  auxquelles  on  vient  de  donner  la  forme  normale  adoptée  par  Weierstrass. 
Quand  c  =  O  ou  c?  =  O,  Tune  de  ces  intégrales  disparait. 

156.  Quand  la  parabole  divergente  considérée  n'est  pas  unicursale,  on  peut  exprimer 
ses  coordonnées  (se,  y)  par  des  fonctions  elliptiques  d'un  paramètre  u.  En  réduisant  alors 
Téquation  (5)  à  la  forme 

et  en  employant  la  fonction  p  (w)  de  Weieistrass,  on  trouve 
(11)  a;  =  p?í,      ?/  =  -— \/ãp'M. 

En  partant  de  cette  représentation  des  coordonnées  des  paraboles  divergentes  non  uni- 
cursales,  on  peut  construire  la  théorie  de  ces  courbes  par  une  méthode  três  ingénieuse,  inventée 
par  Clebesch  {Léçons  sur  la  Gtométrie,  tome  ii),  basée  principalement  sur  le  thóorème  suivant 
de  la  théorie  des  fonctions  doublement  périodiques: 

Si  f  (u)  est  une  fonction  douhlemeiít  périodique  méromorphe,  ayant  dans  un  parallélogramme 
des  périodes  les  zeros  ai,  a^,   ...  et  les  pôles  ij,  Í2,  . .  . ,  on  a 

mi  ai  -\-m-2  a-2-\-.  .  .  —  (ni  Ji  +n2  J2  +.  .  .)  =  2ki  on  +2/1:2  u)2, 
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2ioi  et  2íU2  étant  Jes  périodes  de  la  fonction.  Ai  cí  /.j  cJmx  nomhres  entlevs  positifK,  m\,  ?»2,  .  .  . 
les  degrés  de  nmlfiplicité  des  pôles. 

En  appliquant  ce  théorème  à  la  fonction 

Apíí  +  Bp'!í  +  C  =  O, 

et  en  remarquant  que  cette  fonction  a  pour  pôle  iinique  le  point  O,  on  conclut  immédiate- 
ment  que  les  valeurs  «i,  í/j,  ?í3  prises  par  u  aux  points  d'intersection  de  la  cubique  avec  la 
droite 

Ã.x  +  By+C  =  Q 
vérifient  la  coiidition 

Ml  -{-  «2  -1"  «3  ^  2hi  (01  +  2k9  w. 

Réciproquement,  si  les  valeurs  que  íí  prend  à  trois  points  de  la  niême  cubique  satisfont  à 
cette  condition,  ces  points  sont  situes  sur  une  droite.  En  effet,  la  droite  passant  par  les  points  cor- 
respondants  à  M|  et  «2  coupent  la  cubique  à  un  point  ou  i(  prend  une  valeur  íí'  qui  satisfait 
à  Téquation 

u'  -p  m  -j-  u-2  =  21c\  wi  -p  2A'2  (i>3 ; 

et  on  a  par  conséquent  la  relation 

„3  =  m'  +  2  (Al  -  A-i)  031  +  2  (A2  -  Ai;  (02, 

qui  exprime  que  1(3  et  ;/'  difterent  par  des  multiples  des  périodes,  et  d'oú  il  resulte  par  suite 
que  les  valeurs  prises  par  x  ei  y  quan J  on  fait  íí  =  íí3  ou  u  =  11'  sont  égales. 

Nous  avons  donc  ce  corollaire  du  théorème  préeédent: 

Cest  condition  nécessaire  et  svffisante  pour  que  les  trois  points  de  la  cubique  considérée  cor- 
respondants  aux  valeurs  iii,  113  et  113  du  paramètre  u  soient  jdacés  sur  une  même  droite,  qiion 
ait 

(12)  ííi-rí<2 -rW3  =  2A-i  toi +2A;2«>2. 

On  déduit  aisément  du  théorème  énoncé  ci-dessus  d'autres  coroUaires  analogues  relatifs 
aux  points  d'intersectiou  de  la  même  cubique  avec  un  cercle  ou  avec  une  conique. 

On  obtient  au  moyen  de  la  proposition  quon  vient  d'énoncer  plusieurs  propriétés  des 
paraboles  divergentes  nou  unicursales,  qu'on  étend  ensuite  à  toutes  les  cubiques  non  unicur- 
sales  au  moyen  du  théorème  de  Newton  démontré  plus  haut.  Nous  en  indiquerons  ici  deux, 
pour  donner  une  idce  succinte  de  cette  manière  d'étudier  la  théorie  gónérale  des  cubiques. 

I.  En  posant  ?íi  =  íí2  =  íís  dans  Téquation  (^12>,  pour  exprimer  que  la  droite   considérée 
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coupe  l.i  cubique  en  trois  points  coincidants,  on  obtient  cette  autre: 

3if  I  =  2^)  toi  +  2k-2  o)-2, 
qiii  déterniint;  les  valeurs  que  u  prend  aux  points  d'inflexioD  de  la  cubique.  Ces  valeurs  sont 

2  2  2 

g-wi,  -g- ">i  +  y  W2, 

4  4,2 

-g-U>l,  -õ-(01+-5-C02, 

aux  autres  valeurs  de  u  que  la  même  équation  determine  ne  correspondent  pas  des  points 
de  la  cubique  difFérents  de  ceux  qui  correspondent  à  celles  qu'on  vient  d'écrire. 

En  examinant  ce  tableau,  on  voit  que  la  somme  des  nombres  situes  dans  une  même 
ligne  est  une  quantité  de  la  forme  2A:i  (oi  +  2^2cu-2 ;  donc  les  points  correspondants  sont  situes 
sur  une  même  droite.  De  même  les  points  correspondants  aux  nombres  placés  sur  une  même 
colonne  sont  aussi  situes  sur  une  même  droite,  ainsi  que  les  points  correspondants  à  chacune 
des  combinaisons  de  trois  nombres  appartenant  à  des  lignes  et  à  des  colonnes  diâerentes. 
Donc,  le  nombre  des  i^oints  d'injiexion  des  cubiques  non  unicursales  est  égal  à  neiíf  et  ces  points 
sont  situes  sur  douze  droites,  dont  chacune  en  contient  trois;  trois  de  ces  points  sont  réels. 

Nous  venons  de  retrouver  un  théorème  qu'on  avait  déjà  obtenu  par  une  voie  plus  élé- 
mentaire. 

lí.  Comme  deuxième  application  de  la  doctrine  exposée,  nous  allons  démontrer  le  théorème 
suivant,  dCi  à  Salmon,  lequel  a  une  importance  considérable  dans  la  théorie  générale  des 
cubiques : 

Les  quatre  tangentes  menées  à  une  cubique  non  unicursale  d'un  point  de  la  courbe,  diffé- 
rentes  de  celle  qui  a  le  point  de  contact  à  ce  point,  ont  un  rapport  anharmonique  constant. 

Pour  démontrer  ce  théorème,  il  suffit  de  considérer  les  paraboles  divergentes;  il  se  généralise 
ensuite  à  toutes  les  cubiques  non  unicursales  au  moyen  de  cette  proposition  bien  connue :  le 
rapport  anharmonique  de  quatre  droites  concurrantes  est  égal  à  celui  des  transformées  homo- 
graphiques  des  mêmes  droites. 

Considérons  un  point  donné  d'une  parabole  divergente  non  unicursale,  oíi  u  prenne  la 
valeur  ?<„,  et  représentons  par  ui,  ?(2,  «3  et  u^  les  valeurs  que  u  prend  aux  points  de  contact 
des  tangentes  issues  du  point  donné.  On  a,  en  vertu  de  la  formule  (12), 

2mi  +  «Q  =  2ki  (01  +  S/ía  tua,     2m2  +  jíq  =  -^'i  '"*  +  ^^''^  "^"-j     •  •  •  1 
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d'ou  il  resulte  que  les  valeurs  de  ui,  Ui,  nz  et  ?í4  sont 

Les  valeurs  ^i,  ^-2,  ^3    et   h^   des  coefficients  angulaires  des  mêmes  tangentes  sont   donc 
déterminées  par  les  formules 

Mais,  d'un  autre  côté,  si  ei,  e-2  et  «3  représentent  les  racines  de  Téquation 

4x^  —  ^fix  —  g-2  =  O, 
on  a  (Halphen  :    Traitê  des  fonctions  elliptiques,  t.  i,  p.  37  et  7õ), 

,     ,     .  ,  (ei— e2)(ei  — fia) 


et  par  conséquent 


Donc 
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On  trouve  de  même 


/ã  ,        ,     ,  V^ 
.,  Aj  =/íi- 


Donc 


et  par  suite 


Pf-^'      ;í._/,.      PÍ-«' 


A3-/Í1      ^2        '       hi^-h 


) 


/'3  —  /'2  Í3  —  ei  /U  —  /ií  «á  —  «1 

^3  —  hl     hi  —  ^1         Bi — ei 
hi  —  ki     hi  —  hi        «3  —  ei 
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Le  tliéorème  qu'on  vient  de  démontrer  a  été  publié  pour  la  prflmière  fois  en  1850  par 
Salmon  rlans  le  tome  XLii  dii  Juurnal  de  Crelle  et  reproduit  dans  son  ouvrage  sur  les  Courbes 
planes  (1884,  p.  207,  284),  ou  il  en  a  donné  une  dómonstration  géométrique  et  une  autre 
algébrique.  M.  Jamet  a  donné  une  autre  démonstration  algébrique  du  même  théorème  dans 
une  Note  publiée  aux  Comptes  rendus  du  deuxieme  Congres  de  Maihématiciens  (Paris,  1902, 
p.  339).  La  démonstration  que  nous  venons  d'exposer  est  peut-être  nouvelle. 

Nous  ne  nous  arrêterons  plus  sur  Tapplication  de  la  théorie  des  fonctions  elliptiques 
à  la  théorie  des  cubiques.  Pour  une  étude  plus  développée  de  cette  interessante  doctrine  on 
doit  consulter  Touvrage  de  Clebesch  mentionné  plus  liaut  et  le  tome  li  du  Traité  des  fonctions 
elliptiques  de  G.  Halphen.  Dans  le  premier  de  ces  ouvrages  sont  employées  les  fonctions 
elliptiques  de  Jacobi  et  dans  Tautre  celles  de  Weierstrass. 


X. 

Les  cubiques  des  Cliasles. 


157.  Les  paraboles  divergentes  ne  constituent  pas  1'unique  classe  des  cubiques  qui 
puissent  représenter  la  perspective  de  toutes  les  autres  courbes  du  troisième  ordre.  De  la 
même  propriété  remarquable  jouit  une  classe  de  cubiques  indiquée  par  Chasles  dans  son 
Âperçu  historique  (2.^""'  ed.,  p.  146  et  348),  dont  l'équation  resulte  de  cette  autre,  considérée 
au  n."  147: 


axl  +  bxlz^  +  cx^zl  +  dzj  =  à-f  z, , 


en  V  faisant 


-    _  Xl   _«!  X  +  JlY+Ci  _    21    _CÍ3  X -J-63Y  +  C3 

i/i       02  X  +  ^2  Y  +  C2 '      ^       yi       aa  X  +  Ò2  Y  +  C2 

L'équation  de  ces  cubiques  est  donc 

(,  1 )  y  =  aa?  +  hx^y  +  cxy^  +  dy'^. 

Les  cubiques  de  Cliasles  et  les  paraboles  divergentes  sont  liées  d'ailleur8  par  une  relation 
três  simple.  En  appliquant,  en  effet,  à  Téquation  (1)  la  transformation  de  Newton: 

(2)  X-l-,     j  =  i- 
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on  obtient  cette  autre: 

(3)  Yf  =  flX3  +  ÒX■J^-cXl  +  c^, 

qui  coincide  avec  celle  des  paraboles  divergentes.  II  en  resulte  d'aboid  que  le  tliéorème  de 
Chasles,  qu'on  vient  d'établir  directement,  peut  ôtiv  déduit  du  théorème  de  Newton  démon- 
tré  aux  n.°*  147  et  148,  en  se  basant  sur  cette  propricté  des  transfurinations  homographiques: 

si  deux  courbes  sont  transformées  homographiques  d'une  troisième,  eiies  sont  aussi  transformées 

homographiques  Tune  de  Tautre.    II  en  resulte,    en  outre,    que  les  conditions  auxquelles  les 

coefficients  de  Téquation  (1)   doivent  satisfaire  pour  que  la  courbe  qu'elle  represente   ait   un 

noeud  ou  un  point  de  rebroussement,  coincident  avec  celies  qui  expriment  que  la  parabole  (3) 

a  l'un    ou   Tautre  de  ces  points,    et  que  les  coordonnées  des  points  d'inflexion    des  cubiques 

de  Chasles  peuvent  être  obtenues  au  nioyen  des  formules  données  au  n.°  151,  pour  la  déter- 

mination  des  points  d'inâtíxinn  des  paraboles  divergentes,  et  des  formules  (2). 

158.     Ea  représentant  par  a,  p  et  y  les  racines  de  Téquation 

«<3  4-  &í2  ^  c<  +  (i  =  O, 

on  peut  mettre  Téquation  (1)  sous  la  forme : 

(4)  rj  =  a{x-  ay)  {x  -  [3^)  {x  —  -{ij) , 

et  déterminer  ensuite  la  forme  des  cubiques  de  Chasles,  en  considérant  les  niêmes  cas  que 
dans  l'étude  analogue  des  paraboles  divergentes.  Mais  on  doit  remarquer  déjà  que  toutes  ces 
cubiques  ont  un  centre,  qui  coincide  avec  Forigine  des  coordonnées,  et  qui  est  en  mênie  tenips 
un  point  d'injlexion,  et  que  la  tangente  ;i  la  cubique  en  ce  point  coincide  avec  Tíixe  des 
abscisses. 

1."  Si  les  racines  a,  p  et  y  sont  réelles  et  inégales,  la  courbe  est  formée  par  trois  branches 
distinctes  (fig.  84).  Les  droites  KL,  KjLi  et  K2L2,  représentées  par  les  équations 

x—ay  =  0,     a-  — Py  =  0,     x  —  -iy  =  0 

sont  les  asymptotes  de  la  courbe.  La  branche  AOIÍ  a  trois  points  d'inflexion,  en  A,  O  et  B, 
situes  sur  une  niême  droile    Les  autres  branches  n'ont  pns  de  points  d'inflexion. 

2."  Si  a  =  p  et  a>"í,  la  cubique  a  encore  trois  asymptotes  réelles,  doiit  drux  sont  pai-al- 
lèles.  Les  équations  de  ces  droites  sont 


Ce  cas  correspond  au  second  des  cas  consideres  dans  Pétude  des  ]iarabolts   divergentes 


x—fi/,     x  =  a)/-.   ., 
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n."  149) ;   Ia  cubique   a  donc  un  point   d'intíexion   réel,   deux   points  d'inflexion  imaginaires 
et  un  noeud  à  l'intini.  Sa  forme  est  indiquée  dans  la  figure  3õ. 


Fig.  34 


Fig.    Sõ 


3."  Si  a  =  ,3  et  a  <  y.  Ia  courbe  a  une  asymptote  réelle  et  deux  imaginaires,  un  noeud  à 
linfini  et  trois  points  d'inJiexion  réels.  Elle  a  alors  une  seule  branche,  de  forme  semblable  à  Ia 
branche  AOB  de  la  figure  34. 

4."  Si  a=  ,3  =  Y,  la  courbe  n'a  pas  d'a3ymptotes  à  distance  finie,  et  a  un  point  de  rebrous- 
sement  à  Tinfini  et  un  point  d'injlexion  à  Torigine.  Elle  a  alors  une  seule  branche,  semblable 
à  Ia  branche  AOB  de  Ia  figure  35. 

5."  Si  a  et  ,3  sont  imaginaires,  la  courbe  a  une  asymptote  réelle,  représentée  par  Téqua- 
tion  x  =  -\y^  tt  deux  imaginaires.  Elle  a  une  branche  avec  trois  points  dinflexion  réels,  situes 
sur  une  même  droite,  comme  Ia  branche  AOB  de  Ia  figure  34,  et  elle  n'a  pas  de  point 
double. 


lõO.  On  pourrait  obtenir  aisément  au  moyen  des  cubiques  de  Chasles  les  théorèmes 
généraux  de  Ia  théorie  des  courbes  du  troisième  ordre  qu'on  a  trouvés  précédemment  au 
moyen  des  paraboles  divergentes,  en  remarquant  qu'au  point  d'inflexion  considere  au  n."  147 
correspond  maintenant  le  centre  O  et  qu'à  Ia  polaire  harmonique  du  premier  point  correspond 
une  droite  située  à  Tinfini.  Mais  nous  ne  nous  arrêterons  pas  à  cette  application,  ni  à  Tindi- 
cation  des  exemples  instructifs  de  la  maniòre  comme  on  considere  les  points  et  les  droites  situées 
à  rinfini  dans  Tétude  des  propriétés  projectives  des  courbes,  qui  résnltent  de  la  comparaison 
VOL.   IV  S 


146 


des  formes  que  prennent  les  paraboles  divergentes  et  les  cubiques  de  Chasles  correspondantes 
k  cliacun  des  cinq  cas  consideres. 

Aux  cinq  formes  des  cubiques  de  Chasles  qu'oii  vient  de  considérer  et  aux  cinq  formes 
des  paraboles  divergentes  considérées  au  n.°  149  correspondent  cinq  cones  distincts  sur  les- 
queis,  d'après  les  théorèmes  de  Newton  et  de  Chasles  démontrés  précéderament,  peuvent  être 
placées  toutes  les  cubiques.  Les  propriétés  de  ces  cones  furent  étudiées  par  Mobiiis  dans  le 
volume  correspondant  à  1853  des  Ahhand.  der  K.  Sachs  Ges.  zu  Leipzig,  et  par  Cayley 
dans  le  volume  correspondant  à  1866  des  Transactions  of  the  Cambridge  Philosophical  So- 
ciety. 


XI. 
Gíiiéralisatioii  de  la  tlit^orlc  dos  cubiques  circulaires. 

160.  Les  cubiques  circulaires  peuvent  jouer  dans  la  théorie  générale  des  cubiques  un  role 
analogue  à  celui  des  paraboles  divergentes  et  des  cubiques  de  Chasles.  Elles  peuvent,  en 
eflfet,  representar,  et  d'une  infinité  de  manières  différentes,  la  perspective  des  autres  cubiques. 

Envisageons  une  cubique  quelconque,  rapportée  à  un  triangle  de  référence  arbitraire,  et 
supposons  que  son  équation  soit  celle-ci : 

(1)       Ax]  +  Bx-  y,  +  Ca.-,  y\  +  Jiy\  +  Ex?  z,  +  Yx,  y,  s,  +  dy]  z,  +  Hx,  s?  +  K^.  z\  +  Ls?  =  0. 

L'équation  de  la  polaire  du  point  («i  =  0,  si  =  0)  est 

Ba;;  +  2Ca;i  yi  +  3D^í?  +  Yx^  s,  +  2G3/1  zi  +  Kz?  =  0. 

Cela  pose,  supposons  qu'on  prenne  pour  côté  des  si  la  tangente  à  la  cubique  considérée  à 
un  point  M,  pour  côté  des  x\.  une  droite  passant  par  M  et  par  deux  points  queleonques  Ai 
et  A-2  de  la  même  cubique,  et  pour  côté  des  y\.  la  tangente  à  la  polaire  de  M  au  point  N  ou 
cette  conique,  dont  Téquation  a  été  écrite  ci-dessus,  coupe  la  droite  A{Aa.  Alors  les  équations 
de  la  cubique  et  de  la  conique  doivent  donner  pour  a:'i  deux  valeurs  égales  à  zero,  quand  on 
fait  dans  la  première  zi^^O  et  dans  Tautre  ^/i  =  0.  On  a  donc  dans  ce  cas  D=0,  C  =  O, 
F  =  0,  K  =  0;  et  Téquation  de  la  cubique  prend  par  suite  la  forme 

zi  (G  f/í  +  Lz?)  +  kx\  +  Bíc?  y,  +  Ea;?  zi  +  Ha;i  zt  =  O, 

oú  G  et  L  ont  les  signes  conti-aires  quand  les  points  Ai  et  A-2  sont  réels  et  les  raêmes  signes 
quand  ces  points  sont  imaginaires. 
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Remarquons  maintenant  que  cette  équation  fait  voir  que,  quaiul  G  =  0,  le  point  M,    ou 
=  0  et  zi=0,  est  double  et  que,   quand  L  =  0,  les  points  A|    et  As,  ou  la  droite  xi  =  (} 
upe  la  cubique,  coíncident.  Donc,  si  la  droite  AAiAa  ne  coupe  pas  la  cubique  donnée  en 
des  points  coincidaiits,  on  peut  poser 


Xl 
CO 


yi  Zí      /  G 

íci  '     -^       a?i   V'    L 

et  on  a  une  équation  de  la  forme 

(2)  3/(x2  +  7/2)  +  H,y2  +  E,j/-fB,a;  +  A  =  0, 

laquelle  represente  une  cubique  circidaire  (n."  76)  qui  est  done  une  perspective  de  la  cubique 
donnée.  L'asymptote  réelle  de  Ia  cubique  circulaire  correspond  à  la  tangente  à  la  cubique 
donnée  au  point  M. 

Tl  convient  de  remarquer  que,  si  G  et  L  ont  les  signes  contraíres,  aux  points  réels  de  la 
cubique  proposée  correspondent  des  points  iiuaginaires  de  sa  transformée.  On  doit  remarquer 
encore  que,  si  M  est  un  point  d'inflexion,  le  cóté  des  zi  doit  couper  la  cubique  en  trois  points 
coincidants,  et  qu'on  a  donc  B  =  O  et  par  suite  Bi  =  O ;  la  cubique  circulaire  est  par  conséquent 
alors  symétrique  par  rapport  à  1'axe  des  ordonnées.  Dans  ce  cas  le  côté  des  y\  dans  le  tri- 
angle  de  référence  est  (n.°  147)  la  polaire  harmonlque  du  point  M. 

161.  Nous  avons  exposé  quelques  conséquences  de  cette  doctrine  dans  un  article  inséré 
aux  Nieuw  Archief  voor  JJ'iskunde  (2."  série,  t.  vii).  l^ous  allons  les  transcrire  ici  et  joindre 
quelques  autres,  qui  n'ont  été  pas  encore  données,  croyons-nous. 

Ainsi,  en  tenant  compte  de  la  correspondauce  entre  les  points  Ai,  A-2  et  M  de  la  cubique 
donnée  et  les  points  de  la  cubique  (2)  situes,  respectivement,  à  Tintini  sur  les  deux  asymptotes 
imaginaires  et  sur  Tasymptote  réelle,  en  remarquant  qu'à  un  cercle  quelconque  du  plan  de 
la  cubique  (2)  correspond  une  conique  située  dans  le  plan  de  la  cubique  donnée  et  passant 
par  Al  et  A^  et  qu'au  centre  de  ce  cercle  correspond  le  point  d'intersection  des  tangentes  à 
cette  conique  aux  points  Aj  et  Aa,  et  en  se  fondant  sur  les  propriétés  des  courbes  (2)  et  sur 
celles  de  la  transforuiation  homographique,  on  obtient  les  théorèmes  suivants: 

1.°  Une  cubique  non  unicursale  quelconque  {Q)  peut  ttre  consicltrée  de  quatre  manihres  diffé- 
rentes  comme  V enveloppe  d'une  série  de  coniques  bitangentes  passant  par  deux  poin'^  jixes  A{ 
et  Aa  de  la  même  cubique. 

Cette  proposition  correspond  au  premier  théorème  du  n.°  78. 

2."  A  chacun  de  ces  systhnes  de  coniques  correspjond  une  autve  conique  qui  est  le  lieu  des 
points  d' intersection  des  tangentes  en  Ái  et  A^  à  chaque  conique  du  systhne  considere. 

Cette  proposition  découle  du  deuxième  théorème  du  n."  78.  Aux  asymptotes  de  chacun 
des  cercles  dont  la  cubique  circulaire  est  Tenveloppe  correspondent  les  tangentes  à  Ia  conique 
qui  en  est  la  transformée  aux  points  Ai  et  As,  et  par  conséquent  au  centre  de  ce  cercle 
• 
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correspond  le  point  d'intersection  de  ces  tangentes,  et  aux  quatre  lieux  (n."  78)  des  centres 
des  systèmes  de  cercles  dont  la  cubique  est  l'enveloppe  correspondent  quatre  coniques. 

Nous  représenterons  les  quatre  coniques  qu'on  obtient  ainsi  par  Ki,  K2,  K3  et  K4. 

Si  M  est  un  point  d'inJiexíon  de  la  cubique  considérée,  ia  cubique  circulaire  correspondanta 
possède  un  axe  (n."  IGl),  qui  correspond  à  la  polaire  harmonique  de  M.  Alors,  comme  l'un 
des  lieux  des  centres  des  cereles  bitangents  à  la  cubique  circulaire  est  Taxe  de  cette  cubique, 
1'une  des  coniques  correspondantes  est  remplacée  par  la  polaire  harmonique  de  M. 

3."  Les  droites  passant  par  les  poinis  de  contact  des  coniques  hitangeiítes  de  chaque  série 
se  rencontrenf  à  un  même  point,  et  les  quatre  points  Bi,  B2,  B3  et  B4  quon  obtient  ainsi,  coin- 
cident  avec  les  points  d'in'.ersectiun  de  la  cubique  avec  la  p>olaire  du  point  M. 

La  première  partie  de  cette  proposition  découle  du  premier  théorème  du  n."  82.  Les 
points  B|,  Bo,  B3  et  B4  correspondent  aux  centres  des  cercles  directeurs  de  la  cubique  cir- 
culaire, et,  comme  ces  centres  coincident  (n."  83)  avec  les  points  de  contact  des  tangentes 
parallèles  à  rasymptote  réelle  de  cette  cubique,  les  points  correspondants  de  la  cubique 
donnée  coincident  avec  les  points  de  contact  des  tangentes  à  cette  cubique  issues  de  M. 

4."  Si  la  cubique  (C)  est  unicursale,  le  nomhre  des  séries  de  coniques  bitangeníes  dont  elle  est 
1'enveloppe  se  véduit  à  deux,  si  elle  a  un  noeud,  à  un,  si  elle  à  un  point  de  rebroussement. 
Dans  ce  cas,  elle  est,  en  outre,  renveloppe  d'une  série  de  coniques  simplement  tangentes  passant 
par  le  point  double  et  par  les  points  Ai  et  A2. 

Cette  modification  que  subit  le  théorème  1.^''  quand  la  cubique  donnée  est  unicursale, 
est  une  conséquence  de  ce  qu'on  a  dit  au  n.°  84  à  l'égard  des  cubiques  circulaires  unicur- 
sales. 

5.°  Les  tangentes  à  une  cubique  non  unicursale  aux  points  A|  et  A2  déterminent  par  leurs 
inte7'sections  16  points  situes  sxu-  quatre  coniques  H|,  H^,  H3  et  H4  j^^issant  par  Ái  et  Ã<j>,  et 
chaque  conique  en  contient  4. 

Les  points  quon  vient  de  mentionner  sont  aussi  situes  sur  les  coniques  Ki,  K2,  K3  et  K4, 
et  chacime  de  ces  coniques  en  contient  aussi  quatre. 

Si  M  est  un  point  d'inflexion,  quatre  de  ces  j^oinfs  sont  situes  síir  la  jíolaire  harmonique  de 
M,  qui  remplace  1'une  des  coniques  H,  et  Vune  des  coniques  K,. 

Ces  théorèmes  résultent  de  ce  qu'on  a  dit  aux  n."*  86  et  87.  Les  coniques  Hi,  H2,  H3 
et  H4  correspondent  aux  cercles  directeurs  de  la  cubique  circulaire. 

6."  Zes  tangentes  en  Ai  et  A-2  à  chacune  des  coniques  Hi,  Ha,  H3  et  H4  déterminent  par 
leur  intur&ection  quatre  points  coíncidant  avec  les  points  (Bi,  B-2,  B3,  B4)  de  contact  des  tan- 
gentes à  la  cubique  issues  du  point  M. 

7."  Les  points  de  contact  des  tangentes  à  la  cubique  (C)  issues  des  points  Bi,  B-2,  B3,  B4 
sont  situes,  respectivement,  sur  les  coniques  Hi,  Ha,  H3,  H4. 

Cette  proposition  et  celle  qui  suit  correspondent  h  deux  propriétés  des  cubiques  cir- 
culaires démontrées  au  n.°  82. 

8."  Les  pioints  oii  une  conique  passant  jmr  Ai  et  A-2  a  avec  la  cubique  un  contact  chi  froi- 
sième  ordrc  coincident  avec  les  pioints  d' intersection  de  la  cubique  avec  les  coniques  Hi,  H2, 
H3,  H4. 
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Si  M  est  nn  point  d'inJiexion,  tme  de  ces  coniques  est  remplacée  par  la  polaire  harmonique 
de  M. 

9."  L'éqaation  des  asymptotes  imaginaires  de  la  cubique  cireulaire  (2)  est 

x  =  ±i  (2/  +  -j)' 
ces  droites  coupent  dono  Taxe  des  ordonnées  au  point  ÍO,   — ^).   En   remarquant  mainte- 


nant  que  cet  axe  eorrespond  au  côté  yi=0  du  triangie  de  référence,  on  conclut  que  les  tan- 
gentes à  la  cubique  donnée  aux  points  Aj  et  Aa  coupent  à  un  mime  point  la  tangente  à  la 
polaire  de  M  au  point  ou  cette  ligue  rencontre  la  droite  Aj  A-2.  Le  théorème  1/''  du  n."  154 
est  un  corollaire  de  ce  qui  precede. 

162.  Si  les  tangentes  à  la  cubique  donnée  (C)  aux  points  A|  et  Aa  se  rencontrent  à  un 
point  U  situe  sur  cette  courbe,  les  asymptotes  de  ia  cubique  cireulaire  correspondantes  à  ces 
tangentes  se  rencontrent  aussi  à  un  point  situe  sur  cette  dernière  courbe,  et  elle  appartient 
donc  alors  à  la  classe  des  cubiques  circulaires  considérées  au  n."  52. 

Donc,  le  focales  de  Van  Eees  peuvent  representar  la  perspective  de  toutes  les  cubiques  non 
unicursales  et  de  celles  qui  ont  un  noeud  ou  un  point  isole, 

En  particulier,  la  stropihoide  peut  représenter  la  prespective  de  toutes  les  cubiques  qui  ont 
un  noeud  ou  un  pioint  isulé. 

II  resulte  de  ce  théorème  et  de  la  doctrine  exposée  aux  n."^  54  à  58  et  au  n."  65,  en 
tenant  compte  de  la  correspondance  entre  le  point  U  et  le  foyer  singulier  de  la  cubique  cir- 
eulaire et  entre  le  point  M  et  le  point  de  cette  cubique  situe  à  Tinfini  sur  Tasymptote  réelle, 
les  conséquences  suivantes : 

1."  Si  piar  le  point  U  on  mene  deux  droites  quelconques  et  si  Von  represente,  respectivement, 
par  P,  P'  et  par  Q,  Q'  les  points  oii  elles  coupent  la  cubique;  et  si  par  M  on  mene  les  droites 
MP  et  MQ'  et  Von  represente  piar  Pi,  Qt  les  nouveaux  points  oà  elles  coupent  la  même  cubique: 
le  point  Si  ou  les  droites  PQ  et  PjQi  se  rencontrent  est  situe  sur  la  cubique,  ainsi  qui  le  point 
S  d'intersection  des  droites  PQi  eí  PiQ  (n.'^  54  et  57).  La  droite  AS  coiqje  la  cubiqzie  à  un 
point  placé  sur  USi  (n.°'  5-t  et  57).  Les  tangentes  aux  points  P,  Q  eí  S  coupent,  respective- 
ment, les  tanijentes  aux  points  P|,  Qi  et  Si  en  des  points  placês  íur  la  cubiqiie  (n.°  58). 

Si,  en  particulier,  les  points  P  eí  Q  sont  situes  sur  une  droite  passanf  par  M,  la  droite  P'Q.' 
passe  aussi  par  M  (n."  55). 

2."  Si  de  U  on  mene  deux  tangentes  à  la  cubique,  différentes  de  TJAi  eí  UA->,  les  points  de 
contact  B;  eí  Ba  sont  placés  sur  une  droite  passant  par  M  (n."  58). 

Le  point  d' intcrsection  des  tangentes  aux  points  M   et  U   esí  situe  sur  la  cubique  (n."   58). 

En  changeant  le  role  des  quatre  tangentes  qu'on  peut  mener  à  une  cubique  non  uni- 
cursale  d"un  point  de  la  courbe,  et  en  tenant  compte  de  ces  théorèmes,  on  conclut  que  les 
droites  passant  par   les  quatre  points  de  contact   des  tangentes  menées   à  une  cubique  d'un  de 
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ses  poinfs  U  .se  coupent  à  trois  nouveaux  points  de  la  courbe,  et  que  les  tangentes  à  la  cubique 
en  ces  points  coupent  la  tangente  en  U  à  un  même  point  de  la  courbe. 

3."  La  cubique  donnée  est  le  lieu  des  tangentes  menées  du  point  U  aux  coniques  qui passent 
par  Al  et  A2  et  par  les  deux  aufres  points  oii  cette  cubique  est  conpêe  par  le  polaire  de  U  (n."  65). 

Les  deux  premiers  théorèraes  se  rapportent  à  la  théorie  des  points  correspondants  des 
cubiques,  fondée  par  Maclaurin  dans  Touvrage  intitule:  De  linearum  geomelricarum  proprieta- 
tibus  generalibus  tractatus;  et  on  vient  d'indiquer  une  nouvelle  voie  pour  abordei-  Tétude  de 
cette  théorie.  Nous  avons  publié  le  dernier  théorème  dans  le  travail  mentionné  ci-dessus. 

163.  Ces  tliéorèmes  sont  applicables  aux  cubiques  non  unieursales  et  aux  cubiques  à 
noeud  on  à  point  isole  (cubiques  nodales).  On  peut  déduire,  par  la  même  métliode,  des  pro- 
priétés  de  la  strophoíde  d'autres  propriétés  applicables  seulement  aux  dernières  classes  de 
cubiques. 

Ainsi,  par  exemple,  on  déduit  des  théorèraes  o'-',  5*^  et  &^  du  n.°  50  les  propriétés  sui- 
vantes  des  cubiques  nodales. 

1."  Supposons  que  d'un  point  U  d'une  cubique  nodale  on  mène  deux  droites  tangentes  à 
cette  courbe  aux  points  Aj  et  Aa  et  que  la  droite  Ai  A2  coupe  la  cubique  à  un  autre  point  M; 
supposons  encore  que  B  et  Bi  sont,  respectivement,  le  nouveau  point  oíi  la  même  courbe 
est  interseptée  par  MU  et  le  point  oii  elle  est  interseptée  par  la  tangente  en  M.  Cela  pose, 
les  tangentes  à  la  cjibique  en  les  j^oinfs  B  et  Bj  íe  rencontrent  à  un  nume  point  de  cette 
courbe. 

2."  Les  coniques  qui  paí-sent  par  deux  poinfs  Ai  et  Aa  d'une  cubique  nodale  et  qui  ont  un 
contact  du  deuxiime  ordre  avec  cette  courbe  en  trois  points  situes  sur  une  droite,  coupent  la 
cubique  en  trois  nouveaux  points  situes  sur  une  conique  passant  par  Ai  et  A-2  et  par  le  point 
oii  la  cubique  est  coupée  par  la  tangente  au  point  dintersection  de  cette  courbe  avec  la  droite 
A)  As. 

3."  Les  coniques  passant  par  deux  points  A(  et  A-2  d'une  cubique  nodale  et  ayant  un  contact 
de  deuxieme  ordre  avec  cette  courbe  en  quatre  points  situes  sur  une  conique  passant  par  Ai  et  Aa 
coupent  la  même  courbe  en  quatre  nouveaux  p)oints,  situes  sur  une  conique  passant  aitssi  par  Ai 
et  Ao. 

Si  la  cubique  donnée  a  un  point  de  rebroussement  (cubique  euspidale)  la  cubique  circulaire 
correspondante  est  la  cissoide  considérée  au  n."  13.  On  peut  donc  étendre  à  tons  les  cubiques 
à  point  de  rebroussement  les  propriétés  projectives  de  cette  cissoide. 

On  trouve  ainsi,  par  exemple,  au  moyen  des  théorèmes  donnés  au  n.°  17,  la  propriété 
suivante  des  cubiques  cuspidales: 

ie  lieu  des  points  d'oii  Von  peut  mener  à  une  cubique  euspidale  quelconque  trois  tangentes 
dont  les  points  de  contact  soicnt  sur  une  même  droite,  est  une  droite  qui  passe  par  son  point 
de  rebroussement.  Les  droites  qui  passent  par  les  points  de  contact  coupent  ioutes  la  tangente 
à  la  cubique  au  j)OÍnt  de  rebroussement  à  un  même  point. 

On  vuit  encore,  au  moyen  des  théorèmes  5*^  et  6'^  du  n.°  IG,  que  les  propriétés  3*^  et  2"^  des 
cubiques  nodales  démontrées  ci-dessus  appartiennent  aussi  aux  cubiques  cuspidales. 
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XII. 
Notioe  sucefnto  siir  l.i  biblioffrapliio  de  la  thóorie  gíiií^rale  dcs  cubiques. 

164.  Nous  venons  de  terminer  la  partie  de  ce  travail  consacrée  anx  cubiques  spéciales 
remarquables.  L'exposition  de  la  théorie  généraie  des  courbes  de  troisième  ordre  est  incom- 
patible  aveo  le  pian  de  cet  ouvrage ;  toutefois  il  ne  será  peut-être  inutile  de  donner  ici  quelques 
indieatrons  bibiiograpliiques  suecintes  sur  ce  sujet. 

Les  fondemeiits  de  cette  théorie  ont  été  poses  par  Newton  dans  son  Enumeratio  linearum 
tertii  ordinis  (1706),  dont  on  a  déjà  fait  luention  précédemiuent,  ou  ce  grand  géomètre  a  donné 
une  énumeration  et  classification  des  courbes  représentées  par  Téquation  généraie  du  troisième 
degré  à  deux  variables,  sur  laquelle  nous  avons  déjà  dit  quelques  mots  au  n."  108,  et  ou  il  a 
indique  les  formes  des  72  especas  de  cubiques  y  considórées.  Ce  travail  célebre  a  été  ensuite 
commenté  et  continue  par  Stirling,  dans  un  éorit  intitule:  Lineae  tertii  ordinis  nentonianae 
(1717),  et  par  Nieole  dans  son  Traité  des  lignes  du  troisième  ordre  (1720  et  1731),  qui  ont 
complete  Ténumération  donnée  par  Newton  et  ont  déinontré  les  théorèmes  relatifs  à  cette  énu- 
meration, que  ce  grand  géomètre  avait  énoncés,  sans  indiquer  la  voie  qu'il  avait  suivie  pour 
les  obtenir.  La  théorie  des  cubiques  a  été  continuée  par  Maclaurin,  dans  Touvrage  intitule 
De  linearum  geometricarum  proprietatibus  tractatus  (1720),  qui  Ta  enrichie  de  nouveaux  et 
importants  théorèmes;  par  Euler,  qui  lui  a  consacró  un  chapitre  de  son  Introduciio  in  ana- 
lysin  infinitoriin  (1748);  par  Cramer,  dans  son  Introduction  à  VAnalyse  des  lignes  courbes 
(1750);  etc.  On  peut  voir  dans  Touvrage  magistrale  de  M.  M.  Cantor:  Vorlesungen  ilber 
Geschichte  der  Mathematik  (Leipzig,  t.  III,  1898)  quelle  est  la  partie  avec  laquelle  chacun 
de  ces  géomètres  éminents  a  contribuo  pour  le  développement  de  ce  beau  et  important  cha- 
pitre de  la  Géométrie  des  courbes  planes. 

Plusieurs  années  plus  tard,  en  1835,  une  nouvelle  et  plus  parfaite  classification  des 
cubiques,  ou  les  propriétés  projectives  de  ces  courbes  jouent  un  role  plus  étendu,  fut  donnée 
par  Pliicker  dans  son  System  der  analytischen  Geometrie ;  cette  classification  fut  étudiée  de 
nouveau  par  Cayley  dans  un  important  mémoire  intitule:  On  the  Classification  of  cubic  Curves 
(Mathematical  Paj>ers,  t.  v,  p.  354).  Ensuite  diverses  questions  relatives  à  ces  courbes  ont  été 
considérées  par  Steiner,  Cayley,  Salmon,  Sylvester,  Chasles,  Hesse,  Clebesch,  etc;  mais  lo 
nombre  des  travaux  qui  ont  été  consacrés  à  ces  questions,  dèa  lors  jusqu'à  présent,  est  três 
considérable  et  nous  ne  pouvons  pas  les  mentionner  ici;  on  en  peut  voir  le  titre  et  Tobjet 
dans  Touvrage  historique  et  bibliographique  de  M  Loria  intitule:  //  jjassato  ed  il  presente 
delle  principale  teorie  geometriche  (Torino,  1896,  p.  61 ;.  Nous  nous  bornerons  à  indiquer,  pour 
tétude  généraie  de  la  théorie  de  ces  courbes,  Touvrage  classique  de  Salmon,  Courbes  jdaii^s 
(Paris,  1884);  celui  de  Durege,  Die  ebene  Curven  dritter  ordenung  (Leipzig,  1871);  les 
remarquables  Leçons  de  Géométrie  de  Clebesch  (Paris,  1879-80-83).  Dans  le  premier  de  ces 
ouvrages  est  consacré  à  la  théorie  des  cubiques  un  long  chapitre,  et  dans  la  dernière  une 
grande  partie  du  second  volume;   Tautre  ouvrage  est  spécialement  consacré  à  cette  théorie. 


CHAPITRE  III. 

QUARTIQUES  REMARQUABLES. 


Les  spiriques  de  Pcrsens. 

165.  On  designe  par  le  nom  de  spiriques  de  Perseus  les  courbes  qu'on  obtient  en  coupant 
le  fore  par  des  plans  parallèles  à  Taxe,  car,  d'après  Proclus,  qui  en  a  fait  mention  dans 
son  Commentaire  sur  le  premier  livre  d' Euclides  {ed.  Taylor,  p.  139  et  146),  elles  ont 
été  considérées  pour  la  première  fois  par  Perseus,  géomètre  qui  a  vêcu  au  deuxième  siècle 
avant  J.  C.  Ces  courbes  sont  aussi  nientionnées,  d'après  une  Note  de  Chasles  à  son  Aperçu 
historique  (1875,  p.  271),  dans  un  ouvrage  intitule  Xomenclatura  vocahulorum  geomefri- 
carum,  plus  ancien  que  celui  de  Proclus,  attribué  à  Heron  d'Alexandrie,  mais  on  n'y  indique 
pas  le  nom  de  leur  inventeur. 

On  sait  que  le  tore  est  represente  par  Téquation 


quand  on  prend  son  centre  pour  Torigine  des  coordonnées  et  son  axe  pour  Taxe  de  >/,  R  repré- 
sentant  le  rayon  des  cercles  méridiens  et  l  la  distance  des  centres  de  ces  cercles  à  Taxe  de 
la  surface. 

Les  courbes  qu'on  obtient  quand  on  coupe  cette  surface  par  des  plans  parallèles  à  son 
axe  et  équidistants  de  cette  droite,  sont  toutes  égales ;  il  suffit  donc  de  considérer  celles  qui 
sont  situées  sur  les  plans  perpendiculaires  à  Taxe  des  z  dans  les  points  oii  cette  coordonnée 
est  positive.  Comme  léquation  de  ces  plans  est  z=c,  oíi  c>0,  Féquation  de  chacune  des 
courbes  mentionnées,  rapportée  à  deux  axes  parallèles  à  celles  de  x  et  des  y  passant  par 
le  point  oíi  son  plan  est  coupé  par  Taxe  des  z,  est 


(1)  {i±^x'-+c'-y-^R^-f 


ou 


(2)  (a;2  -f  j,í  +  ;í  -f  c2  -  R2j2  =  4^-2  (a;2  4-  c^). 
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Les  sj^íriques  de  Perseus  sont  donc  des  t-ourbes  du  quatrieme  ordre,  dont  oii  determine 
aiséiiient  l;i  forme,  eomme  on  le  va  voir. 

166.  II  resulte  d'abord  de  réquation  de  ces  courbes,  ou  de  leur  définition  géométrique, 
qu'elles  n'ont  pas  de  branches  infinies  et  qu'elles  sont  syraétriques  par  rapport  aux  axes  des 
coordonnées. 

On  voit  ensuite,  au  moyen  des  équations 

qu'on  obtient  en  dilFérentiant  Téquation  .2)  par  rapport  à  x  ci  k  y,  que  les  courbes  consi- 
dérées  ont  uii  j)o'int  doiihle  h  Torigine  des  coordonnées,  quand 

(3)  Z  ±  c  =  ±  R, 

et  que,  si  cette  condition  n'est  pas  satisfaite,  ellea  n'ont  pas  de  point  double  à  distaiice  finie. 
Les  équations  (3)  coincident  avec  les  couditions  pour  que  les  plans  des  spiriques  soient  tan- 
gents  au  to-re,  et  ces  courbes  sont  imaginaires  quand  c  =  /  +  R.  Dans  les  autres  cas  Téqua- 
tion  (2)  prend  la  forme 
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quand  í-|-c  =  R;  ou  la  forme 


ou 


«'  =  4lc,     b-  =  4l{l  +  c), 
(x"  +  ?/-j-  =  6-a.--íí-í/-, 


quand  l —  c  =  R. 

Dans  ces  deux  cas  singuliers,  qui  seront  ótudiés  plus  luin,  les  spiriques  sont  nonimées 
lemnis  cates. 

165.  Les  spiriques  qui  ne  satisfont  pas  à  la  condition  (3)  sont  formées  par  deux  brantdies 
fermées,  séparées  Tune  de  Tautre.  Pour  déterminer  la  forme  et  la  position  de  ces  branches, 
nous  allons  chercher  premièrement  les  points  oíi  les  abscisses  et  les  ordonnées  ont  une  valeur 
maxime  ou  mininie. 

En  difFérentiant  pour  cela  Tóquation  (2),  on  trouve 

(a;2  +  ?/»  +  í«  +  c2  —  R')  ^áy  +  (xM- 2/' -  ^H  c2  —  R2)  a;áa;  =  O, 
d'ou  il  resulte  que  y  cst  maxime  ou  niinime  quand  a; -=  O,  et  quand  a;^ +?/*  —  ?^  + c*  — R*  =  0. 
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Les  coordonnées  dfS  points,  réels  ou  im.-iginaires,  qiii  satisfont  ;\  ces  conditions  sont 

£c  =  0,     i/  =  ±\^R--{l±c)-, 


et 


x  =  ±l7--c«,     .v  =  ±R. 


On  voit  au  moyen  de  la  même  équation  que  x  est  maxime  ou  miniine  quand  y  =  0,  et 
quand  x^ -\- y^ -\- 1^ -\- c- — R'*  =  0.  Les  points  qiii  satisfont  à  la  premièrtí  condltion  ont  pour  coor- 
données 


et  peuvent  être  réels  ou  imaginaires;  ceux  qui  satisfont  à  la  deuxième  condition  sont  imagi- 
nai res. 

Cela  pose,  nous  allons  considcrer  divers  eas,  correspondants  aux  difFérentes  distantes  du 
plan  de  la  spirique  eonsidérée  à  l'axe  du  tore;  les  trois  premiers  concernent  le  tore  ouveri- 
(Z>R),  et  les  autres  le  tore /enfie  (Z<;R). 

Cas.  1.^'  Supposons  qu'on  ait  Z>R  (tore  ouvert)  et  Z^c<Z-(-R.  Alors  la  courbe 
possède  deux  points  ou  Tordonnée  est  maxime  ou  minime,  dont  les  coordonnées  sont 


[O,  ±      v/R^-(i-c)2], 
et  deux  points  oíi  1'abscisse  est  mxxime  ou  minime,  dont  les  coordonnées  sont 

[±V(R  +  lf-c-\  O]. 

La  courbe   a  donc   alors    la  furme  d'un  ovale   fjíg.    36),    dont   les  axes  DB   et   EC  sont 

égaux  à   2  /R«  — (Z  — c)2  et  2  l/(R  4- í;^  -  c*. 

Cas  2^.   Si  Ton  a  ?>R  et   ?-R<c<?,  les 

coor  lonnées  des  points  oíi  y  est  maxime  ou  mi- 
nime sont 

[O,    ±^Ri-(l-cf],     [±^F^:^,     ±R], 

í)  X     et  celles  des  points  oíi  x  est  maxime  ou  minime 

sont 


[±V{li  +  lf--c^,     0]. 

La  courbe  a  donc    la  forme  indiquée  dans  la 
figure  37,  ou 

FB-=2^/(R+7?'^^^     HD  =  2v/R--(í-c)^         FQ  =  2l7^=7^     AC  =  2R. 
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Cas  3^.  Si  Í>R  et  c<^l  —  R,  roídonnée  y  e&t  uiaxime  oii  minime  aux  points 


et  Tabscisse  a-  aux  points 


[±\'l'--c\     ±R] 
[±^i±R-l)'-c';     0]. 


&{ %       E    (I    A í. — fS X 


Fig.  38 


Donc  ia  courbe  a  la  forme  indiquée  dans  !a  figure  38,  oii 


0A  =  t/(R-Z)*-c2,     OC  =  \/{R+l)"--c^-,     DB  =  2R,     0'L  =  [/P-cK 

Cas  4'^.  Supposons  maintenant  qu'on  ait  Z<R  ftore  ferméj  et  í<c<R4-^- 
Dans  ce  cas  ia   variable  y  est-  maxime  ou  minime  aux  points 


[O,   ±v/R2-^;-c)»], 

si  c>R  — ?,■  et  elle  est  maxime  ou  minime  à  ces  points  et  aux  points 


[O,    ±\/R'--{l  +  cf], 

quand  c-<R  —  l. 

La  variable  x  est  maxime  ou  minime  aux  points 


[±v\R  +  0'-c-,    0], 


si  c>R  —  l;  et  elle  est  maxime  ou  minime  à  ces  points  eí  aux  points 


[±^/(R-^)*-c^   0], 

quand  c  <  R  —  l. 

Dans  le  premier  de  ces  cas  Ia  couibe  est  formóe  par  un  ovale  unique,  dont  les  axes  sont 
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égaux  à 


et  dans  le  deuxième  cas  elle  est  covnposée  de  deux  ovales,   dont  les  axes  sont  égaux  à 


Ces  ovales  ont  Ia  forme  indiqiiée  dans  la  figure  36,  et  l'un  est  à  Tintérieur  de  Tautre. 
Cas  5'.   Si  í  <R  et  R  — Z<^c<í,  les  coordonnées  des  points  ou  y  est  maxime  ou  minime 
sont 


[+v/;2_c2,     ±R],     [O,      ±v/R-2_(Z-c)--']; 
et  celles  des  points  réels  ou  x  est  maxime  ou  minime  sont 


[±^/(R+^)*-c^   0]. 

La  courbe  a  donc  une  forme  sembiable  à  celle  qu'elle  avait  dans  le  second  cas. 
Cas  6'^.  Si,  enfin,  í  <  R,  c<R  — /  et  c  <  í,  les  points   ou  y  est  maxime  ou  minime  sont 
determines  par  les  coordonnées 

[O,     ±\/B?~{l±^^],      [±i/F-^2-     +R]. 
et  les  points  ou  x  est  maxime  ou  minime  par  (elles-ci: 


■     [±\/{±R-l)^-c\     0]. 

La  couibe  est  donc  composée  d'un  ovale  sembiable  à  celui  de  la  figure  37  et   d'un  autre 
sembiable  à  celui  de  la  figure  36,  situe  à  Tintérieur  du  premier,  dont  les  axes  sont  égaux  à 


168.  En  cherchant  les  asymptotes  des  spiriques  par  la  méthode  gónérale  connue,  on 
trouve  que  chacune  de  ces  courbes  a  quatre  asymptotes  imaginaires,  représentées  par  les 
équations 

y=i(x±l),     y  =  —  i(x±l); 

on  voit  ensuite   que   cette   courbe   a   deux  noeuds  imaginaires,  qui  coincident  avec  les  points 
circulaires  de  Finfini. 

Pour  dóterminer  les  foyers  des  spiriques,  remarquons  d'abord  que  les  asymptotes,  dont  on 
vient  d'écrire    les  équations,  se  eoupent  en  quatre  jioints,    lesquels   sont   (n."  85)    les  foyers 
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singidiers  de  la  fotirbe  considérée.  Deus  de  ces  foyers  sout  réels  et  leurs  coordcinnées  sont 
(+Z^  0);  les  autres  ont  poiír  coordonnées  (O,  +i7)  et  ils  sont  done  imaginaires. 

On  determine  aiissi  aisément  \es  foi/ers  ordinairea  de  Ia  même  quartique  \>av  la  méthode 
suivante. 

Considérons  la  droite  représentée  par  Téquation 

2/  =  ix  -\-  k 

et  remarquons  qu'elle  coupe  la  courbe  représentée  par  (2)  en  deux  points  dont  les  abscisses 
sont  dóterminées  par  Féquation 

4  {k^  +  P)  x"-  -  4ki  {Ic^  +  P  +  c2  -  R2)  a:  -f  4/'^  c^  -  {k^-  +  P  +  c^  -  R2)2  =  q. 

La  condition  pour  que  cette  droite  soit  tangente  .à  la  courbe  considérée,  e'est  que  ces 
deux  points  coincident,  et  que,  par  conséquent,  les  racines  de  la  dernière  équation  soient 
égales.  Cette  condition  est  donc  exprimée  par  Téquatiou 

k^  (i2  +  ^2  _(_  c2  _  R2^2  _|.  (-/,2  _).  ^í)  [-4  ^2  ^9  _  (/U2  _^  ^2  _L  c2  _  R2)2J  _  Q, 

OU 

(A;2  ^  ^2j2  _  2  (Â;2  -f  P)  (c2  +  R2-)  _^  (c2  _  R2j2  _  Q, 

OU  enfin 

F  =  (c±R)2-r^. 

L'équation  des  tangentes  à  la  spirique  représentée  par  réquation  (2)  ayant  /  pour  coeffi- 
cient  angulaire  est  par  suite 


ij  =  ix±\/(c±Rf--P. 

On  Yoit  de  raême  que  Téquation  des  tangentes  h  la  môuie  quartique  ayant  — ;'  pour  coeffi- 
cient  angulaire  est 


y^  —  ix±\/{c±  Rf  —  P. 

Les  quatre  droites  représentées  par  cette  équation  coupent  les  quatre  droites  i^eprésentées 
par  celle  qui  precede  en  se>ze  points,  qui  sont  les  foyers  ordinaires  de  la  spirique  considérée. 
Quatre  de  ces  ])oints,  cori'espondants  aux  iutersections  des  droites  de  Tun  de  ces  groupes  avec 
les  droites  respectivement  conjuguées  de  Tautre,  sont  réeh ;  nous  allons  déterminer  leiírs  coor- 
données. 

1.°  Si  Z- <  (R  —  c)2,  les  rapines  qui  figurent  dans  les  équations  des  deux  gruupes  de 
droites  sont  réelles,  et  les  coordonnées  des  quatre  foyers  réels  de  la  spií-ique  sont  donc 


[O,     ±\/[c±Rf-P] 
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2°  Si  í*>(R  +  c)-,  les  raoines  mentionnées  sont  imaginR,ires,  et,  en  ócrivant  les  équations 
des  droites  considérées  de  la  maniòre  suivante : 


y  =  i[x±  ^l-2-(c±  R)2],     y=-i[x±\/ 1^  -  (c  +  Rj*], 
011  voit  que  les  quatre  foyers  réels  ont  pour  coordonnées 

[+V7^3^+Rji,     0]. 
3."  Si  (R  — cj^<?-<(R  +  c)',  on  voit  de  même  que  les  coordonnées  des  foyers  réels  sont 


[±[/l^-(R-c)^,0],     [O,     ±/(R  +  c)»-í']. 

169.  Les  resultais  qu'on  vient  d'obtenir  doivent  être  modifiés  quand  on  a  Z  =  R  +  c, 
c'est-à-dire  quand  (n.°  166)  la  courbe  ;i  un  poíJií  double  à  Torigine  des  coordonnées. 

En  eíFet,  si  Z=R  —  c,  les  droites  qui  coupent  la  courbe  donnée  en  deux  points  coinci- 
dents  et  qui   cmt  pour  coeíficients  angulaires  i  ou  — i,  sont  représentées  par  les  équations 

y^ix,     y^  —  ir,     ?/=?«4:2vRc,     y  =  —  ix  +  2t/Rc. 

Alors  les  deux  preinières  droites  se  coupent  au  point  double^  et  les  autres  déterminent 
par  leurs  intersections  quatre  foyers  urdinaires,  clont  deux,  definis  par  les  coordonnées 
(O,  ±2i/Rc),  sont  réels. 

Si  Z  =  R  +  c,  la  courbe  a  aussi  quatre  foyers  ordinaires,  dont  deux,  determines  par  les 
coordonnées  (+2v^^Rc,  0),  sont  réels. 


170.  Lvs  spiriques  de  Perseus  peuvent  être  construites  par  une  méthode  donnée  par 
Sluse  dans  une  lettre  adressée  à  Huygens  en  1657  (Oeuvres  de  Huygens,  t.  Ii,  p.  52),  que 
nous  allons  indiq\ier. 

Posons  dans  Téquation  des  spiriques 


(4)  x  =  xi,     y  =  \/j2B.—yi)yi. 

On  obtient  Téquation 

[x]  -  y\  ^~  2Ry,  +  Z*  +  c^  -  R»)2  -  4?^  {x^  +  c^)  =  O, 

equivalente  à  cette  autre : 

[x? -y]  +  2R y,  +  c'  -l'--  R»)* -  M^ (R - y^f  =  O, 
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et  qui  peut  par  suite  être  remplacée  par  ces  deus  autres : 

(5)  x^-f,  +  2(B.-l)i/i+c''-~r^-R^  +  2m==0, 

(6)  x^,-^',  +  2(R  +  l)yi  +  c'--P-R^-2lR  =  0, 

qui  représentent  deux  hyperboles  équilatères,  dont  ies  axes  sont  égaux  à  2c^  la  première 
ayant  le  centre  au  point  (O,  R — t)  et  Tautre  au  point  (O,  R-f^j- 

II  resulte  de  ce  qui  precede  qu'on  peut  déduire  chaque  point  (cc,  y)  dVine  spirique  du 
point  correspondant  d'une  de  ces  hyperboles  au  moyen  de  la  construetion  d'une  moyenne 
géométrique  eutre  yi  et  2R — yi.  On  peut  raême  employer  seulement  la  première  de  ces  hy- 
perboles, parceque,  quand  on  remplace  en  (4)  et  (bi  z/i  par  2R  —  yi,  la  valeur  de  y  ne  change 
pas  et  réquation  (5)  se  transforme  dans  Téquation  (6). 

Veiei  maintenant  quelques  remarques  sur  eette  construetion: 

1.°  II  resulte  des  reiationa  (4)  que  Ies  points  de  Thyperbole  (5)  auxquels  correspondent 
Ies  points  réels  de  la  spirique  sont  compris  entre  Ies    droites   représentées   par  Ies  équations 

2/,  =  0,     yi  =  2R. 

Donc:  si  Ies  deux  droites  coupent  une  même  branche  de  Thyperbole,  Ia  courbe  est  formée 
par  deux  ovales  extérieurs  Tun  à  Tautre  ;  si  une  seule  de  ces  droites  coupe  Thyperbole,  la 
spirique  se  réduit  à  un  ovale;  si  Tune  des  deux  droites  coupe  la  branche  supérieure  et  Tautre 
la  branche  inférieure  de  Tliyperbole,  la  spirique  est  formée  par  deux  ovales  dont  Tun  est  à 
l'intérieur  de  Tautre.  Dans  tous  ces  eas  Ies  sommets  de  la  spirique  correspondent  aux  points 
oíi  Ies  droites  coupent  Thyperbole,  et  aux  sommets  de  cette  conique  compris  entre  Ies 
droites. 

2."  Si  la  spirique  a  deux  points  à  ordonnée  tnaxime  non  situes  sur  Taxe  des  y,  Thyper- 
bole  considérée  passe  par  ces  points.  En  eíFet,  il  resulte  de  la  deuxième  des  équations  (4) 
que  ees  deux  courbes  se  rencontrent  aux  points  ou  yi  =  R,  et  que  Ies  points  oíi  Ies  ordonnées 
de  la  spirique  passent  par  une  valeur  maxime  sont  determines  par  Téquation 

{yi-R)yl  =  0, 

dont  une  solution  est  yi  =  R. 

3."  On  peut  dóterminer  la  sous-normale  de  la  spirique  au  point  («,  y),  quand  on  connait 
la  sous-normale  de  Fhyperbole  au  point  («i,  yi),  au  moyen  de  la  relation 

yy'=Ryl  —  yiyi. 

171.  On  peut  encore  construire  Ies  spiriques  et  leurs  tangentes  par  une  niéthode  plus 
facile  que  celle  de  Sluse  que  nous  avons  donnée  dans  une  Note  insérée  aux  Archiv  der  Ma- 
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thematik  und  Physik  (S."  série,  t.  XI,  1906).  En  eífet,  si  Ton  pose  dans  l'équation  (2) 

(7)  '  x'-  =  xl-c\      y  =  y.^, 
on  trouve 

(8)  {x^  +  lf+yl  =  W, 

d'ou  il  resulte  qu'on  peut  déduire  chaque  point  (x,  y)  de  la  spirique  d'im  point  (a?-2,  y<i)  des 
cercles  representes  par  cette  équation  au  moyen  de  la  construction  d"iine  moyenne  géomé- 
trique  entre  Xá  —  c  et  aí-2  +  c.  II  sufRt  raême  d'employer,  pour  construire  la  spirique,  un 
seul  des  cercles  (8),  puisque  cette  courbe  est  symétrique  par  rapport  à  Taxe  des  ordon- 
nées. 

Nous  ferons  sur  cette  construction  les  remarques  suivantes,  qui  se  rapportent  au  cercle 
correspondant  au  signe  supérieur  de  (8): 

1."  Si  ce  cercle  ne  coupe  pas  Taxe  des  ordonnées  et  si  la  droite  représentée  par  Téquation 
03=  c  est  coraprise  entre  cet  axe  et  le  cercle,  la  spirique  est  formée  par  deux  ovales  (jig.  38j; 
alors  les  points  A,  C,  E  et  G  correspondent  aux  points  oíi  le  cercle  coupe  Taxe  des  abscisses 
et  les  points  D,  B,  H  et  F  aux  points  ou  les  tangentes  au  même  cercle  sont  parallèles  à 
cet  axe. 

2."  Si  le  cercle  ne  coupe  pas  Taxe  des  ordonnées,  mais  coupe  la  droite  a;  =  c,  la  spirique 
a  la  forme  indiquée  dans  la  figure  37,  quand  la  droite  coupe  le  demi-cercie  plus  prochain  de 
Taxe  des  ordonnées,  et  la  forme  indiquée  dans  la  figure  36,  dans  le  oas  contraire.  Dans  les 
deux  cas  les  somraets  de  la  spirique  situes  sur  Taxe  des  abscisses  correspondent  aux  points 
ou  le  cercle  intersepte  cet  axe,  et  les  sommets  de  la  même  quartique  situes  sur  Taxe  des  or- 
données correspondent  aux  points  oii  la  droite  x  =  c  coupe  le  cercle.  Les  points  A,  C,  E  et 
G  de  la  figure  37  correspondent  aux  points  du  cercle  oii  les  tangentes  sont  parallèles  à  Taxe 
des  abscisses. 

3."  Si  le  cercle  considere  rencontre  Taxe  des  ordonnées,  la  spirique  est  formée  par  deux 
ovales  quand  les  droites  a!  =  c  et  íc  =  —  c  eoupent  le  cercle  considere,  par  un  ovale  uniqiie 
quand  Tune  seule  de  ces  droites  coupe  le  cercle,  et  elle  est  imaginaire  si  ni  Tune  ni  Tautre 
ne  la  eoupent  pas.  On  determine  les  sommets  et  les  points  ou  la  tangente  est  parallèle  à 
Taxe  des  abscisses  conime  dans  les  cas  précédents. 

4.°  Les  sous-normales  de  la  spirique  et  du  cercle,  par  rapport  à  Taxe  des  ordonnées, 
sont  égales,  puisqu'on  a 

dx  dxi 

dy  dyi 

donc,  les  normales  à  ces  deux  courbes  aux  points  correspondants  passent  par  le  mime  point  de 
1'axc  des  ordoiinées.  II  resulte  de  cette  proposition  une  manière  facile  de  construire  les  nor- 
males et,  par  suite,  les  tangentes  aux  spiriques. 

VOL.  IV  U 
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173.  Pour  calculer  la  valeur  du  rayon  de  coiirbtire  Ri  à  im  point  quelconque  de  la 
spirique,  on  peut  employer  la  formule 

1  i 

_ ^  (g;'^  +y'-')'        [x^  [R« - (x..  - If]  +  (xj -  If  (xj - c'-)] ' 

'     xY-yx"  R^xi~cn)-c^{x2-i)^  ' 

oíi  x'  et  y'  représentent  les  dérivées  de  x  et  y  par  rapport  à  xa,  doiit  les  valeurs  sont  déter- 
rninées  par  les  équations  (7)  et  (8). 

On  en  conclut,  en  donnant  à  x-2  les  valeurs  Z  +  R,  c  et  Z,  que  les  valeurs  que  Rj,  prend 
aux  sommets  de  la  courbe  situes  sur  les  axes  des  abscisses  et  des  ordonnées,  et  aux  points 
de  contact  des  bitangentes  parallèles  à  Taxe  des  abscisses  sont,  respectivement, 

Une  autre  conséquence  qui  resulte  de  Texpression  de  Ri,  c"est  que  chaque  spirique  a  douze 
jjoints  cVhijiexion;  réels  ou  imaginaires,  dont  les  coordonnées  sont  déterminées  par  les  for- 
mules (7)  en  y  substituant  les  racines  de  Téquation 

(9)  R^{xl  —  cn)  —  c"{x-2  —  lf  =  0. 

On  peut  démontrer  aisément  que  le  nombre  des  points  d'inflexion  réels  ne  peut  pas  être 
supérieur  à  quatre,  en  remarquant  que  le  discriminant 

D  =  -  ^^*^^  j  [c2  Z2  (3R2  _  c2)  +  (Ri  _  c2)2  (Zí  _R2)p  _  4c2?4  R6  j 

de  I'équation  precedente  peut  être  mis  sous  la  forme 

D  =  -27c*Z2R*(Z-R-c)(Z  +  R  +  c)(Z-R-fcj(Z4-R-c). 

En  effet,  en  supposant  premièrement  Z>R  (tore  oiivertj,  on  trouve  les  résultats  suivants: 
1."  Si  Z<c<Z  +  R,  c"est-à-dire  dans  le  premier  des  cas  consideres  au  n."  167,  le  discri- 
minant est  positif  et  l'équation  (9)  a  trois  racines  réelles;  on  voit  au  moyen  des  signes  que 
prend  le  premier  membre  de  cette  équaiion  quand  on  donne  à  x^  les  valeurs  O,  l,  c,  l-\-R  et 
00,  que  ces  racines  sont  comprises  entre  O  et  Z_,  /  et  c^  Z  +  R  et  cc.  Les  points  réels  de  la 
spirique  correspondent  aux  valeurs  de  x-2  comprises  entre  c  et  Z  +  R,  et  par  conséquent  dans 
ce  cas  la  spirique  n'a  pas  de  points  d'inflexion  réels. 

2."  Si  Z  — R<c  <l,  c'està-dire  dans  le  second  des  cas  consideres  au  n."  167,  Féquation  (9) 
a  trois  racines  réelles  comprises  entre  —  oc  et  O,  O  et  c,  c  et  Z^  si  c  <  R,  ou  entre  O  et  c,  c 
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et  l,  l  et  cc,  lorsque  c>R.  La  spirique  a  dono  alors  quatre  points  cVinflexion  réels,  corres- 
pondanta  à  la  racine  comprise  entre  c  et  l.  Quand  c  =  l,  deux  de  ces  points  sont  reunis  aii 
point  D  et  deux  autres  au  point  H;  D  et  H  sont  alors  à&B  points  d'ondulation. 

3."  Si  c<Z  — R,  c'est  à-dire  si  la  courbe  est  formée  de  deux  ovales,  deux  des  raeines 
de  (9)  sont  imaginaires,  et  Tautre  est  comprise  entre  O  et  — cc,  si  c<;R,  ou  entre  Í  +  R 
et   »,  si  c>R.  La  spirique  n'a  pas  donc  de  points  d"inflexion  réels. 

On  démontre  de  la  même  manière  que,  si  Z<R  (tare  fermé),  la  spirique  n'a  pas  aussi  de 
points  d'inflexion  réels  ou  elle  en  a  quatre. 

II  est  à  remarquer  encore  que  ce  qu'on  vient  de  dire  nest  pas  applicable  au  cas  ou  R=  c. 
Alors  Téquation  (9)  se  réduit  à  celle-ci : 

■òlxl  -  Sl^x-2  +  l(P-  c2)  =  O, 

et  par  conséquent  la  spirique  a  seulement  huit  points  d'inflexion  à  distanee  finie.  On  pourrait 
voir  aisément,  par  une  analyse  semblable  à  celle  qu'on  vient  d'employer  précédemment,  que 
la  spirique  a  encore  quatre  points  d'inflexion  réels  au  deuxième  des  cas  consideres  au  n."  167, 
c'est-à-dire  lorsque  c<Z<[2c^  et  que  dans  les  autres  cas  elle  n'a  pas  de  points  d'inflexion 
réels  ;  mais  les  spiriques  qui  satisfont  à  la  condition  R  =  c  seront  spécialement  étudiées  bien- 
tôt. 

173.  Les  problèmes  de  la  quadrature  des  spiriques  et  de  la  cubature  de  leurs  solides 
de  révolution  autour  des  axes  des  coordonnées  peuvent  être  résolus  aisément  au  moyen  d'une 
des  transformations  considérées  aux  n.°'  précédents. 

Ainsi,  en  appliquant  la  transformation  considérée  au  n."  171,  on  trouve  que  Taire  com- 
prise entre  la  courbe,  Taxe  des  abscisses  et  deux  parallèlles  à  Taxe  des  ordonnées  passant 
par  les  points  (a,  0)  et  (b,  0)  est  déterminée  par  Tégalité 


A^j\jdx=j  %i^^l^^J}lãx,, 


oii  a  et  p  représentent  les  valeurs  de  »->  correspondantes  aux  valeurs  a  el  6  de  x.  On  voit 
donc  que  A  dépend  des  fonctions  élémentaires  quand  Z  +  c  =  +  R,  c'est-à-dire  dans  le  cas  des 
lemniscates,  et  des  fonctions  elliptiques  dans  les  autres  cas. 

Le  volume  du  solide  engendre  par  Paire  qu'on  vient  de  considérer  en  tournant  autour  de 
Taxe  des  abscisses  est  donné  par  la  formulo 

u  a 


2    „  ,  ,  1 


=  T     \/xl  -  C«       R2-r--^c2  +  fe2-4-«i     +C-l]0g{x-2  +  VÓ^f-c' 

I  L  O  o 


\r. 
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En  particiilier,  pour  obtenir  le  volume  du  solide  engendre  par  un  ovale  en  tournant  au- 
toiír  de  Taxe  des  abscisses,  on  doit  poser  «  =  /  — R,  ^  =  ^  +  1^  dans  le  eas  de  la  figure  38, 
íií  =  c,  |3  =  Z  +  R  dans  les  cas  des  figures  36  et  37. 

Le  volume  du  solide  engendre  par  Taire  comprise  entre  la  courbe,  Taxe  des  ordonnées  et 
les  parallèles  à  laxe  des  abscisses  passant  par  les  points  (O,  u)  et  (O,  r)  est  donné  par  la 
formule 


=  -|  V^BF-  {xi  -  If  [c*  - 1-  R2  -  i-  r^  -  i-  Ixi  -  -g-  íc|]  +  Rn 


Xi  —  l  \  ^'i 

are  sen 


R     \u.. 


174.  Le  lieu  des  j^oints  par  lesquels  on  peut  mener  à  ime  conique  à  centre  deux  tangentes 
formant  mi  angle  donné  a  est  itne  spiriqxie. 

Soit 

a  o 

Téquation  de  la  conique.  L'équation  du  lieu  considere,  donnée  par  Garlin  dans  une  Note  in- 
sérée  aux  Xoitvelles  Anncdes  de  Mathématiques  (1854,  p.  415),  est 

(a;2  +  7/2j2  _  2  (a  +  è  +  2a  cot2  a)  a;2  —  2  (rt -h  J  +  2è  cof- a)  y2 
+  (a  +  6)2  +  4  ab  cot^  «  =  O, 

et  les  conditions  pour  qu'il  soit  identique  à  une  spirique  sont  dono 

Z-  +  R2  -  c-  =  a  +  6  +  2íí  cot2  a, 

R2_c2_Z2=a-f  J  +  2òcot2«, 

Qi  4-  c2  -  R2)2  -  4Z2  c'-  =  {a^  6)2  +  4a6  cot2«. 

En  éliminant  maintenant  a-\-h  entre  les  deux  premières  équations  et  Z2-[-c2  — R*  entre  les 
dernières,  on  obtient  deux  nouvelles  équations  qui,  en  tenant  compte  de  la  deuxième,  don- 
nent  les  relations  suivantes : 

^  '  '  (a— 6)sm2a  (a  — 6)sm2a 

par  lesqueiles  on  determine  les  paramètres  /,,  c  et  R  de  la  spirique,  quand  les  paramètres  a 
et  b  de  la  conique  et  Tangle  a  sont  donnés.  Les  valeurs  qu'on  obtient  par  l,  c  et  R  sont 
réelles  lorsque  a  —  6>0. 
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Garlin,  à  qui  est  dfi  le  théorèmft  qu'on  vient  de  démontrer,  n'a  pas  examine  la  question 
inverse  de  la  precedente;  mais  on  voit  aisément  que  les  équations  qu'on  vient  d'écrire  don- 
nent  les  relations 

a^cos-a  =  R^-l^sm'^<x,     a-b  =  lHnng-a,     a  +  b  =  (R^  —  c-)  sin- a, 
d'ou  résultent  ces  autres 

(10)  a  =  .^-j— tang- a,       6  = -|- -j-j— tang- a,      tang''a  = 


qui  déterminent  a,  b  et  a,  quand  les  auantités  R,  Z  et  c  sont  données.  On  a  donc  le  théorème 
suivant,  qui  complete  celui  de  Garlin : 

Si  les  parametres  cVime  spirique  verijient  la  condition  H-\-c'^l,  il  eioiste  une  hyperbole 
réelle  auquelle  on  ijeut  mener  par  chacun  de  ses  points  deiix  tangentes  formant  iin  angle 
constant  a.  Les  demi-axes  a  et  b  de  cette  conique  et  1'angle  <x  sont  determines  par  les  équa- 
tions (10). 

Si  ces  parametres  verijient  aussi  les  conditions  R  ^  c  e<  R  —  c  >  Z^  il  existe,  en  outre,  une 
ellipse  réelle  auquelle  on  peut  mener  par  chacun  des  points  de  la  spirique  deux  tangentes  for- 
mant un  angle  constant. 

175.  Les  spiriques  de  Perseus  font  partie  d'une  classe  plus  générale  de  quartiques, 
nommées  aussi  spiriques,  laquelle  comprend  toutes  les  sections  planes  du  tore.  Ces  courbes 
furent  étudiées  par  Pagani  dans  un  Mémoire  couronné  en  1824  par  l'Académie  des  Sciences 
de  Bruxelles,  et  ensuite  par  M.  Darboux  (Nouvelles  Annales,  18G4,  p.  156),  par  La  Gour- 
nerie  (Journal  de  Liouville,  1869,  p.  9),  etc.  La  classe  des  spiriques  est  encore  comprise 
dans  une  autre  classe  plus  générale  de  courbes  dont  nous  nous  occuperons  bientôt. 


II. 
Les  cassliiieniics. 


176.  Le  lieu  des  points  d'un  plan  dont  le  produit  des  distances  à  deux  points  fixes, 
situes  dans  le  niême  plan,  est  constant,  est  une  eourbe  qui  appartient  à  la  classe  des  spiriques 
de  Perseus,  et  que  nous  allons  étudier  spécialement.  On  la  designe  par  le  nom  à'ovale  de 
Cassini,  ellipse  de  Cassini  ou  eourbe  de  CassÍ7ii,  pour  avoir  été  considérée  par  J.  Domini- 
que  Cassini,  qui  a  pretendu  substituer  cette  eourbe  à  Fellipse  dans   la  représentation  appro- 


16G 


chée  du  mouvement  de  la  Terre  autour  du  Soleil  (Mémoires  de  V Académie  des  Sciences  de 
Paris,  t.  VIII,  p.  43).  On  fait  mention  de  cette  tentative  dans  le  Diccionnaire  mathématiqiie 
de  Ozanan  et  dans  les  Elements  d' Asironomie  de  son  fils  Jacques  Cassini.  La  raêine  eourbe 
fiit  étudiée  plusieurs  années  après,  aii  moyen  des  méthodes  de  la  Géométrie  puré,  pai'  Mal- 
fatti  dans  un  travail  intitule:  Delia  curva  cassiniana  (1781);  et  plus  tard  Vechtmann  en  a 
aborde  la  tliéorie  analytique  dans  une  Dissertation  intitulée:  De  curvis  lemniscatis  (1843). 
Soient  21  la  distance  des  points  fixes  consideres  F  et  F'  (Jig.  39),  m  une  constante  donnée 

et  M  un  point  quelconque  de  la  eourbe  qu  on  vient  de  definir. 

On  a 

MF.MF'  =  «i, 


M 


et  par  suite,  en  prenant  la  droite  FF'    pour   axe  des  abscisses 
i^--'/*\-3  et  le  milieu  O  du  segment  FF'    pour    origine  des   coordonnées, 


Fig.   39 

ou,  en  faisant  vi-  =  41-  c*, 

(1)  {x'-+f-  +  r-)^  =  4P(x'-  +  c'-). 

177.  En  comparant  cette  équation  à  Téquation  (2)  du  n.°  165,  on  voit  que  les  courbes 
de  Cassini  coincident  avec  les  spiriques  qu'on  obtient  en  coupant  le  ture  par  un  piau  paral- 
lèle  à  son  axe,  dont  la  distance  à  cet  axe  soit  égale  au  rayon  du  cercle  gónérateur  de  la  sur- 
face. 

En  posant  dono  R  =  c  dans  les  résultats  obtenus  au  n."  165  pour  les  spiriques,  on  en  con 
clut  que  les  courbes  de  Cassini  sans  point  double  à  distance  finie  ont  trois  formes  diíFérentes. 

Cas  1"'.  Si  l>2c  (cas  3*  des  spiriques),  la  eourbe  est  formée  par  deux  ovales,  comme 
dans  la  figure  33. 

Cas  2'".  Si  2c  >  Z>  c  (cas  2"  des  spiriques),  la  eourbe  a  la  forme  indique  dans  la  figure  32. 

Cas  3'^ .  Si  Z<c  (cas  4"  des  spiriques),  la  eourbe  a  une  forme  semblable  à  celle  d'une  el- 
lipse  (fig.  36). 

Si  l—2cj  la  eourbe  a  pour  équation 

(x^  +  2/«)2  =  8c2(x-^-3/-^), 
et  será  spécialement  étudiée  bientôt  sons  le  nom  de  lemniscate  de  Bemoulli. 

178.  L'équation  polaire  des  courbes  de  Cassini  est 

p*  -  2l'>  p2  cos  2Ô  f  í»  =  Ar-  c\ 
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Au  moyen  de  cette  équation  et  des  formules  connues 

•     \T  '^^  \T        '^P 

sin  V  =  p  -r-  1     cos  V  =  -r-  i 

'  as  as 

ou  s  represente  Ia  longueur  des  ares  de  la  courbe  et  V  Tangle  de  la  tangente  avec  le  vecfeur 
du  point  de  contact,  on  obtient  aisément  Texpression  du  rayon  de  courhure  des  courbes  con- 
sidérées  par  la  méthode  suivante  (Cesàro :  Lezioni  cli  Geometria  intrínseca,  Napoli,  1806, 
p.  42). 

En  diíférentiaut  d'abord  Téquation  polaire  de  la  courbe  et  en  tenant  compte  des  relations 
precedentes,  on  trouve 

(A)  p2cosV  =  r2(cos2e-V), 

et,  en  éliminant  ensuite  p  au  moyen  de  réquation  de  la  courbe, 

(Bj  Zsin2Ô  =  2ccosV. 

En  difFérentiant  cette  dernière  équation,  on  obtient  cette  autre: 

db  .    „  dN 

L  cos  2o  -=—  =  —  c  sin  V 


ds  ds 

et  par  suite 

rfV  l      cos  26     db  l     cos2ô 


ds  c  '   sinV   '  cís  c  "       p 

Reraarquons  maintenant  que,  si  'f  represente  Tangle  forme  par  la  tangente   à  la  courbe 
avec  Taxe  des  abscisses,  on  a 

,  1     1  >  >     1  •  >  do        \       ,  ,  . 

et,  par  consequent,  en  tenant  compte  de  1  egalite  connue  ~t~  =  -õ"5  *^^i  ^^  represente  le  rayon 

de  courbure, 

-^^-w cos2Ô. 

ds       K       Cp 

Remarquons  encore  que  des  relations  (A)  et  (B)  il  resulte  celle-ci : 

,       Z2(cos2ecosV  +  sin2ÔsinV)  oa  i  o  ;  •    v 

p-  =  — ^^ =^ =  l-  cos  26  +  2cl  sm  V , 

^  cos  V 
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et  que  cette  équation  et  celle  de  la  courbe  cousidérée  donnent 


"°^^^=      2r-ç^-     '   ''^^= — 4;^^^ — 


On  trouve  donc  enfin  Tégalité 


1  ^„      3pi-Z*-4Z2cí 

cos  29  = 


R  p  Cp         "  -í  cZp- 

qiii  determine  le  rayon  de  couibure  des  courbes  considérées  en  fonetion  du  vecteur  o  du  point 
donnó.  Cette  formule  a  été  obtenue  par  Vechtmann  (Z.  c.)  au  moyen  d"une  analyse  différente. 

1"9.  On  peut  déterminer  aisément  les  points  d'inflexion  des  courbes  de  Cassini  au  moyen 
de  l'expression  du  rayon  de  courbure  R  qu'on  vient  d'obtenir.  En  posant,  en  eífet,  R^oo, 
on  voit  que  chacune  de  ces  courbes  possède  huit  points  d'injlexion  à  distance  finie,  lesquels 
coYncident  avec  les  points  d'intersection  de  cette  courbe  avec  les  cercles  representes  par 
Téquation 


x^-  +  rf-  =  f-  =  ±\J^{APc^--l^ 


% 


L'un  de  ces  cercles  est  imaginaire;  Tautre  est  réel  quand  l  ^2c,  et,  pour  qu"il  coupe  Ia 
courbe  de  Cassini  en  des  points  réels,  il  faut  que  le  résultant  de  Télimination  de  y  entre  sen 
équation  et  celle  de  la  courbe  considérée  donne  pour  x  des  valeurs  réelles,  c'est-à-dire  qu'on 
ait 


\/|(4Z^c^- 


ou 

{l-2c)il-c)^0, 

ou,  sinuiltanément,  Z^2c  et  l  >  c.  Donc  les  ovales  de  Cassini  n'ont  pas  de  points  d'inflexion 
réels  que  dans  le  deuxiènie  des  cas  consideres  au  n.°  167  et  dans  le  cas  de  la  lemniscate. 

Nous  ajouterons  encore  à  ce  qui  precede  que  chacune  des  asyraptotes  d'une  courbe  de 
Cassini  coupe  cette  courbe  en  quatre  points  coincidant  avec  les  points  circulaires  de  Tinfini ; 
donc  elle  a,  en  outre,  deux  injlexions  à  chacun  de  ces  points. 

Nous  rappelerons  ici  que  nous  avons  déjà  indique  à  la  fin  du  n."  176  une  autre  méthode 
pour  déterminer  le»  points  d'inflexion  des  courbes  qu'on  vient  d'envisager. 

ISO.  Les  foyers  des  courbes  considérées  peuvent  être  obtenus  au  moyen  des  formules 
données  au  n."  1G8  pour  détei'iiiiner  les  foyers  des  spiriques,  en  y  posant  R  =  c.   On  trouve» 
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-ainsi  que  les  courbes  de  Cassini  possèdent  deux  foyers  singuliers  réels,  dont  les  coordonnées 
sont  (+ Z^  0),  et  quatre  foyers  orãinaires  réels,  dont  les  coordonnées  sont 


[x  =  ±l,  ?/  =  0],     [x  =  ±\/¥^4:C^-,  y  =  0], 

quand  l>  '2c,  ou 

[x  =  ±h  y=0],     [x=^0,  y  =  ± V^Ã^^'], 

si  l  <  2c. 

On  voit  donc  que  les  points  F  et  F'  fjig.  39),  dont  les  coordonnées  sont  {-j^l,  0),  sont  en 

même  temps  àiis  fuyevs  singuliers  et  des  foyers  orãinaires  de  la  courbc  cunsidérée.  On  voit  encore 

aisément,  en  formant  Texpression  du  produit  des  distances  d'un  point  (x,  y)  aux  deux  autres 

foyers  et  en  y  éliminant  ensuite  x^  — y-  au  moyen  de  Téquation  de  la  courbe,  que  le  rapport  du 

produit  des  distances  d'im  point  quelconqite  de  la  courbe  à  ces  foyers  et  du  carré  de  sa  distance 

-     ,  ^  ,  2c 

axi  centre  est  egal  a  la  constante  — =—  • 

ISl.     En  prenant  pour  origine  des  coordonnées  le  foyer  F  et  en  représentant  par  o  et  o 
les  distances  d'un  point  queleonque  d'un  ovale  de  Cassini  aux  foyers  F  et  F',  on  a 

cc'+y'={^-,    {x-2lf  +  f-  =  f-, 

et  par  conséquent 


p*(p2  +  4^V- '»-  _   V/  1 6^2  p6  -  [pâ  (pâ  _^4/2-)_^2-]2 


y 


4íp«  "  Uf 

ou,  en  posant  [j^  =  t, 


t  U  +  4Z2)  -  m2  j/i  Qii  t3  -[t(t  +  41^-)  -  m^^ 

X  =  — ^ ~ '    3/  ^ 


4lt  ^  ált 

Nous  avons  ainsi  deux  équations  qui  déterminent  les  coordonnées  des  points  de  la  courbe 
en  fonction  d'un  paramètre  variable  t. 

Cela  pose,  cherchons  les  valenrs  que  t  prend  aux  points  d'intersection  de  la  courbe  avec 
la  droite  correspondante  à  Téquation 

Ax  +  By^+C  =  0. 
En  éliminant,  pour  cela,  x  et  y  entre  ces  équations,  on  trouve  celle-ci : 

( A2  +  B2j  f'  +  8  [Al  {Al  +  C)  -  m'-]  í3  -f . . .  +  (A*  +  B2)  hi*  =  O, 
qui  determine  ces  valeurs  et  fait  voir  qu'on  a,  en  représentant  par  í|,  í»,  fs  et  í;  ses  racines 
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€t  par  pi,  p2,  p3  et  p4  les  valeurs  correspondantes  de  p, 

Pí  +  Pi  +  P3  +  P4  = A2  +  B2 pi  p-2  p3  P4  =  »»-• 

On  a  donc  les  théorèmes  suivants,  que  nous  avons  déjà  indiques  dans  une  Note  insérée 
dans  la  Revista  trimestral  de  Matemáticas  (Zaragoza,  t.  I,  1901). 

1."  Les  droites  paralleles  à  FF'  coupent  la  courbe  de  Cassini  en  qiiatre  poinfs  tels  que  la 
somme  des  carrés  de  lenrs  distances  à  Vun  des  foyers  F  ou  F'  est  constante. 

2."  Le  produit  des  distances  á  Vun  des  foyers  F  ou  F'  des  points  ou  une  droite  quelconque 
cotqye  la  mSme  courbe  est  constant. 

182.     L'équation  des  ovales  de  Cassini  peut  être  mise  sous  la  forme 

[(x  +  iyf  -  P]  [{x  -  iyf  -  P]  =  AU  c^ 
ou  encore 

[{x  +  iyf  -r-  +  2\  cT]  [{x  -  iyy-  -l^  +  2'K'cl] 

=  U'  \{x  +  iyy- -P  +  2 -^-]  [(X - iyf  _ í^  +  2 -^]  , 

oíi  X  et  I'  représentent  deux  nombres  arbitraires,  comme  on  le  peut  vérifier  aisément;  et,  sous 
cette  forme,  elle  donne,  comme  M.  Darboux  l'a  fait  voir  (Sur  une  classe  remarquable  de 
courhes  et  de  surfaces.  Paris,  1873,  p.  80),  les  propriétés  suivantes  des  courbes  qu'elle  repre- 
sente. 

1."  Donnons  à  X  et  X'  les  valeurs  imaginaires  conjugées  p  +  %  et  p  —  iq,  et  posons  dans 
Téquation  precedente 

Z2  —  2lcl  =  (ai  +  ibiY;     F  —  2  4-  =  («2  +  ihf, 


et  par  suite 


On  trouve, 


l^  -  2l.'cl  =  («1  -  íòi  )^     Z-  -  2  -^y-  =  (a.2  -  ibiY. 


[x  +  iy  +  ai  +  ibi\  [x  +  iy  —  («i  +  ibi)]  [x  —  iij  +  ai  —  ibi]  [x  —  iy  —  (ai  —  ibi)] 
=  (p2  +  ?")  [í»  +  *y  +  a-2  +  iii]  [x  +  iy  —  («2  +  ibi)]  [x  —  iy  +  a-z  —  ibi]  [x  —  iy  —  (a-i  —  ibi)], 

et  par  conséquent 

[{X  +  «,)í  +  (y  +  60-]  [{X  -  a,)'  +  (y  -  ò,)'] 
=  (P'+  f)  [(^  +  «O-  +  iy  +  bi)'][{x-  ai)^  +  (y  _  Í2)'] . 
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Donc,  on  peut  foitner,  et  d'une  infinité  de  manteres,  un  parallélogramme  tel  que  le  rapport 
du  prodtdt  des  distances  d'un  point  qitelconque  de  la  courbe  aiix  extrémités  d'une  diagonale 
et  du  produit  de  ses  distances  aitx  extrémités  de  1'autre  soit  constant. 

2."  Posons  maintenant 

X=e'*,     V  =  e~'i<,     l'--2kcl  =  (rx  +  i^)\    '  P -21' cl  ^  {a' +  i'^y, 
et  par  suite 

F -  2 -^  =  («'  -  i^r,     l^-2^  =  {a-  i^f. 

II  vient 

i  [x  +  iy  +  a+  íp]  [x  +  iy  -  (a  +  i,B  )J  [x  -  iy  +  a'  +  i|3]  [x-iy-  {a!  +  i^')] 

(2) 

( =  e'  (*+')  [x+iy  +  d  —  íP']  [x  +  iy  —  («'  —  i^')]  [x—iy+a—  i,S  ][x  —  iy  —  {a—  í,3  )] 

ou 

a;+a  +  i(y+P).a=-«+»fy-,^)^^.„^,,.x  +  «'  +  t(y-|B')     x-<x' -^i{y+^') 
'       íc  +  a  — i(y  +  P)  íc  — a  +  i(2/— P)  x  +  a.'  —  i(y  —  ^']     x  —  x'  —  i{y  +  ^') 

Représentons  maintenant  par  Rj  la  distance  du  point  (x,  y)  au  point  (—  a,  —  P)  et  par  o> 
l'angle  que  la  droite  qui  joint  le  premier  au  deuxième  de  ces  points  forme  avec  Taxe  des 
abscisses.  On  a 

íc  +  a  =  Rj  cos  O),     ^  +  p  =  Ri  sin  w, 

et  par  conséquent 

a;  +  «  +  »(y+P)_^,,,. 
oj  +  a  — i(3í  +  pj 

On  trouve  de  même,  pour  ies  points  (a,  j5),  ( —  a',  j3'),  («',  —  P'), 

x-a+.(y-P)^  a^  +  «'+»(y- PO  _,.„..       a^  -  a' +  t  (j/ +  .BQ  ^ 

ír-a-í(y-P)  '     a;+«'-z(2,-p')  '     a;  -  a' -  i  (3,  +  |3') 

L'équation  (3)  donne  donc 

gi(A+M  _  g2i((u+tu'— u)"— U)'") 

et  par  conséquent 

01  +  O)'  -  tu"  -  (.)'"  =  -^  (h  +  fc)  +  im. 

Mais,  en  représentant  par  (ui  et  o>2  Ies  angles   sous  lesquels  on  voit  du  point  («,  y)  de  la 
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oourbe  les  segments  compris  entre  les  points  ( — a,  — p),  (— a',  |5')  et  les  points  (a,  P),  («',  — 8'), 
on  a 


Donc 


0)1  =  CO  —  Co",       ÍU2  =  to'  —  to'". 


toi  +  to2  = -^  (^ -\- k)  -j-  n~. 


Les  points  ( — a,  —  jB),  (— «',  P'),  (a,  [3)  et  (a',  —[3')  sont  situes  sur  Ia  courbe  considérée, 
fomme  on  le  voit  immédiatement  au  moyen  de  Téquation  (2),  et  sont  les  sommets  d'un  paral- 
lélogramme  dont  le  centre  coincide  avee  le  centre  de  cette  courbe. 

On  voit  encore  aisément  que  ia  propriété  exprimée  par  la  dernière  équation  a  lieu  ponr 
tous  les  parallélogrammes  inscrits  dans  la  courbe  de  Cassini  dont  le  centre  coincide  avec  celui 
de  cette  courbe,  puisqu'on  peut  déterminer  Ã  et  fc  de  manière  que  ( — x,  — j5)  et  ( — «',  P') 
'eprésentent  deux  points  quelconques  de  la  courbe.  En  efFet,  Téquation 


r 


donne  ces  autres: 


dont  il  resulte 


P  —  2cl  (cos  h  +  i  sin  h)  =  {a  +  i"P)2 
/-  -  2d  cos  h  =  «2  _  p2^     d  siii  /,  =,  _  «p^ 


(«2  ^_  p2-,2  _  2r-  («2  _  |52)  _|_  ^4  _  4/2  ^2  =  Q, 

tan»  h  = 


24 


a2_32_/a 


5 


or.  la  première  de  ces  équations  indique  que  le  point  ( — a,  — P)  est  situe  sur  la  courbe,  ce 
qu'on  savait  d'ailleurs  déjà,  et  la  deuxiènie  determine  h.  On  obtient  de  la  mênie  manière 
la  valeur  de  k. 

On  peut  donc  énoncer  le  théorème  suivant: 

Si  les  sommets  ã'tm  parallélogramme  sont  situes  sur  tine  courbe  de  Cassini  et  son  centre 
coincide  avez  le  centre  de  cette  courhcj  la  somme  algébrique  des  angles  sous  lesquels  on  voit  les 
côtés  opposés  est  constante. 

Les  propriétés  des  ovales  de  Cassini  qu'on  vient  de  démontrer  furent  données  par  La- 
guerre  en  1868  dans  un  travail  remarquable  inséré  au  Bulletin  de  la  Société  piliHomafique  de 
Paris  {Oeuvres,  t.  rr,  p.  46).  La  niêlbode  qu'on  vient  d'employer  pour  les  démontrer  est  due, 
comme  il  a  été  dit,  à  M.  Darboux. 

183.  Les  ovales  de  Cassini  appartiennent  h  une  classe  plus  générale  de  courbes  consi- 
dérées  par  Laguerre  dans  le  travai!  qu'on  vient  de  nientionner.  et  nommées  cassinix unes  par 
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cet  éminent  géomètre,  lesquelles  sont  définies  par  réquation 

(4)  »T,  =  KRRi, 

í',  r.,  R  et  Ri  représentant  les  distances  d'uii  quelconque  de  ses  points  à  deux  couples  de 
pôles  et  K  une  quantité  constante. 

On  étend  aisément  k  ces  ooiirbes  les  propriétés  des  ovales  de  Cassini  quon  vient  de 
démontrer,  au  moyen  de  la  luóthode  de  M.  Darboux  employée  ci-dessus. 

En  représentant,  pour  cela,  par  íe,  /),  (e',  /'),  (s,  í),  («',  t')  les  coordonnées  des  deux 
couples  de  pôles,  on  peut  uiettre  Téquation  des  courbes  (4)  sous  la  forme 

(5)  [(X  -  e>^  +  {y  ~ff]  [{X  -  ef  +  {y  -ff]  =  K^  [ix  -  sf  +  (y  -  tf]  [x  -  s'f  +  {y-  ff], 

et  on  voit  ainsi  qu'elles  sont  du  quatrièine  ordre,  quand  K*  est  diíFérent  de  Tunité.  Si  K^=  1, 
les  courbes  considérées  sont  du  troisième  ordre  et  coincident  avec  les  focaltis  ótudiées  aux 
n.°*  52  à  67,  ou  du  deuxicme  ordre,  lorsqu'on  a  en  même  temps 

e  +  e'  =  s  +  s',    f+f'  =  t+t', 

c'est-à-dire  quand  les  pôles  sont  les  sommets  d'un  parallélogramme.  Dans  ce  dernier  cas 
réquation  (4)  represente  une  hyperhole  équilatire  (n.°  62). 

En  décomposant  les  facteurs  qui  entrent  dans  l'óquation  (5)  en  d'autres  du  premier  degré 
et  en  posant,  pour  abréger, 

x-\-iy  ^  u,     X  —  iy=^v,     e+''/=Mi,     e—  if  =  vi,     ..., 
cette  óquation  prend  la  forme 

(m  —  Ml)  {V  —  Vi)  (u  —  ili)  (v  —  U-))  =  K-  (íf  —  i(')  (v  —  v')  {u  —  u")  {v  —  v"), 
et  est  donc  equivalente  ;\  cette  autre: 

(  [{u  —  m)  {u  -  Ui)  +  Kl  (m  -  u')  (u  -  u")]  [{v  -  vi)  (v  -  Vi)  +  KX'  (v  -  v')  (v  —  v")] 

05)  K  K 

=  XX'  [(íí  —  Ml)  {u  -  u-2)  +  -r-p (íí  -  «')  (m  -  ?(")]  [{v  -vi){v  —  vt)  +  ^-{v  —  v')  {v  —  v")], 

X  et  X'  étant  dfux  nonibres  arbitraires. 

1."  Cela  pose,  faisons  'K=p-\-{q,  'iJ  =p  —  iq  et  décomposons  ensuite  les  facteurs  du  deu- 
xième  degré  qui  entrent  aux  deux  membres  de  cette  équation  en  deux  facteurs  du  premier 
degré.  On  trouve,  en  remarquant  que  les  (ieux  facteurs  qui  figurent  en   chaque  membre  de 
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réquation  sont  imnginaires  cônjuges,  iin  résultat  de  Ia  forme 

[íí  —  («1  +  ibi)]  [tt  —  (ai -j-  ibl)]  [v  —  (a{—ib\)  [v  —  (ai  —  ibi)] 
=  M  [m  —  (ai -\- lèo)]  [tt  —  (ai -\- ib'2 1]  [w  —  (as  —  ib<i )  \y  —  (a'2  —  ièá)], 

oi 

(K  +  X)(K  +  X') 


M  = 


(i  +  ia)(i  +  KX') 


ou 

[(x-air-  +  (y- S.  f]  [{X -  a[f  +  (y-  b',)^]  =  M  [{x  -  a.)^  +  (?/ -  b. Y-]  [(x -  a-^f  +  (y - b^^]. 

On  voit  donc  qu'o'n  peut  déterminer,  et  d'tme  injinité  de  manteres,  deux  nouveaux  couples 
de  pôles  (A|,  Aa),  (Bi,  B2)  tels  que  les  proãuits  des  distances  d'un  quelconque  des  poiíits  de  la 
courbe  considérée  a nx  pôles  (Ai,  Aj)  et  aux  pôles  (Bj,  Bo)  soient  dans  tiii  rapport  constant. 

2."  Posons  en  (6)  maintenant  X  =  e~'*,  >.'  =  e— '*•"  et  dócoruposons  ensuite  les  deux  membres 
en  facteurs  du  premier  degré.  On  obtient,  en  remarquant  que  à  cliaque  facteur  du  deuxième 
degré  du  premier  membre  de  cette  équation  correspond  un  facteur  imaginaire  conjugue  du 
second  membre,  un  résultat  de  la  forme  suivante: 

[u  -  («1  +  t-pO]  [u  -  (ai  +  ipí)]  [v  -  («2  +  i^i)]  [v  -  (ai  +  i^i)] 
=  M  [í;  -  («,  -  ip,)]  [v  -  (ai  - 1?0]  {u  -  («2  -  ipa)]  [u  -  («2  -  i^i)]. 

On  voit  au  moyen  de  cette  équation,  en  procédant  comme  au  n."  précédent,  qu'on  peut 
déterminer,  et  d'une  injinité  de  manieres,  deux  cardes  de  la  courbe  considérée  telles  que  la  somme 
algébrique  des  angles  sous  lesquels  elles  sont  vues  d'un  point  de  la  courbe  soit  constante. 

On  voit  encore  qu'on  peut  déterminer  h  et  k  de  manière  que  Tune  des  cordes  ait  une  posi- 
tion  donnée  d'avance. 

1S4.     La  courbe  inverse  d'une  cassinienne  est  une  autre  cassinienne. 

La  démonstration  qu'on  a  donnée  au  n."  63  d'iin  cas  particulier  de  ce  théorème  y  établi 
est  applicable  à  tous  les  cas  compria  dans  Ténoncó  précédent. 

II  resulte  de  ce  théorème  et  de  Féquation  (4),  mise  sous  la  forme 

(l-K')(x''  +  yy-  +  2(px  +  qy)(x''  +  f)  +  Ax'-  +  Bxy  +  Cf^Dx  +  Ey  +  F=0, 

que  les  courbes  inverses  d'une  cassinienne  sont  d'autres  cassiniennes  du  quatrièrae  ordre,  quand 
le  centre  d'inversion  n'est  pas  pris  sur  la  courbe,  sont  des  foeales,  si  F  =  O,  c'est-à-dire  si  le 
centre  d'inversion  est  un  point  de  la  courbe,  et  sont  des  hyperboles  équilatères,  lorsque  D  =  0, 
E=0  et  F=0,  c'est-àdire  quand  la  courbe  considérée  a  un  point  double  à  distante  finie  et 
le  centre  d'inversion  coincide  avec  ce  point.  Cette  propriété  dont  jouissent  les  cassiniennes 
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uniciirsales  du  troisième  et  da  quatrième  ordre,  d'être  inverses  des  hyperboles  équilatères, 
fut  profitée  par  M.  Cazamian  pour  déduire  quelques  propriétés  des  preraières  courbes  de 
celles  des  aiitres,  dans  un  article  insóré  aux  Nouvelles  Annales  de  Mathématiques  (3/  série, 
t.  xm,  189-i,  p.  265). 

Les  courbes  qu'on  vient  de  considérer  appartiennent  à  une  classe  de  courbes  algébriques 
de  toas  les  degrés  étudiées  par  M.  Darboux  dans  Touvrage  mentionné  ci-dessus. 

185.  La  rectification  des  courbes  de  Cassini  peut  être  obtenue  au  moyen  des  intégrales 
elliptiques  de  première  espèce,  comme  Serret  Ta  démontré  dans  le  Journal  de  Liouville  (t.  vm, 
p.  14Õ)  et  ensuite  dans  son  Cours  de  Calcid  dijférentiel  et  integral  (t.  II,  1880,  p.  260),  anquej 
nous  emprinitons  1'analyse  pour  résoudre  cette  question  qui  suit. 

Supposiins  preraièrement  qu'on  ait  l^2c,  e'est-à-dira' que  la  courbe  considérée  soit  com- 
posée  de  deux  ovales  égaux,  et,  en  considérant  Tun  de  ces  ovales,  menons  par  Torigine  des 
coordonnées  deux  droites  qui  le  eoupent  et  représentons  par  Ôq  et  6i  les  angles  qu'elles  for- 
ment  avec  l'axe  des  abscisses.  Alors  entre  ces  deux  droites  sont  compris  deux  ares  de 
l'ovaIe  considere,  dont  nous  allons  déterminer  les  longueurs  s  et  s\. 

Posons  2c  =  Zsin2a  dans  Téquation  polaire  de  la  courbe.  On  trouve 


et  par  suite 


nous  avons  donc 


p2  =  l^  [cos  26  +  v/  cos*  26  -  cos^  2o], 

dp      _  p  8in  2&  _ 

de^"^V'cos2  2e-cos2  2«' 


P     "^     7fiJ  —  P        ^^^2  1 


dO*-      ^     coa- 26  -  cos^  2a       l\cos- 26  -  cos^  2oc) 
Les  longueurs  des  ares  consideres  sont  donc  déterminées  par  les  formules 


„    ,  '  l/cos  2  e  +  v/cos^  26  —  cos- 2«  ,„ 

s  =  2c  /      ^=z=== ao, 

'  l/cos2  2e  — cos2  2a 
6„ 


"o 


/" 
si  =  2c 


®'  /cos2e-v/cos2  2e-cos2  2a  ,^ 

"O, 


V/cos^2Ô-cos2  2k 
qui  donnent,  en  tenant  compte  de  Tidentité 

[y  cos  26  +  v/cos-  2Ô  -  cos2^2Í  ±  \/  cos  26  -  v'cos- 26  —  cos*  2«]"  =  2  (cos  26  ±  cos  2a), 


les  relations  suivantes : 
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/-  rCi         de 

s  +  s,  =  2c  v/2/    - 


V 


"o 


/cos 26  — cos  2a 


.-..=20^/2^'  ^'^ 


v/cos  26  +  cos  2a 
Cu 

ou,  en  posant  dans  la  premiòre  sin  6  =  sin  a  sin  a  et  dans  la  deiixième  sin  6  =  cos  a  sin  (Jj,  et  en 
représentant  par  ©„  et  çj,  et  par  '])q  et  <|)i  les  valeurs  que  prennent  tp  et  (}j  quand  6  =  6q  et  6  =  6i, 


\/l  —  sin^  a  sin^  (p 
Til  d'!^ 


S — Si=JCl  

J      v^l  ~cos^«sin^^ 

Ces  formules  déterminent  s  et  si  au  moyen  du  calcul  de  deux  intégrales  elliptiqiies  de 
première  espice. 

Si  Z  <  2c,  on  trouve,  en  posant  l  =  2c  sin  2a  et  en  représentant  par  s  et  si  les  longueurs 
de  deux  ares  tels  que  les  veeteurs  des  extrémités  de  Tun  de  ces  ares  soient  perpendiculaires 
aux  veeteurs  des  extrémités  de  Tautre, 

„    r*'  v/cos  26  +  v/cos2  2e  +  cof^2«     ,, 
s  =  2c  I      — í da, 


\/cos2  26  +  cot-2a 


„  =  2cJ' 


\/—  cos  26  +  y/cos^  26  +  cot^  2a 
\/  cos2  26  +  cot«'2Í 


áe, 


et  par  suite,  6i  et  62  ótant  compris  entre  O  et  — » 


,-,  =2c  t/?  f  '\/-eot2a  +  t/eos^26  +  cot^2_a 
'      J  v^cos^  26  +  cot*  2a 


"o 
.0, 


,  +  «.  =  2c  ^^j"Vcot2«  +  v/J26  +  e^t^  ^^^ 


i/cos2  26 +  cot2  2a 

«o 
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En  posant  maiiitenant 

sin  2a 

dans  la  deuxième  de  ces  intégrales,  et 

/ — ^TT^ ^T\-       1  —  2  cos  a  sin-  à 

i/cos^  2(5  +  cot-  2a  = -. — ; -^ 

sin  za 

dans  la  preuiière,  on  trouve  eníin 

c7tp 


s  +  s 


=  ^p 


\/l  —  sin-  asin^'^ 


?u 


J       \  \  —  cos"^  a  sin-  ']j 


et  on  voit  que  s  et  si  dépendent  aussi  dans  ce  cas  de  deux  int''.grales  elliptiques  de  deitxicme 
espèce. 

186.     Pour   calculer   Taire   A  comprise   entre    un    are    d'iine  courbe    de  Cassini    et    les 
veeteurs  de  ses  extréinités,  on  peut  recourir  à  la  formule 


A  =  ^/    'f/2f7e  =  -^(sin2Ô,-sin26„)±-l-  /    '  sj ^^  -  ún^ -20  dfi . 

Si  Z<2c  (jig.  36  et  37),  on  doit  employer  dans  cette  formule  le  signe  -\-;  mais,  si 
Z>2c^  entre  les  deux  droites  qui  forment  avec  Taxe  des  abscisses  les  angles  (íf,  et  Oi  sont 
compris  deux  ares  de  eliaque  ovale,  et  on  doit  alors  employer  le  signe  —  quand  on  considere 
les  ares  plus  procliains  de  Torigine,  le  signe  +  quand  on  considere  les  ares  plus  distants  de 
ce  point.  Dans  les  deux  cas  Tintégrale  qui  figure  dans  Texpression  de  A  dépend  des  intégrales 
elliptiques,  comme  on  va  le  voir. 

Supposons  d"abord  qu'on  ait  l  <  2c.  On  a  alors 

Jy/^  -  sin2  2S  dd  =   ''"^    I  y/l  -  ^  ?in2  26  d6, 

et  on  voit  que  Vaire  considérée  déjjend  d'une  intúgrale  elllpttque  de  deuxième  empece. 
Si  í  >  2c,  en  posant 

2c                       l:^-4c^       ,, 
tang  26  =    ,  —  sec  tp. =, —  =  /";", 
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on  frouve  réjíalité 


jv/f::^'..*=/v/í 


c-os^ 2e- k^ s\n^- 26. cie  =  ■ 


2e2  1-2 


'J^f 


;in-  '^(/'^ 


li      1  3 


2c2 


(l-i-^sm^tp. 


(]  -A-^sin^tp)^ 


T 


qiii,  en  tenant  cunipte  de  la  relation  connue 
dm 


f 


1 


// 


l-i* 


(1  -A-^sin^cp)-' 


h^  sin  t5  cos  (5 

I i 


doiine 


./V      ?-  ^-7  i/l-Ã;*sin2c.        2./' 


1  ^À;"^sin-c>rfa)- 


Â;*  sin  (5  cos  ts 


V/1-Ã;«sin2cp        2.'   ■-       '   -       '"'    '  2v/l-A2sin2<p 
Donc,  Taire  A  dépend,  dans  ce  cas,  des  intêijrales  elliptiques  de  premiere  et  seconãe  espèce. 

18".  Les  ovales  de  Cassini  jouent  un  rúle  important  dans  Ia  tliéorie  des  fonctions  ana- 
lytiques;  elles  liraitent  les  aires  ou  une  fonction  d'une  variable  complexe  x  doit  être  holo- 
morphe,  pour  que  eette  fonction  soit  développable  en  série  ordonnée  suivant  les  puissances 
entières  et  positives  d'un  produit  (x  —  a)  (x  —  b),  a  et  h  étant  deux  nombres  complexes,  re- 
presentes par  les  foyers  F  et  F'  de  la  couibe  (A"oyez,  par  exemple,  Hoiiel :  Cours  de  Calcul 
infinitesimal,  t.  iv,  1881,  p.  42). 


III. 
Los  leinniscates. 

188.     On  a  dit  au  n  °  1G6  qu'on  donne  ie  noni  de  lemniscates  aux  S2nriques  représentées 
par  les  équations 


On  verra  bientôt  que  la  pr^niière  de  ces  équations  represente  les  courbes  inverses  et  les 
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podaires  de  Tellipse  et  la  seconde  eelles  de  Tliyperbole,  par  rapport  aii  centre  de  fcs  coni- 
qiies;  par  ce  motif  J.  Boolh  (A  Treatise  on  some  new  geoiuetrical  Mcthods,  Londoii,  t.  ii,  1877, 
p.  163)  a  nommé  ces  spiriques,  respectiveiiient,  lemniscate  elliptique  et  lemniscate  hypevholique. 
En  supposant  dans  la  première  des  éqiiations  precedentes  b>  a,  on  peut  dcterniiner  par 
les  formules  (n."  166) 

le  tore  et  la  position  que  doit  pivndre  le  plan  parallèle  à  son  axe  poiír  que  la  courbe  qui 
resulte  de  Fintersection  de  ces  surtaees  soit  une  lemniscate  elliptique  donnée;  on  peut  ré- 
soudre  au  moyen  des  formules 

la  même  question  pour  la  lemniscate  hyperbolique.   Dans  le  preniier  de   ces   cas    le  tore  est 
fermé,  et  dans  le  second  cas  il  est  ouiert ;  et  il  est  dans  les  deux  cas  tangent  au  plan  considéi'é. 
On  obtient  aussi  les  lemniscates  quand  on  eherche  les  eourbes  qui  satisfont  à  la  condition 
(Booth,  l.  c.) 

ou  p,  fji  et  r  représentent  les  distances  d'un  quelconque  de  leurs  points  à  trois  points  fixes 
F,  F'  et  O,  situes  sur  une  droite,  tels  que  les  distances  de  F  et  F'  à  O  soient  égales  à  e, 
et  ou  /  designe  une  constante  (fig.  39). 

On  a,  en  prenant  le  poiut  O  pour  origine  des  coordonnées 
et  la  droite  FF'  pour  axe  des  abscisses, 

A,-'/',T>  dono  réíiualion  cartésienne  des  eourbes  considérées  est 


O       O"     i  ^' ^  {x''  +  yh^'  =  {f-  +  2e2)  x^  +  {p  -  2.2)  f-, 

Fig.  89 

et  represente  une  lemniscate  elliptique,  dont  les  paramètres  sont 

a2=/2_2e2,      è2=/2-|-2e2, 

quand  /'^>2e*,  une  lemniscate  liypevLulique,  dont  les  paramètres  sont 

h^=P  +  2e\     a^  =  2e^-f\ 
si/-2<2e2. 

# 
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Ces  notions  gónérales  étant  posées,    iious   allons  maintenant  étudier  séparément  chacune 
des  deux  lemniscates  mentionnées. 

1$9.     Lemniscate  clliptique.  —  L'équation 

de  la  lemniscate  elliptique  fait  voir  immédiatement  que  la  courbe  est  symétrique  par  rapport 
aux  axes  des  coordonnées ;  qu'elle  reneontre  Taxe  des  abscisses  aux  points  (+^^  O)  et  celui 
des  ordonnées  aux  points  (O,  +  a) ;  et  qu'elle  a  uii  point  isole,  centre  de  la  courbe,  qui 
coincide  avec  1 'origine  des  coordonnées.  II  resulte  de  la  même  équation  que  la  lemniscate  el- 
liptique ne  possède  pas  de  branches  infinies  et  qu'elie  est  coupée  en  deux  points,  différents 
de  O,  par  toute  droite  passant  par  lorigine  des  coordonnées. 
On  voit,  en  oiitre,  au  nioyen  de  Téquation 

que  la  tangente  est  parallèle  à  Taxe  des  ordonnées  aux  points  E  et  F  et  aux  quatre  points 
imaginaires  oíi  la  courbe  considérée  est  interseptée  par   le  cercle  correspondant   à  Téquation 


a^'+i/'  =  Y«'i 


et  que  la  tangente  est  parallèle  à  Taxe  des  abscisses  aux  points  C  et  D,  et  aux  quatre  points 

y|  d'intersection  de  la  courbe  avec  le  cercle 

H  I  O 

^'  +  f  =  ^^\ 


í — ^   c'est-àdire  aux  points  dont  les  coordonnées  sont  déter- 
rainées  par  les  équations 


V- {V- —  'ia') 


h'^ 


y'=- 


1  K  A{h--d')    '    "        4(è=-aO' 

Fig.  40 

ces  derniers  points  sont  réels  et  destincts  quand  J->2((- 

(fi<j.  40),  imaginaires  quand  i"-<2a-,  et  coincident  avec  C  et  D  quand  b-  =  2a-.  En  posant 

dans   réquation  de  la  spirique  considérée   y=  +  a,   on  voit   que  ciiaciine  des  tangentes  aux 

points  C   et  D  coupe  cette  courbe  en  deux  autres  points,  dont  les  abscisses  sont  égales  à 

ih  vi-  —  2a*,  et  que  ces  points  sont  réels  au  premier  de  ces  cas,  imaginaires  dans  le  second, 

et  qu'ils  coincident  avec  C  ou  D  dans  le  troisionie. 
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190.     On  a  vu  aux  n.°^  166  et  168  que  la  courbe  dont  nous  nous  occupons  à  present  a 
un  point  double  à  1 'origine  des  coordonnées  et  deux  autres  à  l'mfini ;  elle  est  done  unicursale. 
En  posant,  en  eíFet,  dans  son  équation  y=tx  et  ensuite 


V^a''J  +  b^  =  at  +  z,. 

on  obtient  les  équations 

_  2a^z{zi-f-b'^)  _        a(z2  +  è2)(i2_32) 

'"""  z*+2(2<i^-ô-0z-  +  ò*  '     ^^  z^-^r2{2a^-b-')z^'  +  M'' 

qui  déterminent  x  et  y  en  fonction  rationnelle  de  z. 

191.     L'équation  polaire  de  la  lemimcate  elUptique  est  celle-ci: 


En  partant  de  cette  équation,  on  trouve,  pour  determinar  le  rayon  de  courbure,  la  formule 

3 


[2(a2  +  è'^)p--3a2  62]p 


laquelle  fait  voir  que  la  courbe  a  deux  j^oints  d'mJiexion  reunis   à  son  point   isole,   et  quatre 
autres  coíncidant  avec  les  points  d'intersection  de  la  courbe  avec  le  cercle   de  rayon   égal  à 


P 


V    2(«2  +  è2)' 


ayant  le  centre  à  Torigine  des  coordonnées.    Les  valeurs   que   6  prend  à  ces  derniers  points 
sont  données  par  l'égalité 

Ò2  {2b'-  —  a- j 


sin-  6  ■- 


2(6*  — «4) 


laquelle  fait  voir  que  ces  valeurs  sont  réelles  quand  6^>2a^  (fig.  40),  iraaginaires  quand 
6-  <  2a-.  Si  b^  =  2a^,  deux  de  ces  points  coincident  avec  C  et  les  deux  autres  avec  D,  et  la 
courbe  a  une  ondulation  à  chacun  de  ces  deux  points. 

192.     Les  foyers  orãinaircít  de  la  leranisuate   eiliptique  sont  determines   immódiatement 
par  les  formules  obtenues  au  ii."  169,  en  y  substituant  à  R  et  c  les  valeurs 

K  =  — ,         -  »     c  = 


2\/b'-a'  2l/6^-a2 
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qui  résultent  des  égalités  écrites  ci-dpssus: 


1  ./xr 


R=l+c,     l  =  —  Vb-'-a\     c.  =  -^- 

On  voit  ainsi  que  la  eouibe  a  qiiatre  foyers  ordinaires,  deux  réels   et   deux   iraaginaires, 
determines  par  les  intersections  des  droites 


+  /62  -  «2  ( Y  +  íX)  +  aJ  =  o,    ±  /Ò2  _  „2  (Y  -  iX)  +  ab  =  0, 
et  que  les  coordonnées  des  foyers  réels  sont 


La  coiirbe  considérée  a  encore  deux  foyers  singuliers  réels,  dont  les  coordonnées  sout 

et  qui  coincident,  par  conséquent,  avec  les  points  F  et  F'  de  la  figure  39. 

193.      La  lemniscate  elliptique  est  la  podaire  de  Vellipse 

a-x-  +  b-y-  =  cí-6- 

par  rapport  au  centre  (Serret:  Journal  de  Liouville,  1843,  p.  497). 

En  efifet,  les  équations  de  la  tangente   à   cette   eliipse   au  point  (cc,  y)  et  de  la  perpendi- 
culaire  menée  de  son  centre  à  cette  tangente  sont,  respectiveraent, 

b^-yY  +  tt^xX^a^y^,     a^  xY  =  h'yX, 
et  donnent  pour  x  et  y  les  valeurs  suivantes : 

b^X  a^Y 


^  —  Y2    I    V2    '       y 


X^  +  Y2        ^       X^  +  Y^  ' 

cr,  en  éliminant  x  et  y  entre  ces  équations  et  celle  de  Tellipse,  on  obtient  une  équation  iden- 
tique  à  celle  de  la  lemniscate  elliptique. 

Entre  Ia  eliipse  et  la  lemniscate  elliptique  exi.ste  une  autre   relation  remarquable,   qu'on 
va  voir. 
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En  appliquaiit,  en  effet,  k  réquation  de  l'ellipse, 

ah/  +  à"-x^  =  «-i^ 
a  transformatiou  par  rci/ons  vecteiirs  réciproqttes  définie  par  les  éqtiations 

abX  abY 


*— Y2 1  V2'  y 


X2  +  Y2         ^        X2  +  Y2 

on  obtient  Téquation  de  la  leraniscate  elliptiqiie.   Donc,    la  lemniscate  elliptique  est   la  courbe 
inverse  de  Tellipse  par  rapport  á  son  centre. 

Les  foyers  réels  ordinaires  de  la  lemnisoato  elliptique  correspondent,  dans  cette  transfor- 
mation,  aux  foyers  de  Tellipse  dont  la  courbe  est  inverse,  et,  en  procédant  comine  aii  n."  29, 
on  voit  que,  si  r^,  ?'i  et  r-i  représenlent  les  distances  d'un  point  quelconque  de  la  lemniscate 
à  son  centre  et  à  ses  foyers  réels  ordinaires,  on  a 


v/62_a2(ri  +  j-.2)  =  2íro. 

194.     Â  ce  qu'on  vient  de  dire  sur  la  lemniscate  elliptique  nous  ajouterons  encore  la  dé- 
duction  de  Téquation  de  cette  courbe  eu  coordonnées  tangentielles. 

Pour  cela,  remarquons  preiuièrement  que  Téquation  de  la  tangente  à  cette  lemniscate  est 

y  [2 (íc«  +/) - a^]  (Y -y)^x[b^-2 {x^-  +y^)]  (X - x) 

et  peut  être  écrite  de  la  manièie  suivante : 

tfY  +  t'X  +  l=0, 

ou 

[a^-2(x-^  +  3/^)]y  [6''-2faa+y^)]a; 

{x'  +  y^-f         '     '""         {x^  +  y'? 

Mais,  en  posant  x'^-\-y'^  =  ?■*  et  en  remarquant   que  cette  équation  et  celle  de  la  courbe 
donnent 

^  _  ,.-2  (,.'■!  _a2)  ^^  _  r2(5^-ra) 

^  -       6-2_aí      '      y-      b'^-a?      ' 

on  peut  réduire  les  expressions  de  u^  et  v^  à  la  forme 

"  -  (Í2_a*)r6  '     ''"  (62-a2jr6 
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d'oú  il  resulte 

(aV  +  bht^  +  4)  7-4  =.  4  (a2  -f-  b^)  r^  -  3a^b\ 

(„i  -1-  t,S)  ,.6  =  (u2  _^  Jí)  ,.2  _  a2J2_ 

En  éliminant  maintenant  r  eutrt)  ces  équations,  on  troiive  Téquation  en  coordonnées  tan- 
gentielles  de  la  lemniscate  elliptique  (Bootli :  1.  c,  t.  i,  p.  145): 

a2ò«  {a'-v^  +  bhi"-  +  4)3  -  (a2  +  V-f  (a^t*  +  bhi*  +  4)* 

- 1  iaW  («2  +  v'^)  {a^-v^-  +  è2„2  _^  4)  _^  1 6  (a2  4-  b^-)  („2  _^  „2) 

+  27a4  ò*  (u2  +  «2)2  =  0. 

195.     On  peut  retrouver,  au  moyen  de  cette  équation,  les  foyers  de  Ia  courbe  cousidé- 
rée,  comme  on  va  le  voir. 

Remarquons  pour  cela  que  la  droite  représentée  par  Téquation 

tíY  -f  í^X  +  1  =  O 

est   tangente   à  cette   courbe   et  a  pour  coeffieient  anguiaire   +  i,   quand   u  et  v  satisfont  à 
l'équation  tangentielle  de  la  courbe  et  à  la  condition  v  =  +  iu. 

Mais,   en  posant   dans   cette  équation    +  ííí   au    lieu   de   v,  on  obtient  une  autre  qui,  en 
séparant  les  termes  réels  des  termes  imaginaires,  donne 

(i2_  a*)  «2  +  4  =  O,     a2j2  (4  _  „2„2  _^  ji^S)  _  („2  4.  liji  _  0. 

Aux  valeurs  de  xi  données  par  la  première  de  ces  équations  et  aux  valeurs  de  v  données 
ensuite  par  la  relation  v  =  +  iu  correspondent  les  droites  représentées  par  les  équations 


2 Y  ±  i  (2X  ±  1/  62  _  a^- )  -=  O, 

qui  coíncident  avec  les  asyiuptotes  de  la  courbe,  et  détfrniinent,  par  leurs  intersections,  les 
foyers  singuliers. 

Aux  valeurs  u  et  v  doniiées  par  la  deuxièuie  équation  et  par  1!  =  +  »'  correspondent  les 
droites  représentées  par  les  équations 


±\/b'*-a^(Y±iX)  +  ab  =  0, 
qui  déterniinent,  par  leurs  intersections,  les  foijers  orãinaires  de  la  même  courbe. 


185 


196.     Piiiir  rectifier  !a  lemniscate  elliptiqiie,  pi-enons  la  formule 


ou.  en  posant  Ô  =  - 


posant  [7  =  -^ W) 


En  faisaiit  alors 
et  par  suite 
on  obtient  féquation 


rfs*       a*eos^u)  +  i*sin*w 
í/w-       a-  L-os'  (O  -|-  i*  sin-  lo 

tang  (O  =  ^  tang  /., 


7  « 


ftírf/. 


6-      «* sin-  K -\-h'* uos^ X 

«3  rfX 


6á  M-«4    .    „., 


[1 


;-sin2X]y/l 


i--!- 


6- 


sin-  '/- 


laquelle  fait  voir  que  U  longueur  des  ares  de   la  courbe  considérée   dépend    dVine    intéijvale 
ellipfique  de  troisihne  esphce  (Booth :  i.  c,  t.  i,  p.  19G). 

197.  L'aire  limitée  par  la  lemniscate  elli|)tique  est  déterminée  par  la  formule 

A  =  i-  r'"(((2  sin»  d  -i-  i2  cos2  6)  ãO  =  "-^  r. ; 
o 
elle  est  donc  égafe  à  la  moitié  de  Ia  somme  des   aires  de  deiix  cercl-.s  de  i-ai/ons  égaux  aiix 
demi-axes  de  la  courbe. 

198.  Lemniscate   hyperhõlique.  —  Considérons    maintenant    la    courbe    représentée    par 

Téquation 

{x--\-7j-)-  =  h-x-  —  a-ij-. 

En  comparant  cette  éqiiation  à  celb-  de  la  lemniscate  elliptique,  on  conclut  immédiatement 
que  les  formules  qui  se  rapportent   à   la    lemniscate   byperboliqne   peuvent   être  déduites  de 

celles   qui  sont  applicables  à  la  lemniscate  elliptique, 
en  remplaeant  a-  par  —  o"-. 

La  lemniscate  byperboliqne  a  la  forme  indiquée 

2   dans  la  figure  41.  Elle  est  symétrique  par  rapport 

aux  ases  des  coordonnées,  et  coupe  Taxe  des  abscis- 

ses  en  deux  points  E  et  E'  dont  les  coordonnées  sont 

Fiff.  4i  (i'-'^   0);    les   droites   qui    passent   par  Torigine   O 

rencontrent  la  courbe  en  ce  point,  qui  est  douhle,  et 

VOL.    IV  Y 
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en  deux  nutres  points  réels,  équidistants  de  O;    elle  a  deiix  ivjlexions  à  ce  dernier   point  et 

les  tangentes    y   foiment  avec  Taxe  des  abscisses  deux  angles  lo  et   —cu  determines  par 

,>.         ■  ^  ^ 

1  equation  tang  oj  =  +  —  ■ 

On  voit  encore,  au  moyen  de  l'égalité 

y  [2  {x^-  +  f-)  +  a^]  y'  =  x[V--2  {x^-  +  f)\ 

que  les  tangentes  sont  parallèles  aux  iixes  des  ordonnées  aux  points  E  et  E',  et  qu'elles  sont 
parallèles  aux  axes  des  abscisses  aux  points  G,  H,  I  et  K  oíi  la  courbe  est  coupée  par  le 
cerele  correspoiulant  à  Téquation 

les  coordonnées  de  ces  points  sont  dounées  par  les  équations 

J2(J2_|_2a2)         ,  V- 


^-=  A,..-iA_i.i,  '  y 


L'expression  du  rayon  de  courbure  en  coordonnées  polaires  est 


et  fait  voir,  en  tenant  corapte  de  Téquation  polaire  de  la  courbe,  que  la  lemniscate  hyperbo- 
lique  a  deux  points  d'inflexion  réels  à  O,  comme  on  a  déjà  dit,  et  quatre  points  d'intlexion 
imaginaires,  qui  tendent  vers  rintíni,  quaiid  b  tend  vers  a. 

199.  La  lemniscate  Iiyperbolique  possède,  comme  la  lemniscate  elliptique,  deux  points 
duubles  à  1'injini,  et  elle  est  aussi,  par  conséquent,  unicursule.  Les  expressions  de  ses  coordon- 
nées X  et  ?/  en  fonction  rationnelle  de  z  peuvent  être  obtenues  par  les  formules  du  n."  190, 
en  y  remplaçant  a-  par  — a-;  mais  les  formules  auxquelles  on  arrive  de  eette  manière  con- 
tiennent  des  coefficients  imaginaires,  et  il  est  préferable  d'employer  d'autres  expressions  qu'on 
obtient  en  posant  dans  l'équation  de  la  courbe  d'abord  y  —  Ix,  et  ensuite  vb^  —  at^  =  (^  -J-  of)  z, 
à  savoir: 

26a2z(l+z«) 


y  = 


(a«  +  ò^)  3*  +  2  («2  -  ò*)  22 -I- a2  +  62  ■ 
2  J2  az  (l-s2) 


(a2  +  ò»)  z''-^2  {o?  —  h*)  z^  +  a^  +  6* 
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200.     Poiír  rectifier  la  lemniscate  hyperbolique,  noiís  partirons  de  réquation  polaife  de 
cette  courbe 

d'ou  il  résidte 

ds^        a*  sin2  6  +  ^4  cos^  6 


f/e-        b-^  cos^  6  -  a^  sin' d  ' 


en  substituant  maintenant  à  6  une  nuuvelle  variable  cu  liée  à  6  par  la  relation  (Booth.,  I.  c  , 
t.  n,  p.  164): 

•   9/1  &*sin-co 

Sm''  U   =  -„ =-T—. : ; 5 ) 

a-0-  -\-  o'  sm-  03  -|-  a*  cos^  (o 
on  trouve  d'abord 

ds  b  df)  b-a{fi'^b-)coBia 


dd       COSO)       (/oj  {a%-'  +  b^s\n-v>  +  n^cos-(o)\/b^+a^-coa^(,í' 

et  ensuite 

P  dm 

ds- 


at/a-  +  i- 


Í2_a2    .   ,      I     /, 

1  H 5 Slll-  O)  ;l  /   1 : 


sin-oj 


+  à' 


La  rectification  des  ares  des  lemniscates  hyperboliques  depend  donc  ã'une  intégrale  eUiptique 
de  troisieme  espece,  quandh<-a;  et  d' une  intégrale  eUipiiq>ie  de  premwre  espece,  quand  a^b 
(Booth.,  1.  c). 

201.  L'aire  llmitée  par  la  moitlé  OKEGO  de  Ia  courbe  considérée  est  donnée  par  la 
formule 

A  =  1  r*  (62  cos2  e  -  a^  sin*  6)  dd  =  -^  Ô,  +  -^—  sin  2Ô, , 

ou  6i  =  arctang  — ;  ou  par  conséquent 

A        ^--«-  ^    ,    1     , 

A  =  — ^r aretanff 1 — r- «6. 

2  a        2 

202.  La  lemniscate  hyperbolique  considérée  est  la  pqlaire  et  la  cuurbe  inverse  de  Tliy- 
perbole  reprósentée  par  1'équation 

6-7/-  —  ct^x-  =  —  rt^i^, 
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par  rapport  à  son  centre;  les  asymptotes  de  cette  hyperbole  foruieut   uii  angle   égal  à  celiii 
que  font  les  tangentes  à  Ia  lemniscate  à  son  centre. 

203.  En  changeant  a-  en  —  a-  dans  les  éqiiations  trouvées  aux  n.°*  194  et  195,  on 
obtient  les  coordonnées  áes  foi/ers  de  la  lemniscate  hyperbolique  et  Téquation  tangentielle  de 
cette  courbe.  On  trouve  ainsi  que  les  coordonnées  de  ses  foi/ers  ordinuires  réels  sont 

ab 

2'  =  O, 


et  que  les  coordonnées  de  ses  foycrs  singuliers  réels  sont 


et  que  ces  derniers  points  coincident  avec  les  points  F  et  F'  de  la  figure  39. 

Les  distances  r,„  ri  et  r.)  d'iin  point  queiconque  de  la  courbe  à  son  centre  et  à  ses  foyers 
ordinaires  réels  satisfont  à  la  condition 


V'a''-  +  b-{n  +  r.2)  =  2òrQ. 

204.     Les  ieiuniscates  elliptique  et  hyperbolique  peiívent  être  construites  aisément  de  la 
manière  suivante. 

Considérons  un  cercie  de  rayon  égal   h  -r-b  et  un  point  O,    situe  dans  son  plan,  dont  la 

distance  au  centre  C   du  cerele  soit  égale    à  Tun  des  nombres  -^v/è-  +  a-,  et  prenons  ensuite 

sur  chacune  des  droites  OP  qui  passent  par  O,  à  partir  de  ce  point,  deux  segments  OM  et 
OM'  égaux  à  la  corde  comprise  entre  les  points  P  et  Q  oii  cette  droite  coupe  le  cerele.  Le 
lieu  des  points  M  et  M'  qu'on  obtient  de  cette  manière  est  une  lemniscate  hyperbolique,  si  la 


distance  de  O  à  O  est  égale  à  -^  /ò^  +  «*>  et  est  une  lemniscate  elliptique  si  cette  distance 

l      ^ 

est  égale  à  -^v/i*  — «-. 

En  effet,    si  Ton  prend  pour  origine  des  coordonnées    le    point   O   et   pour  axe  la   droite 
passant  par  O  et  par  le  centre  C  du  cercie,  l'équati)n  polaire  du  cercie  est 


pr-/6-±a-picose±-^a2  =  o. 
Or,  cette  équation  donne  pour  OP  et  OQ  les  valeurs  suivantes: 


OP  =  -5-  /6-^  ±  a-2  cos  e  +  4  y  ih'-  ±  «2)  cos*  Ô  +  «2, 
OQ  =  -.^  SÍW±^- cos  Ô - 4-  »^(6-±a«)cos«e±«4. 


dont  il  resulte 
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0M2  =  (OP  -  0Q)-2  =  b-^  cos«  6  +  «2  sen2  6. 


II  convient  de  remarquer  que  le  point  O  est  à  l'intérieur  du  cercie  dans  le  cas  de  la 
lemniscate  elliptique,  et  à  l'extérieiir  dans  le  cas  de  la  lemniscate  hyperbolique,  et  que  cette 
manière  de  eonstruire  oes  courbes  équivaut  à  considerei'  les  lemniscates  comme  cissoidalea 
de  deux  eercles  (.•oincidents. 


IV. 


La  leiniiiseatc  do  Konioulli. 


205.  La  lemniscate  hyperbolique  correspondante  au  cas  ou  a  =  ò,  a  été  nommée  lemnis- 
cate de  Bernoiãli,  pour  avoir  été  rencontrée  par  Jacques  BernouUi  en  cherchant  la  solution 
du  problème  de  Leibniz  qui  a  pour  but  de  déterminer  la  courbe  que  doit  décrire  un  point 
soumis  à  Taction  du  pésanteur,  pour  qu'il  s'approche  uniformement  d'un  point  donné  (Acta 
eriíditorum,  1G94,  p.  336;  Opera^  t.  I,  p.  609).  Les  principales  propriétés  de  cette  courbe 
furent  ensuite  découvertes  par  Fagnano  (Produzione  matemática,  t.  ii,  17òO,  p.  317),  par 
des  méthodes  géométriques,  et  plus  tard  par  Euler,  qui  en  a  donné  la  théorie  analytique 
(Mem.  Acad.  Petrop.,  t.  v,  p.  351). 

L'équation  de  la  lemniscate  de  Bernoulli  rapportée  aux   coordonnées  cartésiennes  ortho- 

gonales  est 

et   réquation  de  la  même   courbe   rapportée  aux  coor- 
données polaires  est 

On  obtient  directement,  au  moyen  de  ces  équations, 
ou  en  posant  h  =  a  dans  les  résultats  obtenus  précédem- 
ment  pour  les  lemniscates  hyperboliques,  les  pro- 
priétés suivantes  de  la  lemniscate  de  Bernoulli. 

La  courbe  a  la  forme  indiquée  dans  la  figure  42,  ou 
OE=a.  Elle  a  un  point  douhle  et  deux  injiexions  à  O, 
et  les  angles  formes  par  les  tangentes  en  ce  point  avec 
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l'axe   des  abscisses  sont  égaux  à  —  et ;  elle  a  encore  deux  points  douhles  k  Tiníiiii,  et 

à  chacun   ãeiix  inflexions. 

1 
En  posant/=0  et  0^  =  26^  dans  l'égalité  (1)  du  n.°  188,  on  trouve  Téquation  ppi  =  —  a*, 

dont  il  resulte  qu'existent  sur  le  plan  de  la  lemniscate  considérée  deux  points  F  et  F'  tels 
que  le  produit  des  distances  d'un  point  quelconque  de  la  courbe  à  ces  points  est  eonstant,  et 
que  par  suite  elle   est  une  courbe  de  Cassini.  Les  points  F  et  F'  sont,  en  même  temps,  les 

foyers  ordínaires  et  les  foyers  singuliers  de  la  courbe  et  leurs  coordonnées  sont  (i-õ-^  V 2,  Oj . 
Les  points  G,  H,  I,  K  oíi  la  valeur  absolue  de  y  est  maxime  sont  situes  sur  un  cercle  de 
rayon  égal  k  -^  a  v  2,  avec  le  centre  en  O  ;  donc,  les  points  oú  la  valeur  absolue  des  ordon- 
nées  est  maxime  et  les  foyers  de  la  courbe  sont  situes  sur  la  circonfêrence  d'un  mime  cercle.  Les 
coordonnées  des  points  G,  H,  I  et  K  sont 

+  lat/6,      ±^a\/2 

La  lemniscate  de  BernouUi  est  la  podaire  de  Thyperbole  équilatère  représentée  par  Téqua- 
tion 

^•"  -  3/-  =  «-, 

par  rapport  à  son  centre;  elle  est  aussi  la  courbe  inverse  de  cette  hyperbole,  par  rapport  au 
même  centre. 

206.     On   voit   au   moyen    de    l'équation  polaire  de  la  courbe  que    Tangle  V  forme  par 
la  tangente  à  un  point  donné  avec  le  vecteur  de  ce  point  est  determine  par  la  formule 

tangV  =  --^  =  cot2e, 


ou,  par  conséquent, 


v  =  |-2e. 


II  resulte  de  cette  relation  une  manière  facile  de  construire  les  tangentes  à  la  courbe 
considérée. 

On  peut  encore  obtenir  aisément,  au  moyen  de  cette  égalité,  l'équation  de  la  podaire  de 
la  lemniscate  considérée  par  rapport  à  son  centre.  En  représentant,  en  effet,  par  (p',  6')  les 
coordonnées  du  point  de  cette  podaire  qui  correspond  au  point  (p,  6)  de  la  lemniscate,  on 
trouve 

e'  =  e  +  -|--V  =  3e,      p'=psinV  =  acos^2e, 
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et  par  suite 

p  =  aços 


3      ' 

la  poãaire  de  la  lemniscate  de  Bernoulli  appartient   donc   à   une   classe   de  courbes  nommées 
spirales  sinusóides,  qui  seront  étudiées  plus  tard. 

207.  Le  rayon  de  courbure  de  la  lemniscate  de  Bernoulli  a  Texpression  suivante: 

áp 

2 

dont  on  déduit,  ea  tenaiit  compte  de  la  relation  sin  V  =  cos26  =  -L-, 

p  =  3  R  sin  V. 

Donc,  le  vecteur  d'un  jjoint  quelconque  de  la  courbe  est  égal  à  trois  fois  la  pro]'ecíion  sitr 
ce  vecteur  du  segment  de  droite  compris  entre  ce  point  et  le  centre  de  courbure  correspondant 
au  même  point. 

II  resulte  de  ce  théorème  une  manière  de  déterminer  aisément  les  centres  de  courbure  de 
la  lemniscate  considérée.  La  dévelojjpée  de  cette  lemniscate  est  une  courbe  du  sixieme  ordre 
que  nous  ne  déduirons  pas  ici.  On  peut  la  voir  dans  Topuscule  de  Vechtmann  mentionné  au 
n."  176. 

208.  La  lemniscate  de  Bernoulli  est  une  courbe  unicursale;  ses  eoordonnées  a;  et  y 
peuvent  être  exprimées  en  fonction  rationnelle  d'une  variable  indópendant  z  par  les  rela- 
tions  (n."  199) 


z^  +  z 


.3 


x  =  a    ■   ,  .,  1     y  =  a  ,  ,  ,  ■> 

employées  par  Em.  Weyr  pour  1'étude  de  la  courbe  dans  un  travail  intitulo:  Die  Lemniscate 
in  rationaler  Behandlung  {Abhandl.    der   K.   bohm.    Gesellschaft  der   Wissenschaften,   Prag, 
1873),  et  dont  nous  allons  déduire  quelques  propriétés  des  tangentes  à  cette  quartique. 
Substituons  ces  valeurs  de  a;  et  ^  dans  Téquatiou 

{Y-y)dx=(^-x)dy; 
on  obtient  celle  des  tangentes  cà  la  quartique  considérée: 

(1  -  z^)  (2*  -h  42^  +  1)  Y  -  (1  +  2^)  {z^  -  4z2  +  1)  X  =  4a23. 
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Donc,  si  l'on  mène  par  un  point  quelconque  (a,  3)  les  tangentes  à  la  lemniscate  cousi- 
dérée,  les  vaieurs  que  z  prend  aux  points  de  contact  sont  déterminées  par  Téquation 

(1)  {^  +  a)z6  +  3Q-a)z'^iaz^-d(^  +  oc)z'--Q-a)=0, 

laquelle  a  six  racines,  auxquelles  correspondent  les  six  tangentes,  réelles  ou  imaginaires,  dis- 
tinctes  ou  coincidentes,  qui  passent  par  le  point  donné. 

Cela  pose,  cherehons  la  condition  pour  que  quatre  des  ces  points  de  contact  soient  situes 
siir  une  même  droite. 

La  droite  représentée  par  léquation 

xtx-\-vy-\-\=0 
coupe  la  courbe  en  quatre  points,  correspondants  aux  vaieurs  de  s  données  par  léquation 

(2)  z''-^a{u  —  v)  23  +  a  («  +  f)  z  +  1  =  0. 

On  trouve  donc  les  conditions  pour  que  quatre  des  points  de  contact  consideres  soient 
situes  sur  cette  droite,  en  exprimant  que  les  racines  de  cette  équation  satisfont  à  (1),  ou,  par 
conséquent,  que  le  reste  de  la  division  du  premier  merabre  de  (1)  par  le  premier  membre 
de  (2)  est  identiquement  nul.  Or,  ce  reste  a  pour  expression 

+  [«2  (^2  _  y2^  _  4J  z2^_  L  („  _  r)  _  3  ^_^  a  yu  +  v)-a^  {u  -  vf  {u  -\-v)\z 


1  + 
et  les  conditions  cliercliées  sont  donc 


H+«  +  «-"-^)^' 


(?  +  «), 


a2(M9-v2)-4  =  0, 

o 

U  —  V  —  Z  l         (u  +  u)  —  a-  (u  —  v)-  (u  -\-v)  =  0, 
p-i-a  ' 
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ou,  en  éliminant  (íí — v)-  de  la  première  et  de  la  troisième  au  moyen  de  la  deriiièi'e, 
_A_  _  («  +  y)  +  ^  (u^.  _  f)  =  o,     a2  (u2  _  ^,2)  =  4, 
«-^'  +  p-^("  +  ^-)  =  0'     4t|  +  a2(«-.-)^  =  0. 
La  première  et  la  truisième  de  ces  éqiiatioiís  donnent 

et,  en  substituant  les  valeurs  de  ?£  —  f  et  h+w  dans  la  troisième  et  dans  la  quatrièiue,  on  voit 
que  ces  deux  équations  ne  sont  pas  destinctes  et  on  trouve  celle  ci: 

(p2  +  «2)2  =  a2  («2  _  p2), 

dont  il  resulte  que  le  point  (st,  jj)  doit  être  situe  sur  la  lemniscate  considérée. 

Dono,  le  Um  ães  positiomt  ãu  point  d'oà  Von  j^eut  mener  quatre  tangentes  à  la  lemniscate 
de  Sernoulli  telles  que  les  points  de  contact  soient  situes  sur  une  droite,  coincide  avec  cette  même 
courhe. 

Ce  théorème  fut  donné  par  Em.  Weyr  dans  un  travail  mentionné  plus  haut.  M.  Schoiite  en 
a  exposé  une  démonstration  géométrique  dans  les  Verslagen  de  rAcadémie  des  Sciences 
d'Amsterdam  (2."=  série,  t.  xix,  1883,  p.  220j. 

L'équation 

a2()t2_v2;  =  4, 

qui  )-ésulte  des  égalités  (3),  represente,  en  coordonnées   langentielles,   une  courbe   dont   on 
obtient  1  equation  cartesienne  en  eliminant   i'^  u  et  -^  entre  cette  equation  et  ces  autres: 

ux -\- v}/  -\- 1  =  O, 


ãv       „  dv 

x  +  y 

ce  qui  donne 


x-\-ii  -T—  =  0,     ti  —  v  — —  =  O , 
^  diL         '  du         ' 


Q  O  -^  o 


Ou  a  donc  le  tlióoròine  sulvant,  dfi  aussi  à  Em.  Weyr  ; 

Uenveloppe  de  la  droite  passanf  j^nr  les  quatre  points  de  contact  des  tangentes  à  la  lemnis- 
cate de  Bernoulli  issues  d'un  point  variahle  de  la  courhe,  est  une  hyperhole  équilatère. 
VOL.  IV  Z 
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Nous  ajouterons  à  ce  qui  precede  que  Féquation  de  la  droite  passant  par  les  points  de 
contact  des  tangentes  considérées  est 

2ax+215^  +  «2  +  p5  =  0; 

elle  passe  donc  aussi  par  les  points  d'intersection  des  parallèles  aux  asymptotea  menées  par 
le  noeud  réel  et  par  le  point  (  — «,  — P). 

ãOO.  Les  eonditions  pour  que  les  points  de  contact  des  tangentes  à  la  leinniscate  con- 
sidérée,  menées  p;ir  le  point  (a,  p),  soient  situes  sur  une  conique,  peuvent  être  déterminées 
par  une  luéthode  analogue  à  celle  qu'on  vient  d'employer  dans  la  question  precedente.  En 
supposant  que  Téquation  de  la  conique  est 

itx-  A-  vy-  +  iBxy  -^hx-\-ky-^\  =0, 

on   voit   que    les   valeurs   que   s   prend   aux   points    oii   cette   conique   coupe   la    lemniscate, 
satisfont  à  l'équation 

2S+Az'  +  Bz6  +  Cz3  +  Dz*  +  Az3  +  Ez2  +  Cz+1=0, 
oíi 

A  =  a{h-  k),     B  =  (u  +  v-  zc)  «2,     C  =  (h  +  k)  a, 

D  =  2  ( o-ií  —  a-v  +1),     E  =  a  [u  ^-  v  +  tv). 

On  obtient  donc  les  eonditions  pour  que  les  points  de  contact  des  tangentes  à  la  lemniscate, 
menées  par  le  point  arbitraire  (a,  p),-  soient  situes  sur  la  conique  considérée,  en  exprimant 
que  le  reste  de  la  division  du  premier  raembre  de  la  dernière  équation  par  le  premier  membre 
de  Téquation  (1)  soit  identiquement  nul ;  ces  eonditions  sont  donc  celles-ci: 

C-L-3AK  =  0,     D  +  3-AL-3K(B-3K)  =  0, 
4A-L(,B-3K)  =  0,     E  +  K  +  3(B-3K)  =  0,     C-fAK  =  0,     1  +  (B-3K)K  =  0, 


ou 


K^fc^,     L=      4a 


P+«  P+« 

En  éliminant  C  de  la  première  de  ces  équations  au  moyeii  de  la  cinquième,  et  B  —  3K 
de  la  troisième  au  moyen  de  la  dernière,  on  obtient  le  mênie  résultat;  par  conséquent  une 
de  ces  équations  n'est  pas  distincte  des  autres. 

La  première  et  la  cinquième  des  mêmes  équations  déterniinent  les  valeurs  de  C  et  A; 
ensuite  les  relations  A  =  a(A  — /.)  et  C--=  a(/í-f  A-)  déterniinent   /;  et  A-.   Les  équations  deu- 
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xième,  quatrième  et  sixième  donnent  les  valeurs  B,  D  et  E,  et  les  relations  qiii  lient  ces  quaii- 
tités  à  u,  V  et  te,  éerites  ci-dessus,  déteriuinent  entin  les  valeurs  de  ces  trois  coefficients  de 
l'équation  de  la  conique. 

De  tout  ce  qui  precede  oii  eoiiL-hit  le  tliéorème  suivant,  du  à  M.  Sehoute,  qui  Pa  donné 
dans  un  travail  intitule,  Notiz  iiber  ãie  Lemniscate,  inséré  a«x  Situnigsher.  der  K.  Akad.  der 
Wissenschaften  von  Wien,  1883,  p.  1252: 

Les  i-íx  points  de  confact  des  tangentes  á  la  lemniscate  de  Bernoulli  menées  par  tin  point 
extérieur  à  la  courbe,  sont  situes  sur  une  conique,  quon  vient  de  déterminer. 

ãlO.  En  posant  a~b  dans  Téquatioii  tangentielle  des  lemniscates  hyperboliques,  on 
obtient  Téquation  tanyentielle  de  la  lemniscate  de  Bernoulli,  à  savoir: 

27a4  («2  +  v^f  =  [4  +  a^  (ít-  -  v^-)f. 

211.     L'aire  limitée  par  une  boucle  de  la  lemniscate  de  Bernoulli  est  égale  à  -h-«^- 
La  longueur  des  ares  de  la  même  courbe  est  déterminée  par  la  formule 

'')     de 
s  = 


a       — =       a  V  2       — — ^ 

J     l/cos  2Ô       2  /        /         1 


2  s-n-? 
ou  'Si  represente  une  quantité  déterminée  par  la  relation 

sin' Ô  = -^  sin- '^. 

La  longueur  des  ares  de  la  lemniscate  de  Bernoidli  dépend  donc  d'une  intégrale  elliptique 
de  premiere  espece  (Fagnano,  1.  c). 

En  appliquant  les  théorèmes  de  la  théorie  des  intégrales  elliptiques  à  Texpression  des 
ares  de  la  lemniscate  de  Bernoulli  qu'on  vient  d'obtenir,  on  trouve  quelques  propriétés  im- 
portantes de  ces  ares,  dont  nous  allons  indiquer  succintement  quelques-unes. 

On  voit  d'abord,  au  moyen  du  théorème  d'addition  des  intégrales  elliptiques  de  premiere 
espèce,  que,  si  si,  í-a  et  S3  représentent  les  longueurs  de  trois  ares  de  la  courbe,  compris 
entre  le  sommet  E  et  les  points  de  EGO  oii  Tamiilitude  '^  prend  les  valeurs  '^i,  -^-2  et  jB,  si, 
«2  et  «3  satisfont  à  la  condition 

s%  =  S\  +  ^-2, 
quand 

cos  [5  =  cos  'ii  cos  'i2  ip  sin  '^i  sin  'f-2  \  /  1  — ^  sin^  ,3 ; 
on  peut  donc  déterminer  algébriqueraent,  au  moyen  de  eette  dernière  formule,  un  are  de  la 
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lemniscate  cunsidérée  dont  la  longueur  soit  égale  à  la  somrae  ou  à  la  différence  de  deux  ares 


donnés  de  la  même  coiirbe. 

En  supposant,  en  partieulier,  '^i=-s-2,  on  trouve 


[ii  =  cos-  '^1  —  sin-  'ii  V /  1 ^  sin-  J5 ; 


S3  =  2si,     cosJii  = 

011  jjetit  donc  déteruiiner  algébriquement  Tamplitude  -^i  d'un  are  de  la  lemniscate  dont  la  lon- 
gueur  soit  égale  à  la  moitió  de  celle  d'un  autre  are  donné,  dont  Tamplitude  soit  égale  à  p. 
Un  cas  partieulier  intéressant  du  problème    qu'on  vient  de   considérer  est   celui   oíi   Ton 

propose  de  diviser  le  quart  OGE  de  la  eourbe  en  deux  parties  égales.  En  posant  alors  [i  =  -^j 

on  voit  d'abord  que  Tamplitude  'Si  de  Tare  cherché  est  donnée  par  la  formule  tang-ii  =  /2 . 
On  trouve  ensuite,  en  représentant  par  6{  et  pi  les  coordonnées  polaires  du  point  qui 
divise  en  deux  parties  égales  Tare  OGE  considere  et  en  tenant  compte  de  la  relation 
2  sin-  dl  =  sin-  -^i, 

sin-6i  =  l — ^V'^,     cos^6í=— V2, 
et  par  suite 

donc,  la  valeur  de  Tabscisse  .ri  du  point  (^6i,  [>)")  elierehé  est  celle-ci: 


Xl 


:picos(?i=«\/l  —  —\^2. 


Ce  résultat  a  étó  obteiui  pour  la  première  fois  par  Fagnano ;  cet  éminent  géomètre  a  aussi 
démontré  que  la  eourbe  considerée  peiít  être  divisée,  au  moyen  de  la  lègie  et  du  compas 
ordinaire,  en  2"",  3.2"'  et  Õ.2'"  parties  égales,  m  étant  un  nombre  entier. 

Les  travaux  de  Fagnano  sur  les  propriétés  des  ares  de  la  lemniscate  de  Bernoulli  ont  eu 
une  grande  influence  sur  le  progrès  des  seiences  mathéuiatiques,  puisque  ces  travaux  et  ceux 
quil  a  eonsacrés  à  la  theorie  des  ares  de  Tellipse  ont  ouvert  la  voie  à  la  théorie  des  intégrales 
elliptiques.  lis  ont  été  continues  plus  tard  par  Abel  (Oenvres,  1881,  1. 1,  p.  361),  qui  démontra  que 
la  lemniscate  considerée  peut  être  divisée  en  ii  parties  égales,  au  moyen  de  la  règie  et  du 
compas,  quaiid  jí  est  un  nombre  de  la  forme  2"'  {m  entier),  ou  un  nombre  premier  de  la  forme 
2""+  1,  ou  un  j)roduit  de  nombres  preiniers  ayant  ces  formes.  La  même  question  a  été  étudiée 
par  Gauss  (Weerk,  t.  iii,  p.  404),  par  Liouville  {Journal  de  Mathématíques,  1843,  p.  507),  par 
Schwering  (Journal  de  Crellc,  t.  cvii  et  ox),  par  Kiepert  (Journal  de  Crelle,  t.  cxxv,  p.  255), 
et,  sous  une  forme  plus  géométrique,  par  ]\Iathews  [Procedings  of  the  London  mafhematical 
Sociefij,  t.  xxvji,  p.  367). 

212.     La  lemniscate  de  Bt-rnoiílli  a  une  applieation  interessante  dans  le  problème  de  Mé- 
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canique  qiii  a  pour  but  de  determinei"  la  courbe  que  doit  parcourir  siir  un  plan  un  pciint 
pesant,  partant  de  Torigine  O  sans  vitesse  initiale,  pour  arriver  à  un  autre  point  A  dans 
le  luêiue  temps  qa'il  mettrait  à  parcourir  la  c-orde  OA.  La  courbe  qui  sati&fait  au  problème 
est  une  lemniscate  de  BernouUi  qui  a  le  centre  au  point  O  et  dont  Taxe  forme  un  angie  de 
45°  avec  la  verticale,  comme  on  peut  le  voir  dans  le  Traité  de  Mécanique  (t.  ni,  1882, 
p.  104)  de  M.  Collignon  et  dans  la  Meccanica  razionale  (1905,  t.  n,  p.  81)  de  M.  Mar- 
colongo.  Nous  ajouterons  que,  d'après  un  renseignement  que  je  dois  à  M.  Marcolongo,  ce 
problème  fut  considere  pour  la  premicre  fois  en  1780  dans  la  Racolta  ferrarese  di  opnscuU 
scientifici  par  Bonatti,  qui  a  obtenu  Téquation  de  la  trajectoire  et  en  a  determine  la  forme; 
plus  tard  Malfatti  a  résolu  la  niême  question  au  moyen  des  méthodes  de  la  géométrie  ancienne 
dans  Touvrage  mentionné  au  n."  176,  oíi  il  a  démontré  que  la  courbe  cherchée  appartient  à 
la  classe  des  courbes  de  Cassini;  et  enfin  le  même  problème  a  été  étudié  par  Saladini  en  1806 
dans  les  ]Mémoires  de  llnstitut  de  Bologne,  ou  il  a  démontré  Tidentité  de  cette  cassinienne 
avec  la  lemniscate  de  Bernoulli. 

Une  autre  application  de  la  lemniscate,  de  nature  différente  de  celle  qui  precede,  que  nous 
devons  mentionner  ici,  est  celle  qu'elle  reçoit  dans  la  Géométrie  des  masses,  ou  cette  courbe 
a  été  employée  par  M.  Haton  de  La  Goupillière,  dans  sa  belle  Thèse:  Sur  une  f.héorie  nou- 
velle  de  la  Géométrie  des  masses  (Paris,  1857),  sous  le  nom  de  lemniscate  équilatère,  conjointe- 
ment  avec  Thyperbole  équilatère,  pour  représenter  géométriquement  quelques  relations 
fondamentales  de  cette  ductrine  et  rendre  ainsi  evidentes  les  variations  des  quantités  qui  y 
fiorurent. 


CHAPITRE  IV. 

QUARTIQUES  REMARQUABLES. 
(Continuation). 


La  líma(,'on  de  Pascal. 


213.     Envisageons  un  cercle  de  centre  C  et  im  point  O  de  sa  circonféenee  (fia.  43),  et  pre- 

nons  sur  chaciine  des  cordes  OM  qui  passent  par  ce 
point,  deux  segments  MA  et  MB  égaux  kh;  le  lieu  des 
points  A  et  B  qu'on  obtient  ainsi  est  une  conchozãe  du 
cercle  considere,  qui  a  été  nommée  limaqon  de  Pascal 
par  Roberval  dans  un  Mémoire  intitule:  Observations 
sur  la  composition  des  mouvements  et  sur  le  moyen  de 
trouver  les  touchantes  des  lignes  courbes,  lequel  fut  insóré 
dans  le  tome  vi  des  Mémoires  de  l' Académie  des  sciences 
de  Parts  (1730,  p.  42).  Dans  ee  travail  célebre,  Témi- 
nent  géomètre  a  appliqué  à  cette  courbe  ia  méthode 
générale  des  tangentes,  qui  en  est  l'objet,  et  il  a,  en 
outre,  démontré  quelques-unes  de  ses  propriétés,  pariiii  lesquelles  est  comprise  une  qu'il 
attribue  :i  Pascal;  plus  tard  il  a  donné,  dans  son  Traité  des  indivibles  (I.  c,  p.  264),  une 
méthode  pour  en  calculer  Taire.  On  doit  ajouter  à  ce  qui  precede  que  P.  Tannery,  en 
étudiant  avec  soin  Tliistoire  de  1'inverition  du  liinaçon,  a  remarque  que  Roberval  avait  con- 
sidere cette  courbe  avant  Tanné  1644  dans  ses  leçons  de  Góométrie,  recueillies  par  un  de 
ses  éléves,  leçons  qui  ont  donné  Torigine  au  premier  des  travaux  mentionnés  ci-dessus,  et 
que  le  nom  de  Pascal  mentionné  dans  ce  travail  ne  se  rapporte  pas  au  célebre  géomètre  et 
philosophe  Blaise,  mais  à  son  père  Etienne. 

Plusieurs  années  après,  Quetelet,  ayant  été  amené  à  s"occuper  du  Jimaçon  par  un  pro- 
bième  d'Optique  sur  lequel  nous    dirons  quelques  mots  plus  loin    (à  la  fin  de  1'article    qui  se 


Fig.  43 
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rapporte  aux  ovales  de  Descartes),  a  consacré  à  cette  courbe  quelques  pages  criin  travail 
reiuarquable  inséré  en  1823  au  tome  m  des  Nouveaux  Méinoires  de  VAcadémie  de  Britxelles, 
oíi  cet  éminent  géomètre  a  étudié  quelques-unes  des  questioiís  pliis  essentielles  de  sa  théoiie. 
Dès  lors  jusqu'à  présent  oii  a  publié  un  graiid  nombre  de  travaiix  oíi  sont  exposées  des 
propriétés  du  limaçoii  et  divers  inodes  de  l'e:igendrer.  On  a  aussi  invente  des  appareils  pour 
décrire  mécaniquement  cette  courbe  par  un  mouvement  continu.  Le  premier  de  ces  appareils, 
forme  par  des  tiges  artieulées,  a  èté  imagine  par  Peaucellier,  qui  l'a  fait  connaitre  en  1873 
dans  les  Nouvelles  Ânnales  de  Mathématiquex ;  phis  tard  Hart  a  décrit  dans  ies  tomes  iv  et  v 
du  Messenger  of  Matliematics  d'autres  dispositifs  pour  le  même  but. 


214.  Représentons  par  a  la  longueur  du  dianiétre  du  cerele  considere  ci-dessus  et  par  6 
Tangle  AOC.  On  a  OM  =  acos6,  MA  =  MB  =  /í;  et  par  conséquent  Téquation  polaire  du  U- 
niaçon  de  Pascal  est 


[j  =  a  cos  6:jzh, 


Y<^<2 


L'équation  cartésienne  de  la  même  courbe,  rapportée  aux  axes  orthogonaux  OCX  et  OY, 


est 


(aj2  _(_  y^.  _  aa;)2  =  /jS  (3,2  4.  ^,2-). 


215.  Pour  déterminer  la  foruie  de  la  courbe,  nous  allons  cousidérer  trois  cas  distincts; 
mais  on  doit  remarquer  déjà  que,  en  tous  ces  cas,  la  courbe  est  symétrique  par  rapport  à 
l'axe  des  abscisses. 

Cas  1'-'''.   Soit  /í  <  «.  Alors  on  voit,  au  moyen  de  Téquation 

p  =  «  cos  d  -\-  h. 


que,  quand  6  varie  tlepuis  O  jusqu'à  -jr^,  p  decroít  depuis  OA,  égal  k  a-{-h  (fig.  44),  jusqu'à 

OD,  égal  à  h,  et  le  point  générateur  de  la  courbe  décrit  Taro 
AMD.  En  considérant  ensuite  Téquation 

p  =  a  cos  6  —  /í, 

on  Voit  (juç,  (juand  &  varie  de  O  à  are  cos  —  ,  p  decroít  depuis 
OB,  égal  ;i  a~h,  jusqu'à  O,  et  le  point  générateur  de  ia 
courbe  décrit  Tare  BRO;  et  que,  quand  6  varie  de  are  cos  — 
à  — ,  le  vecteur  p  est  négatif  et  varie  de  O  ;\  —!i,  et  le  point 
générateur  de  la  courbe  décrit  Taro  OQE.  Aux  valeurs  de  6 
coniprises  entre  O  et ^    correspondent  des   ares   du   limaçon 
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syniétriques  de  ceux  qu'on  vient  de  considerei-  par  rapport  à  Taxe  des  abscisses,  et  par  con- 
séquent  la  courbe  a  la  forme  indiquée  dans  la  iigiire  44. 
On  voit  encore,  au  moyen  de  Téquation 

dy  a  cos  29  +  /í  cos  d 

dx  a  sin  26  +  A  sin  ô 

que  les  points  M  et  N  oii  la  tangente  est  parallèle  à  Taxe  des  abscisses  sont  determines  par 
Tóquation 

a  cos  2  0  + li  cos  6  =  0, 

et  par  celie  de  la  courbe,  lesquelles  donnent,  en  considérant  seulement  les  solutions  auxquelies 
correspondent  des  valeurs  de  6  comprises  entre ^  et  -^  > 


cos6=   + ,     p  =  -T-(±3A+ //i*  +  «a*); 

et  que  les  points   ou   la  tangente    est   parallèle   à  l'axe   des   ordonnées   sont  determines  par 
réquation  du  limaçon  et  par  cette  autre : 

a  sin  26  +  A  sin  6  =  0, 

qui  donne,  en  considérant  seulement,   comme  ci-dessus,    les   solutions  auxquelies  correspon- 
dent des  valeurs  de  6  comprises  entre -r-  et  -^  > 

sin  6  =  0,     cos  6  =  pr-  • 
2a 

Les  coordonnéos  polaires  des  points  A,  B,  P  et  Q  qui  satisfont  á  cette  dernière  condition 
sont  donc 

(6  =  0,     p  =  a  +  A),     f  6  =  +  arccos— -,     p  =  — zr^)'i 

la  droite  qui  passe  par  P  et  Q  a  pour  équation£c  =  — —  et  est  la  bitangenfe  de  Ia  courbe. 
Le  point  O  est  un  point  doiible  du  limaçon,  et  les  angles  des  tangentes  en  ce  point  avec 

Taxe  des  abscisses  sont  égaux  à  +  are  cos  —  • 

a 

Cas  2'.  Supposons  maintenant  h>  a.  On  voit  de  même  que   Ia  courbe  a  alors  la  forme 

indiquée  dans  la  figure  4õ,  oíi  OD  =  h,  OA  =  a-{-  h,  OB  =  k  —  a,  et  oi!i  existent  deux  points 
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M  et  N,  correspoiulaiits  aux  valeurs  de  6  et  p  données  par  les  óquations 
cos  6  = Y- '     p=—-{3h-{-V'r  +  oa^), 

oíi  Ia  tangente  est  parallèle  à  l'axe  des  abscisses. 

Les  tangentes  à  la  courbe  aux  points  A  et  B  sont  parallèles  à  Taxe  des  ordonnées;  et, 
si  A  <  2a,  il  existe  encore  deiix  autres  points  P  et  Q  oíi  la  tangente  est  aussi  parallèle  à  cet 
axe;  les  coordonnées  de  ces  derniers  points  sont  déterminées  par  les  équations 

cos  o  ^  jr—  j       P  =  -?r«. 
2a        ^       2 

La  courbe  a,  en  oiitre,  un  point  isole  à  l'origine  O  des  coordonnées. 

Cas  3'.  Si,  enfin.  h  =  a,  la  courbe  est  nommée  cardioide  et  a  la  forme  indiquée  dans  la 


fíg.  46 


figure  46,  ou  OA  =  2a,  et  oíi  O  est  xmpoint  de  rebroussevient.  Les  coordonnées  des  points  M  et  N, 

1  3 


ou  la  tangente  est  parallèle  à  Taxe  des  abscisses,  sont  ( 6  =  +  -^ ::,  p  =  -jr-  ^ ) ;  et  les  coordonnées 
des  points  P  et  Q,   ou   la  tangente  éòt  parallèle  à  Taxe  des  ordonnées,   sont  (6  =  Í-^t:, 


p  =  — o"**)'  ^'^  ^"^t  donc  que  les  points  P,  O  et  N  sont  situes   sur  une  même  droite,  ainsi 
que  les  points  Q,  O  et  M. 

216.     Le  rayon  de  courbure  du  limaçon  est  determine  par  la  formule 

(a^  +  2ahcosd  +  h^)* 


R  = 


2a^ +'òah  cos  e  +  h*  ' 
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d'ou  il  resulte  que  les  valeurs  de  ce  rayon  aux  points  A,  B  et  O  sont,  respectivement, 


II  resulte  de  la  même  formule  que  la  courbe  a  deux  points  d'inflexion,  dont  les  coordon- 
nées  sont  déterminées  par  les  équations 


3ah  ^  3h 

quand  h  est  diíFérent  de  o;  que  ces  points  coíncident  et  forment  un  point  à: oiidulation  quand 
}i  =  2a;  et  qu'elle  n'a  pas  de  point  d'inflexioa  quand  h=^a. 

II   est  à  remarquer  que,   pour  que  Tangle  6   soit  réel,  il  faut  qu'on  ait  cos  6^1,  et   par 
conséquent 

2a^-+r--3ah  =  {a-lt^){a  —  ^h\^Q); 

par  conséquent  les  points  d'inflexion  consideres  sont  réels   quand  a<^h'^ 2a,  et  iraaginaires 
dans  les  autres  eas. 

217.  L'égalitó  (^^.  4.3;  p  =  0M  + 7i  donne  -5^=     '    — .  Donc,   la  sous-normale  polaire 

du  limaçon  aux  points  A  et  B   est  égale  à  la  sous-normale  polaire  du  eercie  OMD   au 
point  M.  On  peut  donc  construire  les  normales   au  limaçon  aux  points  A  et  B  en  traçant  la   1 
droite  OD,  perpendiculaire  à  OM,  et  la  droite  MC,  qui  coupe  cette  perpendiculaire  au  point  D;    ! 
le  point  D  appartient  aux  normales  cherchées. 

218.  Le  limaçon  est  la  podaire  du  cercle  par  rapport  à  un  point  qiielconque  de  son  plan. 
Pour  démontrer  ce  théorème,  dú  à  Roberval  (I.  c,  p.  47  e  2fi7),   prenons  ce  point  pour 

origine  des  coordonnées  et  considérons  un  cercle  de  rayon  égal  à  k  ayant  le  centre  au  point 
{a,  0).  On  a,  en  représentant  par  {xi,  yi)  les  coordonnées  d'un  point  quelconque  de  ce  cercle, 

{xi-aY  +  y\^h\ 
L'équation  de  la  tangente  à  ce  cercle  au  point  (sci,  yi)  est 

yiy  +  («1  —  a)x  =  y\  +  x\  —  axí  =  axi  +  A^  —  a-, 
et  Téquation  de  la  perpendiculaire  à  cette  droite,  menée  par  Torigine  des  coordonnées,  est 

{xi—á)'y  —  yix  =  0. 
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En  éliminant  xi  et  7/1  entre  ces  équations,  on  obtient  Téquation  de  la  podaire  du  cercle 
par  rapport  à  Torigine  des  coordonnées  et  on  voit  que  cette  équation  coincide  avec  celle  du 
limaçon  écrite  au  n.°  214. 

Si  le  point  donné  est  à  Tintérieur  du  cercle  considere,  on  a  a<A,  et  on  obtient  par  con- 
séquent  le  limaçon  à  point  isole;  si  ce  point  est  à  Textérieur  du  même  cercle,  on  a  a>Ã,  et 
on  trouve  le  limaçon  à  noeud.  La  cardioide  correspond  au  cas  011  le  point  donné  est  situe 
sur  la  circonférence. 

219.  La  courbe  inverse  du  limaçon,  par  rapport  au  point  double  O,  est  une  conique  ayant 
im  joyer  à  O.  Réciproquement,  la  courbe  inverse  d'une  conique,  par  rapport  á  itn  foyer,  est  mi 
limaçon  ayant  le  centre  d'inversion  poiír  point  double. 

En  effet,  Téquation  de  la  courbe  inverse  du  limaçon  est 

(^2  -  «2)  a;2  +  h^-y"^  +  2am''-x  -  w*  =  O, 

m  représentant  le  module  de  la  transformation,  et  coincide  avec  Téquation  générale  des  coni- 
ques,  rapportée  à  un  foyer  comrae  origine  des  coordonnées  et  à  Taxe  focal  comme  axe  des 
abscisses.  Cette  conique  est  une  elUpse  quand  h>a,  une  liyperbole  quand  h<a,  une  para- 
bole  quand  h  =  a.  Par  ce  motif  le  limaçon  est  appelé  elliptiqite  dans  le  premier  cas,  hyper- 
holique  dans  le  deuxième  cas. 

2ãO.  Les  asymptotes  du  limaçon  sont  imaginaires  et  peuvent  être  déterminées  aisément 
par  la  métliode  générale  connue.  En  posant  d'abord,  pour  cela,  y  =  ux  dans  Téquation  de  cette 
courbe  et  a;  =  cc,  on  trouve  lim  m  =  +  í;  en  posant  ensuite  y  =  ^ix-\-v  dans  Ia  même  équation 
et  a;  =  00,  on  trouve  la  relation 

[±2ílimi;-ap  =  0, 

qui  donne  pour  v  deux  valeurs  égales  à  -~- ai  et  deux  autres  égales  à ^ai.  Donc,  lelima- 

çon  a  deux  asymptotes  coíncidant  avec  la  droite  représentée  par  Téquation  r/ =  i  Ííc 9"")? 

et   deux    autres    coíncidant    avec    la    droite    représentée   par    Téquation    y  =  —i(x — ^  ^)  • 

Chacune  de  ces  droites  est  tangente  à  Tinfini  à  deux  branches  imaginaires  de  la  courbe,  et 
par  conséquent  le  limaçon  a  deux  points  de  rebroussement  imaginaires  à  rinfini. 

221.  Le  limaçon  de  Pascal  est  une  qu.u-tique  unicursale,  puisqu'il  a  trois  points  doubles; 
ses  coordonnées  x  et  y  peuvent  donc  être  représentées  par  des  fonctions  rationnelles  d'un 
paramètre  variable.  Pour  obtenir  ces  fonctions,  remarquons  d'abord  que  Féquation  (1),  ou  6 
varie  de —  à  — -,  peut  être  remplacée  par  celle-ci : 

p  =  aco8  6  +  ^, 
ou  le  deuxième  terme  est  précédé  d'un  seul  signe,  à  condition  de  faire  varier  6  de  O  à  2::. 
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Cela  pose,  faisons  tang  -^0  =  f,  et  par  suite 


sm  6  =  — r  ,     cos  O  =  - 


1  +  í--!    '  1  +  <2   ' 

on  trouve 

aj  =  pcos6= -_^-^-^__  (1_<-),     3/  =  psme  =  2 (fipp]! *• 

Ces  formules  ont  été  employées  par  G.  Pittarelli  pour  étudier  le  limaçon  dans  un  travail 
intitulo :  Li  lumache  di  Pascal,  publié  dans  le  Giornale  di  Matematiche  {Napoli,  t.  xxi,  1883, 
p.  145  et  173).  Nous  nous  bornerons  ici  à  en  déduire  Téquation  tangentielle  de  la  courbe. 

En  partant  de  Tégalité 

dy  h  cos  6  +  cí  cos  29 

dx  A  sin  6  +  a  sin  26 

on  trouve  que  Téquation  de  la  tangente  au  limaçon  est 

{h  cos  e  +  a  cos  26)  X  +  {h  sin  6  +  a  sin  2  6)  Y  =  (^  +  a  cos  e)^ 

ou,  en  substituant  à  sin  6  et  cos  6  leurs  valeurs  en  fonction  de  t, 

[h  +  a-  Qaf-  -  {h  -  o)  <*]  X  +  2  [A  +  2a+{h  -  2a)  t^]  (Y  =\h  +  a  + (h-a)  f-f. 

Or,  en  comparant  cette  équation  à  cette  autre: 

uX-rvY  +  í=0, 


il  vient 


h  +  a  —  6af-  —  {h  —  a)t'*  ^h  +  2a  +  (h  —  2a)  í'^ 


[h  +  a  +  {h  —  a)t-]-       '  lh  +  a  +  {k~a)t^Y- 

et  ensuite,  en  éliminant  t  entre  ces  dernières  équations,  on  trouve   Véquation   tangentielle  du 
limaçon  (Pittarelli,  1.  c,  p.  1Õ5),  savoir: 

(«2  _  ^2^3  („2  _^  ^2-)2  4.  K  (m2  +  „2)  _^  L  _  o, 

K  =  2  (/^2  -  «2)2  7i2„2  _  2  (A2  -  a«)  a  (4a2  +  òh^)  n  +  8  (h^-  -  0^)2  _  36^2  (^2  _  a^)  +  27^*, 

L  =  {au  +  2)3  [a  (^2  -  «2)  ,<  _  27a2]. 


ou 
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222.  On  peut  détermiiier  aisément  les  foyers  du  limaçon  aii  moyen  de  cette  équation, 
en  appliquant  une  inéthode  bien  connue,  employée  déjà  au  n.°  195  pour  déterminer  les  foyers 
des  lemniscates.  Mais  nous  allons  chercher  ces  points  par  une  procede  plus  simple,  qu'on  va 
voir. 

Considérons  la  droite  représentée  par  Téquation 

y=ix-\-k 

et  cherchons  les  valeurs  que  k  doit  prendre  pour  que  cette  droite  soit  tangente  au  limaçon. 
En  óliminant  pour  cela  y  entre  cette  équation  et  celle  de  la  courbe,  on  obtient  celle-ci : 

(2A£  -  af  x-  +  2k  [{2ki  —a)k-  /t^i]  £c  +  it^  {kT-  -  h"-)  =  O, 

qui  determine  les  abscisses  des  points  d'intersection  des  deux  lignes  considérées.  On  voit  donc 
que  ces  points  coincident  lorsque  k  satisfait  à  la  condition 

ki  [{2U  -a)k-  hHf  -  {2ki  -  af  {B  -  h^)  k^  =  O, 
ou 

k^{a^-k^  —  2aki)^Q, 
.c'est-à-dire  quand 


k  =  0,     k  = 


2a 


À  la  première  de  ces  relations  correspond  une  droite  passant  par  le  point  double  de  la 
courbe,  mais  qui  ne  lui  est  pas  tangente;  à  la  deusième  solution  correspond  la  tangente  repré- 
sentée par  Téquation 


y  =  i 


De  même,  il  n'existe  qu'une  tangente  dont  le  coefficient  angulaire  soit  égal  à  — i  et  elle 
est  représentée  par  Téquatiou 


^  =  -{^  +  ^^] 


On  voit  donc  que  limaçon  de  Pascal  a  un  seul  foyer  ordinaire^  dont  les  coordonnées  sont 

a-~h- 


207 


Nous  ajouterons  à  ce  qui  precede  que  les  asymptotes  de  la  courbe,  dont  les  équations  ont 
été  obtenues  au  n."  220,  déterminent  par  leur  intersection  un  foyer  singulier  ayant  pour  coor- 

données  (-^  a,  O )  • 

223.     Les  distances  p  et  p'  das  points  du  limaçon  à  Torigine  des  coordonnées  et  au  foyer 
ordinaire  sont  liées  par  la  relation  linéaire 

2^p  +  2«p'  =  ^2_^2^ 

qu'on  vérifie  aisément,  en  substituant  à  p  et  p'  les  valeurs  respectivos 


p.^iT?,   p.y(._iír_íl)'+,., 


et  qui  peut  être  déduite  de  Téquation  bipolaire  de  la  conique  inverse  (n."  219)  par  la  méthode 
employée  au  n."  29  dans  une  question  analogue. 

II  resulte  de  la  relation  qu'on  vient  d'écrire  et  de  Téquation  de  Ia  courbe  considérée,  mise 
seus  la  forme 

x^  -\-i/^  —  aa;  =  /ip, 

que   les  distances   p  et  p'   du  point  double   et  du  foyer  du  limaçon  au  point  {x,  y)  de  cette 
courbe  sont  des  fonctions  rationnelles  des  coordonnées  de  ce  point. 

224.     L'équation  polaire  du  limaçon,  rapportée  au  foyer  ordinaire  comrae  origine,  peut 
être  obtenue  aisément  en  éliminant  x  et  p  entre  les  équations 

p-  — (ííc  =  íip,     x  =  — ^ [-p'cos<o,     2hç-\-2a^'  =  }fi  —  a*, 

(p',  (o)  représentant  les  nouvelles   coordonnées  des  points  de  la  courbe.   On   arrive   ainsi  à 
l'équation 

a2p'2  -\-a{a'--  A*  cos  to)  p'  -\- ^  Qi"- -  a^-f-  =  O, 
dont  les  racines  pi  et  pí  vérifient  les  conditions 


pl  +  p2  = («""  —  A*  cos  tu),       pi  p2 


a 


4a» 


Nous  pouvons  dono  énoncer  les  théorèmes  suivants: 

1.°  Le  lieu  gêométrique  des  milieux  des  cardes  résultant  de  V intersection  du  limaçon  avec  les 
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droites  passant  par  le  foyer  ordinaire  est  un  autre  limaçon,  represente  par  Véquation 

p  =  —  cos  CO  —  a. 
'  a 

2."  Le  limaçon  est  une  courbe  anallagmatique  par  rapport  mi  foyer  ordinaire. 

225.  Le  lieu  des  points  d'oà  Von  peut  mener  à  un  limaçon  qitafre  tangentes  telles  que  les 
vecteurs  des  points  de  contact  forment  avec  Vaxe  de  la  courbe  des  angles  dont  la  somme  soit 
constante,  à  rtndtiples  de  2~  prés,  est  une  droite. 

En  effet,  les  valeurs  que  t  prend  aux  points  de  contact  des  tangentes  passant  par  un  point 
(a,  P)  sont  données  par  Téquation  (n."  221) 

[(a  -h)cL-{a- hf]  í* -f  2  {h -  2a)  ^t^ - 2  [3aa  +  Ã^ -  a^  f- 

+  2(^  +  2a)?í  +  (A4-a)a  — (A  +  a)-^  =  0, 

d' ou  il  resulte,  en  représentant  par  fi,  ío,  Í3  et  ti  les  racines  de  cette  équation, 

2(fe-2a)^  2[3a«-rÃ^-a^] 

-''-        i^a-h)a-{a-hf   '         '  '  (a-h)a-ia-hf 

2(Ã  +  2a)p  (/,  +  „)«_(Ã  +  a)ii 

et  ensuite,  en  représentant  par  Ôi,  6-2,  63  et  64  les  valeurs  que  6  prend  aux  points  de  contact 
des  tangentes  considérées  et  en  tenant  compte  de  Tégalité  <  =  tang-;;^e, 

tangi-(e,  +  e.  +  e3  +  e.)  =  ^^^;^'^=2^-- 

Doiic,  la  coiidition  pour  que  la  somme  61  -f  6-2  -f- 63  +  64  soit  constante,  e"est  que  (a,  ,3)  soit 
un  point  de  la  droite  représentée  par  1 'équation 

27»^  +2a  =  a, 

ou  m  represente  une  constante  arbitraire.  Cette  droite  passe  par  le  point  ( -^,  Oj ,  c'est-à-dire 
par  le  centre  du  cercle  considere  au  n."  213,  et,  comme  son  équation  ne  dépend  pas  de  h, 
elle  est  constante  pour  toutes  les  conchoídes  du  même  cercle.  En  outre,  comme,  quand  h  se 
réduit  à  zero,  le  limaçon  se  réduit  à  deux  cercles  coincidant  avec  celui  dont  il  est  la  con- 
choíde  (Jig.  43),  on  conclut  que,  si  par  un  point  (a,  p)  on  mine  qtiatre  tangentes  au  limaçon 
et  deux  tangentes  au  cercle  considere,  on  a 

6i  +  (5-2  -r  63  +  64  =  2  ((O)  +  (02), 


209 


(01  et  coo  représentant  les  angles  que  forment  avec  OX  les  veeteurs  des  points  de  contact  de 
ces  dernières  droites  avec  le  cercle,  le  pule  étant  le  point  O. 

Noiís  eroyons  que  les  théorèraes  qu'on  vient  de  démontrer  sont  nouveaux. 

226.  Le  lieu  des  intersections  ães  tangentes  au  Umaçon  aux  jjoints  ou  il  eat  coupé  par 
chacune  des  droites  passant  par  le  point  double  O  est  une  cissoide  crunodale  droite  si  a  >  7?^ 
une  cissoide  acnodale  droite  quand  a  <  h  (u."  24),  un  cercle  si  h  =  a. 

En  effet,  eomme  les  valeurs  que  O  preud  aux  deus  extréinités  d'une  corde  passant  par  O 
sont  6i  et  6i  + -,  les  équations  des  tangentes  à  ces  points  sont  (n."  221_) 

(a  cos  2ô)  +  h  cos  ôi)  X  +  [a  sin  261  -f-  h  sin  Ô|)  Y  =  {h  +  a  cos  61)-, 
(a  cos  26i  —  h  cos  6i)  X  +  (a  sin  26i  —  h  sin  ôi)  Y  =  (h  —  a  cos  Ôj)"^, 
ou 

aX  cos  26i  +  aYsin2(3i  =  li^-\-  a-  cos-  61,     X  cos  61  -p  Ysin  Oi  =  2a  cos  61. 

En  eliminant  9i  entre  ces  équations,  on  obtient  Téquation  suivante: 

aX  (X2  +  Y2)  +  (/i2  -  4a2j  X"^  +  (Â^ _  Sa^j  Y^  +  4«  (a^  -  /í^)  X  +  4a^  h^  =  O, 

qui  represente  le  lieu  cherclié.  En  transpoitant  Torigine  au  point  {2a,  0),  cette  équation  prend 
la  forme 

«Xi  (Xi  +  Yi)  +  (2„-+  h-)  X?  -f  (h'  -  a-)  Y?  =  O, 

d'oú  resulte  le  théorème  énoncé. 

Si  h  =  a,  cette  équation  se  réduit  à  celle  de  la  tangente  au  limaçon  dans  le  sommet  et  à 
nn  cercle.  Mais  cette  droite  ne  satisfait  pas  évidemment  à  la  question,  ce  qui  n'implique  pas 
contradiction  avec  le  calcul  précédent,  puisque  ce  calcul  n'a  pas  lieu  quand  61  =0. 

227.  Le  Umaçon  de  Pascal  (1)  peut  être  engendro  par  un  point  du  plan  d'un  cercle  de 
rayon  égal  h  —  a,  auquel  il  soit  lié  invariablement,  quand  ce  cercle  roule  sur  un  autre  cercle 

fixe  de  rayon  égal  à  celui  du  premier,  c'est-à-dire  sur  le  cercle  considere  au  n.°  213.  »Si 
le  point  est  à  Textérieur  du  cercle  mobile,  on  obtient  le  Umaçon  à  noeuã  (fig.  44);  quand  il 
en  est  à  Tintérieur,  on  obtient  le  Umaçon  a  point  isole  (fig.  45),  quand  il  est  situe  sur  la  cir- 
conférence,  on  obtient  la  cardiolde  (fig.  46).  Le  limaçon  appartient  donc  à  la  classe  de  cour- 
bes  noramées  épicycloides,  qui  seront  étudiées  dans  un  autre  chapitre,  ou  será  donnée  la 
démonstration  de  cette  proposition. 

228.  La  longueur  des  ares  du  limaçon  dépend  d'une   intégrale  elliptique  de  deuxième 
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espèce,  quand  h'^a  on  h  <C.a.  On  a,  en  eíFet, 

'=/Vf'+S)'  ^»  =  («+"1/ V^-T^W^'""' 


ou,  en  posant  —  6  =  cp, 


s  =  2(a  + 


,     /*?    /,  4ah        . 


II  resulte  de  la  formule  qu'on  vient  d'écrire  qu'à  chaque  propriété  des  ares  de  Tellipse 
correspond  une  propriété  analogue  des  ares  du  limaçon.  Nous  allons  chercher  celle  qui  cor- 
respond  au  théorhwe  de  Fagnano. 

Faisons 

o 
On  a 

-o/;         X    ,    -n./7       tN        T^   (l        '^\  ^-SÍn"5C0S'i  k^Bmf) 


sJl-kHivi'^ 
quand  les  angleá  (f<  et  (jj  sont  lies  par  la  relation 


2/       í/T3F^in^      2\/l-)fc^sin»^e 


cos  '^  cos  '|j  =  sin  tp  sin  ']>  vi  —  k"^. 

Considérons  maintenant  deux  points  m  et  m'  (Jig.  4õ)  du  limaçon,  eorrespondants  à  deux 
amplitudes  '^  et  'Jj  qui  vériíient  cette  relation.  On  a 

are  Ato  =  2  (a  +  h)  E  (A-,  9) ,     are  Am'  =  2  (a  +  Ã)  E  (Â;,  '}), 
are  AB  =  2  (a  +  Ã)  E  (a;,  -| 

Mais,  d'un  autre  cOté,   en  représentant  par  V  l"angle   forme  par  le  vecteur  du  point  m 
avec  la  tangente  à  la  courbe  en  ce  point,  nous  avons 

cW  acosd  +  h 

tang  V  =  p  ^-  = ^-^ — ; 

f/p  asma 

et  par  suite 

„  a  sin  6 

cosV  = 


(a+/Oy/l-/c'sin^i- 
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II  vient  donc 


E(fc,  ç)  +  E(^-,  -»-E  [k,  |-)  =  í!í|±^cosV, 
et  par  suite 

are  Aí»  +  are  Am'  —  are  AB  =  are  Kvi  —  are  Bwi'  = —  cos  V  =  4/í  eos  V. 


Donc,  pour  construirá  Ia  difFérenae  des  longueurs  des  ares  A»i  et  B»i',  il  suffit  de  prendre 
sur  le  vecteur  du  point  m  un  segment  de  longueur  égale  à  Aih,  et  de  projeter  ensuite  ce 
segment  sur  la  tangente  à  ia  courbe  en  ce  point. 

220.  L'aire  balayée  par  le  vecteur  d'un  point  du  liniaçon,  quand  la  valeur  correspon- 
dante  de  6  varie  depuis  O  jusqu'à  6|,  est  exprimée  par  la  formule 

A  =  —  U2  +  -2"  aM  ei  -I-  —  «2  sin  2Ô1  -f  ah  sin  ©i. 

La  valeur  de  I'aire  limitée  par  la  courbe  est  donc  égale  &\}i?-{---r^ar\~.  Ce  résultat  fut 

trouvé  pour  la  preniière  fois  par  Roberval  (1.  c,  p.  265),  au  moyen  de  la  méthode  des  indi- 
visibles. 

230.  L'inventeur  du  limaçon  a  utilisé  cette  courbe  pour  résoudre  le  problème  de  la  tri- 
section  de  Tangle,  d'après  rapport  de  Roberval  (I.  c,  p.  48).  On  peut,  en  effet,  faire  cela 
au  moyen  du  limaçon  particulier  represente  par  Féquation 

(>  =  A(2co8e  +  l), 

comme  on  va  le  voir. 

Soit  a  Tangle  donné,  que  nous  pouvons  supposer  inférieur  à  -^.  Menons  par  B  une  droite 

formant  avec  OA  un  angle  égal  à  a  et  représentons  par  K  le  point  on  elle  coupe  Tare  OMA 
du  limaçon  (fig.  44)  et  par  (6,  p)  les  coordonnées  de  ce  point.  Trayons  ensuite  la  droite  OK 
et  considérons  le  triangle  0KB.  On  a  d'abord 

^^„  hy  A  sen  6  sen  6  1  . 

tangOKB=^,^^,_^^=   p-AcosO  =  ^^si+T  ^  ^^"^  2  ^' 

et,  par  conséquent,  0KB  =  —  6 ;  et  ensuite 

«  =  KOB  +  OKB  =  |-e. 

Donc  0KB  est  1'angle  cherché. 
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231.  Le  limaçon  qiron  vient  de  considérer  jouit  encore  d'iine  autre  propriété  remar- 
quable,  qii'on  va  voir. 

Comme  réquatiou  des  tangentes  au  limaçon  represente  par  Téquation  (1),  à  son  point 
double,  est 

h'Y'~  =  (a'  -  /í')  X2 

ces  droites  coupent  la  courbe  aux  points  oíi  ron  a 

ay  =  4/i2(a2  — /;2). 

D'un  autre  côté,  ia  tangente  à  la  même  courbe  au  point  B  (Jig.  44)  est  03=  a  —  h  et 
coupe,  par  conséqueut,  ia  courbe  aux  points  ou  l'on  a 

if-  =  2ah  -  h^-. 

La  condition  pour  que  ces  derniers  points  coincident  avec  ies  poins  précédents  est  dono 

Or,  ies  valeurs  de  —  déterniinées  par  cette  équation  sont  égaies  à  -3-, -p  (  vl7 — l) 
et —  (  t/l7  +  1 ) .  Les  points  correspondants  à  la  première  et  à  ia  deuxième  de  ces  valeurs 


4 
sont  réels,  et  nous  avons  donc  le  théorème  suivant: 

Quand  a  =  2k  et  quand  Ah  =  a  (t/T?  —  1),  les  tangentes  au  j^oint  double  et  au  sommet  B 
(Zh  limaçon  forment  un  triangle  cn  même  temps  inscrit  et  circonscrit  à  cette  courbe. 

Avec  ce  résuitat  on  aborde  ie  problème  qui  a  pour  but  de  cliercher  la  condition  pour 
qu'un  polygone  d'un  nombre  de  côtés  donné  puisse  être  inscrit  et  circonscrit  en  inême  temps 
au  limaçon,  problème  analogue  à  celiii  de  Ponceiet  sur  ies  polygones  inscrits  à  une  conique 
et  circonscrits  à  une  autre.  Nous  ne  nous  arrêterons  pas  à  i'étude  de  cette  question  interes- 
sante, sur  laquelle  on  peut  consulter  un  travail  de  M.  F.  Morley  inséré  aux  Proceeding.i  of 
lhe  Londun  mathemaiical  Society  (t.  XXIX,  p.  83),  oíi  sont  consideres,  en  partieulier,  les  poly- 
gones de  5,  6,  7,  8  et  10  côtés,  et  oíi  i'on  démontre  que  ia  condition  correspondante  au 
polygone  de  sis  côtés  est  eucore  a  =  2h. 
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II. 
La  eardioíde. 

232.  Nous  avons  déjà  dit  au  n."  215  qu'õn  donne  le  nom  de  cardioide,  proposé  par 
Castillon  {Phylosophical  Transactioiís  of  the  London  Royal  Society,  1741),  au  limaçon  de  Pas- 
cal represente  par  Téquation 

p  =  a  +  acose,     (0^6^27:). 

Nous  avous  dit  aussi  que  la  courbe  a  la  forme  indiqtiée  dans  la  figure  46 ;  qu'elle  est  Ia 
podaire  de  la  parabole  par  rapport  au  foyer ;  et  qu'elle  est  inverse  du  cercle  par  rapport  à 
un  point  de  sa  circonférence.  Nous  avons  dit  encore  que  la  même  courbe  est  une  épicycloide 
engendrée  par  un  point  d'une  circonférence  roulant  sur  une  autre  de  rayon  égal,  La  car- 
doide,  considérée  comme  courbe  cycloidale,  fut  Tobjet  d'un  article  du  Dictionnaire  maihé- 
matique  de  Ozanan,  publié  en  1691,  et  d'un  travaii  de  Gr.  Carré,  inséré  en  170Õ  aux 
Mémoires  de  V Académie  des  Sciences  de  Paris.  Mais,  avant  la  publication  de  ces  écrits,  cette 
courbe  avait  été  déjà  étudiée,  sous  le  nona  de  cycloide  circulaire,  par  Vaumesle,  qui  s'était 
occupé  de  sa  rectification  et  de  sa  quadrature  et  qu'en  avait  trouvé  la  développée,  comme  on 
voit  par  une  lettre  qu'il  a  adressóe  à  Huygens  en  29  oetobre  1678  [Oeuvres  de  Huygens, 
t.  VIII,  p.  117.  La  coincidence  de  cette  épicycloide  avec  un  cas  particiilier  du  limaçon  fut 
remarquée  par  La  Hire  en  1708  dans  les  Mémoires  de  V Académie  des  Sciences  de  Paris, 

Les  nombreuses  propriétés  de  la  cardioide  ont  été,  dès  lors  jusqu'à  présent,  Tobjet  de  plu- 
sieurs  travaux,  dont  quelques-uns  sont  mentionnés  ci-dessous ;  un  grand  nombre  de  ces  pro- 
priétés ont  été  réunies  par  M.  Archibald  dans  une  Dissertation  publiée  en  1900  sous  ce  titre: 
The  cardioide  and  some  of  ils  related  curves. 

233.  Faisons  dans  les  formules  données  au  n."  221,  h  =  a.  On  obtient,  pour  dóterminer 
les  coordonnées  a;  et  ?/  en  fonction  du  paramètre  t,  les  formules 


2a{\  —  f-)         _       4at 
"   (1  +  ty  '     '^  ~   (1  +  t^-f- 


d'ou  il  resulte  que  Téquation  de  la  tangente  à  la  cardioide  est 

(l-3<2jX  +  í(3-<2)Y  =  2a; 

et  011  voit  que  Téquation  tangentielle  de  cette  courbe  est 

27a2  («2  +  «2)  _  2  {au  +  2)»  =  O, 
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qu'elle  nn  foyer  singtdier ,  dont   les  coordonnées  sont    (-^«^  Oj,  et  qu'elle  n'a  pas  de  foi/ers 
ordinaires. 

234.     Les  quatre  points  d'intersection  de  la  droite  ayant  pour  équation 

lux  -^  vy  -{- 1  =  O 

avec  la  cardioíde  sont  determines  par  Téquation 

í*  +  2(l— ai{)<2  +  4aj;í  +  2a2t  +  l=0, 

qui  resulte   de   substituer   dans   Téquation   de   la  droite   à   x  et   y   leurs  valeurs  en  fonction 
de  t. 

D'un  autre  côté,  les  valeurs  que  t  prend  aux  points  de  contact  des  tangentes  à  la  courbe, 
menées  du  point  (a,  |5),  sont  déterminées  par  Téquation 

(1)  í3^^,._3,  +  ^  =  0, 

qui  resulte  de  substituer  dans  Téquation  de  la  tangente  a  et  p  à  X  et  Y. 

Divisons  maintenant  les  premiers  membres  de  ces  équations  Tun  par  1'autre  et  représen- 
tons  par  Q  le  quotient  et  par  R  le  reste  de  cette  division.  On  trouve 

R  =  (5-2(T-  I  n  ■*   1-»  '  '  4  "•■      o  -       —1.1  o,...   ,  1    ,    3a  (2a  — a) 


:(5-2a«  +  9^)<»  +  (4«i;-8y-^)í  +  2««  +  l  + 


P^ 


Les  conditions  pour  que  les  points  de  contact  des  tangentes  à  la  courbe  menées  du  point 
(a,  P)  soient  situes  sur  une  même  droite,  sont  donc  celles-ci : 

(5  -  2au)  p2  +  9a-  =  O,     2a^v  —  4«  —  «  =  O, 
P*(2au+l)  +  3a(2a  — a)  =  0. 

Les  deux  premières  équations  determinem  les  paramètres  u  et  i;  de  la  droite  ;  la  troisième, 
en  éliminant  u  au  moyen  de  la  première,  se  transforme  dans  Téquation  suivante : 

^2  +  ««+aa  =  0, 
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qui,  en  considérant  a  et  |5  comme  variables,  represente  un  cercle  de  rayon  égal  à,  -^a, 
ayant  le  centre  au  point  | — ^a^  Oj.  Nous  avons  donc  le  théorème  suivant: 

Cest  condition  nécessaire  et  suffisante  2>oiir  que  les  points  de  contact  ães  trois  tangentes  menées 
á  la  cardioide  d'un  point  de  son  j>lan  soient  placés  sur  une  même  droite,  que  ce  point  soit  si- 

tué  sur  le  cercle  de  rayon  égal  à  -^a  ayant  le  centre  au  point  j ^  a,  Oj.  Ce  cercle  passe  par 

les  points  (fig.  46)  O,  P  et  Q  (Lachlan:   Educational  Times   Keprint,   t.  LVIII,  1893,  p.  42). 
Le  quatrième  point  d'intersection  de  cette  dernière  droite  avec   la  courbe   est  determine 

par  Téquation  Q  =  0,  qui  donne  í  =  3-õ-' 

P 

235.     En  représentant  par  <j,  t-i  et  t^  les  valeurs  que  t  prend  aux  points  de  contact  des 
tangentes  menées  du  point  (a,  j5)  à  la  cardioide,  on  déduit  de  Téquation  (1)  les  relations 

(2)  í,  +  Í2  +  Í3  =  _  3  y ,       íl  t-i  +  <,  Í3  +  <2  Í3  =  -  3,        ti  Í2  <3  =    ^^  ~  "^"    1 

d'oú  résultent  queiques  conséquences  remarquables,  qu'on  va  voir. 

1.°  Puisque  í  =  tang-^6,  la  condition  pour  que   les  bisectrices   des   angles   formos   avec 

Li 

Taxe  de  la  courbe  par  les  droites  passant  par  le  point  de  rebroussement  O  et  par  les  points 
de  contact  de  deus  des  tangentes  considérées  soient  perpendiculaires  Tune  à  Tautre,  est 
<i  Í2  =  —  1  ;  et  on  a  alors 

2a  —  a  ,  _  rt  +  a 

<3  =  — p— ,     <i  +  Í2  =  -2^. 

En  substituant  maintenant   dans   la  deuxième  des   équations   (2)   à  t{  ío,  íj  +  <2  et  ia    ces 
valeurs,  on  trouve 

Donc,  les  points  du  plan  d'une  cardioide  tels  que  les  points  de  contact  de  deux  des  tangentes 
menées  de  chacun  de  ces  points  à  la  courbe  soient  placés  sur  une  droite  passant  par  le  point  de 

3 

rebroussement  O,  coincident  avec  les  points  de  la  circonférence  de  rayon  égal  à  -^  a  ayant  le  centre 

au  point  [  —  a,  0). 


Les  tangentes   à   la   courbe   considéróe   aux   extrémités   d'une  corde  quelconque  passant 
par  O  formeut  avec  cette  corde  des  angles  toi  et  co2  determines  par  les  équations 

1  +  cos  9  1  —  cos  9 

tang  u)i  = '. — ^ —  ,      tang  o^a  = 


sm  a  sin  i 
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d'ou  il  resulte  la  relation  (0-2  =  coi  i-^--  Noiís  pouvons  ajouter  par  suite  au  tliéorème  précédent 
celui-ci,  qui  le  complete: 

Les  tangentes  à  la  cardioide  aux  extrémités  d'une  corãe  quelconque  passant  par  le  point  de 
reòroussement  O  xo7it  perpendiculaires  Vune  à  1'autre. 

236.  Ces  deux  théorèmes  ont  été  donnés  par  Wolstenholme  dans  le  tome  iv  des  Pro- 
ceedings  of  tlie  London  mathematical  Society ;  le  premier  avait  été  déjà  démontré  au  n."  226. 
Nous  en  allons  maintenant  indiquer  trois  autres  qui  n'ont  pas  encore  été  remarques, 
croyons-nous. 

1."  Le  lieu  dii  point  d'o'à  1'on  peut  mener  à  une  cardioide  deux  tangentes  telles  que  les 
points  de  contact  soient  jjlacés  symétriquement  par  rapport  à  la  droife  OY  (fig.  46),  est  une 
hyperbole  équilatère. 

En  effet,  en  éliminant  fi,  ia  et  Í3  entre  les  équations  (2)  et  Téquation  íj  íá  =  1,  on  trouve 

2(p2-a2)  +  õar/  =  2«2. 

On  volt  encore  aisément  que  les  angles  aigus  formes  par  les  tangentes  qu'on  vient  de 
considérer  avec  les  vecteurs  des  points  de  contact  sont  complémentaires. 

2."  Le  lieu  du  point  (a,  |3)  d'oil  Vou  peut  mener  à  une  cardioide  deux  tangentes  telles  que 
la  bisectrice  de  Vangle  forme  par  les  droites  passant  par  le  point  de  rebroussement  O  et  par 
chacun  des  points  de  contact  soil  constarãe,  est  une  hyperbole  équilatère. 

En  eíFet,  en  éliminant  /i,  ti  et  ^3  entre  les  équations  (2)  et  Téquation 


\  —  liti 


laquelle  exprime  que  la  tangente  trigonométrique  de  Tangle  forme  avec  Taxe  des  abscisses 
par  les  vecteurs  des  points  ou  t  prend  les  valeur  ti  et  ia  est  égale  à  une  constante  m,  on 
trouve,  au  moyen  d'un  calcui  que  noas  ne  reproduirons  pas  ici,  Féquation  suivante: 

2ni  {m"-  -  3)  (a^  -  ^^)  +  4  ( 1  -  Sm^)  a^ 
+  ma  (3  —  5m2)  a  +  {^m^  +  1)  a?  +  2a'-m^  =  O, 

qui  represente  une  hyperbole  équilatère. 

En  divisant  le  premier  menibre  de  cette  équation  par  m'^  et  en  posant  ensuite  ?h  =  oo,  on 
retrouve  le  théorèine  précédent. 

3."  Le  lieu  des  positions  du  point  d'ou  Vou  peut  mener  à  une  cardioide  trois  tangentes 
telles  que  les  vecteurs  des  points  de  contact  forment  avec  Vaxe  de  la  courbe  des  angles  dont 
la  somme  soit  constante,  à  multiples  de  2ri  prés,  est  une  droiie. 
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On  a,  en  efFet,  en  représentant  ces  angles  par  61,  62  et  63, 

Par  conséquent  la  conditiou  pour  que  la  somme  61  +  62  +  63  soit  constante,  c'est  que  (a,  p) 
soit  un  point  de  la  droite  représentée  par  Téquation 

2m^-\-2oL  =  a. 

237.  Les  normales  à  la  cardioide  jouissent,  comme  las  tangentes,  de  propriétés  ilitéres- 
santes;  nous  indiquerons  celles-ci,  sans  nous  arrêter  à  leur  demonstration : 

1.°  Cest  condition  nécessaire,  et  suffisante pour  que  les  pieds  des  normales  menêes  d'un  point 
à  la  cardioide  soient  situes  sur  une  même  droite,  que  ce  point  coincide  avec  un  point  de  la 
circonférence  du  cercle  represente  par  Véquation 

(3a;  +  «)2  +  ^2=A«2. 

2."  Les  normales  à  la  cardioide  aux  extrémités  d'une  corde  quelconque  passant  par  le 
point  de  rebroussement  O  sont  perpendiculaires  Vune  à  1'autre  et  rencontrent  à  un  même  point 

le  cercle  de  rayon  égal  à  -^  a  ayant  pour  centre  le  point  ÍO,  -^a 

On  peut  voir  d'autres  propriétés  interessantes  des  tangentes  et  des  normales  à  la  car- 
dioide dans  une  Note  dy  Laguerre  insérée  aux  Noiívelles  Annales  de  Mathéniatiques  (1875) 
et  réproduite  dans  tome  11,  p.  480,  de  ses  Oeuvres. 

23S.  La  dêveloppée  de  la  cardioide  est  une  autre  cardioide  ayant  un  parametre  égal  au 
tiers  de  celui  de  la  piremière. 

En  effet,  en  partant  des  équations 

íc  =  a(l +cos6)cos6,     y  =  «  (1 +  cos6)sin6, 

on  trouve,  en  représentant  par  «1  et  ?/i  les  coordonnées  du  centre  de  courbure  et  par  x\  cc", 
y,  y''  les  dérivées  de  x  et  y  par  rapport  à  6, 


a/(a/^  +  y'^)       a 
y'x"-x'y"  ~Y 
VOL.    IV  CC 


y^-y- wl'   JJ = - «i" o (1  - ^°^ <>). 
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ou,  en  transportant  l'origine  des  coord.mnées  au  point  i^a,   0)  et  en  remplaçant  6  par  6+-, 


«1  = — ^(1  +  cos  6)  cos  6,     yi=- 


(l+cose)sine. 


Or,  ces  équations  représentent  une  cardioide  ayant  le  point  double  sur  la  droite  OA  fjig.  46), 

2 

à  une  distance  de  O  égale  à  -5-  a,  et  le  sommet  au  point  O. 

O 

239.     La    cardioide  est  l'unique   liraaçon  de  Pascal   dont  la  rectification  ne  dépend  pas 
des  intégrales  elliptiques.  On  a,  en  efFet, 


r"     /  .1  1 

:  =  2rt  /    V/  1  —  9in*  -^  O  M  =  Aa  sin  —  ft, 


d'oú  il  resulte  que  la  longueur  totale  de  la  courbe  est  égale  à  8a. 


III. 


Les  ovales  de  Descartes. 


240.     Soient  r  et  )■'  les  distances  d'un  point  variable  M  à  deuxpoZes  fixes  O  et  O'  (fiij.  47), 
^  et  supposons  que  ces  distances  soient  liées  par  la  relation 


0) 


.  +  /(,■'  =  + A-, 


o 


F 
Fig.  41 


li  et  k  étant  deux  qnaiititcs  constantes.  Le  lieu  décrit 
par  M,  quand  r  et  r'  varient,  est  une  courbe  composée 
d'un  ou  deux  ovales,  comme  on  le  verra  bientôt,  de- 
signes par  le  noni  à^ovales  de  Descarte'',  parcequ'ils  ont 
été  rencontrés  par  ee  grand  géoinètre  quand  il  clierchait 
la  solutinn  ilu  pi-ubleme  d'Optique  qui  a  pour  but  de  déterminer  la  forme  que  doit  avoir  la  sur- 
face  de  séparation  de  deux  milieux  transparents,  de  densité  dififérente,  pour  que  les  rayons 
émis  par  un  point  luniineux,  situe  à  Tun  de  ces  milieux,  et  refractés  dans  la  passage  à  Tautre, 
vont  se  reucontrer  à  un  point  lixe.  Ce  problème  a  été  résolu  par  Descartes  dans  sa  Divptrica, 
et  Tétude  géométrique  de  Ia  courbe  dont  il  dépend  a  été  faite  plus  tard  par  le  même  auteur 
dans  le  livre  11  de  sa  célebre  Glométrie,  publiée  en  1637. 
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Le  problèiue  d'Optique  qu'on  vient  de  mentionner  fut  étudié  nussi  par  RoLerval  dans  un 
Mémoire  intitulo:  De  resolutione  aequationum,  publié  pour  la  preraière  fois  eu  1693  et  répro- 
duit  en  1730,  après  Ia  mort  de  Tauteur,  dans  le  tome  vi,  p.  157,  des  Mémoires  de  l' Acadé- 
mie  des  Sciences  de  Paris.  II  est  probahie  que  les  recherches  de  cet  iilustre  géomètre  sur 
ce  sujet  soient  antérieures  à  publication  des  résultats  de  celles  de  Descartes,  puisque  Rober- 
val  ne  fait  pas  mention  dans  son  Mémoire  du  nom  du  grand  philos^phe,  et  il  affirme  même 
explicitement  que  les  courbes  étudiées  dans  son  travail  n'avaient  pas  encore  été  considérées. 

Les  courbes  délinies  par  Téquation  (1)  ont  attiré  aussi  Tattention  de  Newton,  qui  leur  a 
consacré  la  proposition  cxvii  du  livre  I  des  Principia  mathematica,  oíi  il  a  donné  un  mode 
reraarquable  de  les  engendrer. 

L'étude  des  raêmes  ovales  fut  reprise  au  xix"  siècle  par  Quetelet  et  Chasles,  qui  en  ont 
trouvé  les  premières  propriétés  et  ont  donné  de  nouveaux  modes  de  les  décrire ;  en  outre, 
Sturm  et  le  premier  des  géoraètres  mentionnés  ont  rencontré  ces  courbes  dans  une  question 
d'Optique  diíFérente  du  problème  de  Descartes  rapporté  ci-dessus,  laquelle  será  considérée 
plus  loin. 

Ces  premiers  travaux  sur  les  courbes  de  Descartes,  connues  aussi  par  le  nom  de  courbes 
aplanêtiquesj,  employé  par  .1.  Herschel,  ont  été  suivis  de  plusieurs  autres,  ou  spécialement 
consacrés  à  ces  courbes  ou  consacrés  à  des  classes  de  courbes  ou  elles  sont  comprises  comme 
cas  particulier;  Liguine  en  a  donné  un  liste  dans  le  Bulletin  des  Sciences  mathémaiiques 
(2.»  série,  t.  vi,  1882,  p.  40)  et  plus  tard  M.  Brocard  a  préseuté  une  autre  dans  Vlntermé- 
diaire  des  mathéiaaticiens  (t.  iii,  1896,  p.  238). 

241.  Pour  obtenir  Téquation  cartésienne  de  la  courbe  qu'on  vient  de  definir,  prenons 
pour  origine  des  coordonnées  le  pôle  O  et  pour  ase  des  abscisses  la  droite  00' ;  on  a  alors, 
en  dósignant  par  a  la  distance  00', 

r^  =  x^-  +  f,      r'-^  =  ix-ay'  +  y\ 
d'ou  il  resulte 


,.'2=,.2_2aa;-!-a2 


et  par  suite,  en  tenant  compte  de  Téquation  (1), 

(2)  (1  -  h^-)  r2  +  2h^ax  +  /t^  -  aVi^-  =  ±  2kr, 
et  enfin,  en  remplaçant  r  par  sa  valeur, 

(3)  [( 1  -  h'-)  (íc2  +  ^2)  +  2ali'x  +  Ic^  -  a^h^f  =  -ík^  (x'-  +  f). 

II  resulta  immédiatement  de  l'équation  (2)  que  les  points  des  ovales  de  Descartes  coinci- 
dent  avec  les  points  d'intersection  des  cercle  de  rayon  variable  /•,  ayant  le  centre  au  point  O, 
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avec  les  parallèles  à  l'axe  cies  ordonnées,  correspondantes   à  la  même  valeur  de  r,  détermi- 
nées  par  Téquation  (2). 

On  peut  faire   ici  une  remarque  dont  nous   profiterons   bientôt.    On  peut  déduire  des 

formules   rapportées   à  Torigine   O  celles  qui    ont  lieu  quand  on  transporte   cette  origine  au 

.,  l  k 

pôle  O',  en  remplaçant  dans  les  premières  h  par  -7-  et  A;  par  -7-  • 

Les  liniaçons  de  Pascal  à  noeud  et  à  point  isole  sont  compris,  comme  cas  particulier, 
entre  les  ovales  de  Descartes.  On  a  vu,  en  effet,  au  n."  223  que  ces  limaçons  peuvent  être 
representes  par  une  équation  bipolaire  de  ia  forme  (1);  le  point  double  coincida  alors  avec  O 
ou  O'.  En  comparant  l'équation  (o)  à  Téquation  cartésienne  du  limaçon,  on  voit  que  Téqua- 
tion  (1)  represente  un  limaçon  avec  le  point  double  à  O  quand  k-  =  aVt-;  on  obtient  la  con- 
dition  pour  que  cette  équation  represente  un  limaçon  avec  le  point  double  à  O'  en  remplaçant 

dans  celle-Ià  h  par  -7-  et  k  par  -=-.  ce  qui  donne  k  =  a. 

242.  Voyons  maintenant  si  la  courbe  définie  par  Téquation  (1)  peut  être  représentée 
par  une  autre  équation  de  la  même  forme,  rapportée  à  Tun  des  pôles  O  ou  O'  et  à  un 
nouveau  pôle  O".  Pour  résoudre  cette  question,  remarquons  d'abord:  que,  si  un  tel  pôle 
existe,  il  doit  être  situe  évidemment  sur  la  droite  00';  que  les  coefiBcients  Jn  et  ki  de  Téqua- 
tion  correspondante 

r±h^r"  =  ±k^ 

et  la  distance  «i  de  O"  à  O  doivent  satisfaire  à  Téquation 

(l-h1)  7-2  +  2a ,  hlx  +  k-  -  a]}i',  =  ±2ki r  ; 

et  enfin  que  cette  équation   doit   coíncider   avec  Téquation  (2).    Les  conditions   pour   que   le 
pôle  O"  existe  sont  donc 

ah-  ai/i'J         k'^  —  a-h-      lâ{  —  ci\h]  k  k{ 


]_/,2        \-l,y         \-h^  l_/,f  l_/,2        \_h] 

En  éliminant  de  la  deuxième   équation  ki    et   oi    au  moyen  de  la  première  et  de  la  troi- 
sième,  on  obtient  cette  autre : 

kVi\  -  (a2  +  k"-!  h%\  +  a^A*  =  O, 

d'oú  résultent  por  hi  les  valeurs 

hi  =  ±h,     hi=±^- 

Aiix  deux  }>remiòres  yaleurs  de  hi  ne  correspondent  pas  de  pôles  diíFérents  de  O',  puisque 
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les  valeurs  qu'alors  prennent  ki    et  ai  sont  k  et  a;    mais  aux  deux  autres   correspondent  les 
valeurs  suivantes  de  at  et  ki : 

k^-a%^-        ,  ,     k^-a^h^ 

11  =  -^ r^T —  '    Al  =  +  - 


1^1 -^2-,  a         •      -  k{l-h^] 

Donc,   la  courbe   définie  par   réquation   bipolaire  (1)   peut  être  représentée  encore  par 
cette  autre : 
,,,  .    ah     ,.       .     k^  —  a%^ 

rapportée  au  pôle  O  et  à  un  nouveau  pôle  O",  dont  la  distance  à  O  est  égale  à  aj. 

Reraarquons  encore  que  des  équations  (1)  et  (1')  il  resulte,  par  rélimination  de  r,  une  rela- 
tion  linéaire  entre  »•'  et  r". 

Nous  pouvons  donc  énoncer  le  théorème  suivant,  dú  à  Chasles  (Aperçu  historique,  1837, 
Note  xxij: 

La  courhe  représentée  par  1'équation  (3)  peut  être  définie  de  trois  manières  diffêrentes  comme 
lieu  des  points  dont  les  distances  à  deux  pôles  fixes  sont  liées  par  une  relation  linéaire. 

On  doit  remarquer  que  le  pôle  O"  coincide  avec  O  ou  O'  dans  le  cas  ou  Téquation  (3) 
represente  un  limaçon. 

II  est  à  remarquer  encore  que,  pour  passer  des  formules  qui  ont  lieu  quanJ  on  prend  le 
pôle  O  pour  origine  des  coordonnées  cartésiennes  à  celles  qui  les  doivent  remplacer  quand  on 
transporte  cette  origine  au  pôle  O",  on  doit  substituer  dans  les  premières  à  /«,  fc  et  a  les 
valeurs. 

^-        .  'ãh'      ah{\-h^-)  '     a{l-h^)' 

243.  Pour  déterminer  la  forme  de  la  courbe  représentée  par  Téquation  (3),  nous  allons 
résoudre  d'abord  quelques  questions  préliminaires. 

1."  Cherchons  en  premier  lieu  les  points  ou  la  courbe  rencontre  Taxe  des  abscisses. 
En  faisant  pour  cela  y  =  0  dans  l'équation  (3),  on  trouve  celle-ci : 

(1  —  A-)  x^  H  2ah'^x  +  k'^  —  aVf-  =  ±  2kx, 
qui  donne,  en  prenant  dans  le  deuxième  niembre  le  signe  supérieur, 

{k±ah)(l+h)  _  k±ah 
et,  en  prenant  le  signe  inférieur, 


"^ r^P      "  1+;^  ' 


(k^:ak){±h—í)_       kZfah 
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La  courbe  cou  e  donc  Taxe  00'  en  quatre  points  réels,  dont  les  abscisses  sont 

A;  +  a/i  —  k  +  ah 

!        X 


l±h  l±h 

Deux  de  ces  points  coíneident  quaiid  h-  =  1 ,  ou  A-  =  a-,  ou  k-  =  aVí'^^  c'est-à-dire  quand  Féqua- 
tion  (3)  represente  un  systèrae  de  deux  coniques  horaofocales  ou  uii  liraaçon;  dans  les  autres 
cas  ils  sont  tous  distincts. 

2.°  Cherehons,  en  deuxièrae  lieu,  les  points  raultiples  de  la  courbe  considérée. 

Pour  ceia,    déterminons   les    valeurs   de  a;   et   ?/  qui  vérifient  Téquation  (3)   et   eelles-ci : 

[(1  -  h^)  («2  +  ?/2)  +  2ah'^x  +  A»  -  aVr^]  [(1  -  A«)  x  +  ah'-]  =  2k^x, 
[(1  - h^)  (a;2  +^2)  +  2ah'-x  +  A.^  - aVi^]  (\-h'-)tj=.  2k% 

Or,  la  dernière  équation  se  dócompose  dans  ces  deux  autres: 

01.2 

2/  =  O,     (1  -  ^2)  (a;2  +  y2)  -1-  2ah'^x  i-k--  a"-h^  =  y—^  , 

dont  Ia  deuxième  est  incompatible  avec  la  preniière  de  celles-là.  Donc,  si  la  courbe  repré- 
sentée  par  Téquation  (3)  a  des  points  doubles  à  distance  finie,  ils  doivent  être  plaeés  sur 
l'axe  00',  et  elle  fst  alors  un  limaçon. 

Voyons  inaintenant  si  la  courbe  considérée  a  des  points  doubles  à  Tinfini,  et,  pour  cela, 
cherehons  les  asymptotes.  En  posant  y  =  zx  dans  Téquation  de  cette  courbe  et  ensuite 
a;  =  GO,  on  trouve  lim z  =  +  i;  en  posant  après  cela  dans  la  mêine  équation  y  =  '^ix-\-  u  et 
«nsuite  a;  =00,  on  trouve  celle-ei: 

L±  2í  (1  -  h^)  lira  u  +  2ah^]-  =  O, 

qui  donne  pour  lim  ?f  deux  couples  de  valeurs  égales.  La  courbe  a  donc  deux  asymptotes 
représentées  par  lóquation 


y  =  ±\ 


x  + 


ah"-    1 


et  chacune  de  ces  asymptotes  est  double.  Ces  asymptotes  déterminent  deux  points  de  rebrous- 
sement,  qui  coíneident  avec  les  points  circulaires  de  Vinfini. 

3."  II  resulte  de  tout  ce  qui  precede  que  la  courbe  n'a  pas  de  branches  infinies  et  quVlle 
possède  deux  ovales  syniótriqucs  par  rapport  à  la  droite  00',  qu'ils  coupent  en  quatre  points 
determines  ci-dessus.  Nous  pouvons  ajouter  qu'elle  ne  possède  que  ces  deux  ovales;  en 
effet,  si  elle  en  avait  d'autres,  un  cercle  passant  par  trois  points  plaeés  à  Tintérieur  de 
trois  de  ces  ovales  couperait  la  quartique  considérée  en  six  points  situes  à  distance  linie,  ce 
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qui  implique  contradition,  piiisqiie  un  eercie  quelconqut)  coupe  la  courhe  représentée  par  (3) 
eii  qiiatre  points  situes  à  distance  finie  et  aux  points  cireulaires  de  Tinlini. 

Les  deux  ovales  dont  est  eoiuposé  chaque  coiirbe  (3)  sont  dits  conjugues.  On  verra  bien- 
tôt  qu'ils  peuvent  être  definis  par  une  même  construction  géométrique.  Descartes  a  étudié  Ia 
courbe  au  moyen  de  Féquation  (1),  et  puur  cela  il  n'a  pas  remarque  cette  eonnexion  des  ova- 
les. 

Si  Téquation  (3)  represente  un  limaçon  à  noeud,  les  deux  ovales  ont  un  point  commun, 
dans  les  autres  cas  ils  sont  separes;  si  la  même  équation  represente  un  limaçon  à  point  isole, 
l'un  des  ovales  se  réduit  à  un  point.  Le  cas  oii  (3)  définit  un  limaçonne  será  pas  considere 
dans   ce  qui  siiit,  car  cette  courbe  a  déjà  été  spécialement  étudiée. 

4.°  Les  ordonnées  des  points  oii  les  tangentes  à  un  ovale  coupent  Tautre  sont  détérminées 
par  Téquation  (3),  en  y  substituant  à  x  les  valeurs 

k  +  ah         —  k  +  ah 

'í^±r'   ~T±h~- 

On  trouve  ainsi 


,  Ahk{k  +  ah—d)  ,      _  Ahk{—k±ah  —  a) 

On  peut  démontrer  au  moyen  de  ces  formules  qu'un  des  ovales  est  à  Tintérieur  de 
Tautre.  En  eflet,  les  quantités 

4hk{k  +  ak  —  a)  Uk(—k  +  ah  —  a) 

sont  positives,  la  première  quand  /i>  1,  Tautre  quand  h<l.  Par  conséquent  la  tangente  à 
un  ovale  au  sommet  correspondant  à  Tune  de  ces  valeurs  de  Tabscisse  coupe  l'autre  ovale  en 
deux  points  réels ;  le  premier  ovale  est  donc  à  Tintérieur  de  1'autre. 

Ce  résultat  est,  d'ailleurs,  géométriquement  évident.  En  eíFet,  quand  /*  et  k  varient,  a 
restant  constante,  les  ovales  consideres  varient  aussi ;  mais,  comme  ils  ne  peuvent  pas  se 
couper,  l'iin  de  ces  ovales  ne  peut  p;is  passer  ni  de  Textérieur  à  Tintérieur  ni  de  {'intérieur 
à  Textérieur  de  I'autre  sans  se  réduire  à  un  point  situe  sur  celuici.  Or,  le  limaçon  à  point 
isole  est  Tunique  des  courbes  (3)  qui  est  couiposée  d"un  ovale  et  d'un  point,  mais  ce  point  est 
plaeé  à  Tintérieur  de  Tovale.  Donc  dans  tous  les  cas  un  ovale  est  à  Tintérieur  de  Tautre. 

4."  Polir  déterminer  les  points  oíi  t/  prend  une  valeiír  maxime  ou  minime,  nous  partirons 
des  óquations 

(2')  {l-h^)r^  +  2ah-'x  +  k'--aW  =  2kr,     a;2  +  ?/2  =  r^ 

qui  déterminent  x  et  y  en  fonction  dt'  la  qiiautitú  positive  ou  négative  r,  que  nous  prendrons 
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pour  variable  indépendante.  Ces  équations  donnent 

dx 
dy  dr 

dx  dx      ' 

et  par  suite  les  valeurs  de  r  auxquelles  correspondent  les  valeurs  maximes  ou  minimes  de  y 
sont  déterminées  par  Féquation 

dx 

r  —  a;-j— =  U, 

dr 

ou,  en  %'ertu  de  Téquation  (2'),  par  cette  autre: 

(1  _  A2)-^  r'  —  3  ( 1  -  W)  kr°^  —  {oT-h"-  +  kVí^  -  3A;2  +  a^h^)  r  —  k  {k'-  -  a?h^)  =  0. 

En  substituant  dans  les  formules  (2')  les  valeurs  de  r  déterminées  par  cetta  équation,  on 
obtient  les  équations  qui  déterminent  les  valeurs  des  coordonnées  des  points  cherphés.  Ces  points 
peuvent  être  réels  ou  imaginaires,  et  leur  nombre  est  égale  à  six.  En  tenant  compte  de  cette 
circonstance  et  en  remarquanl  que  le  nombre  des  points  consideres  que  chaque  ovale  peut 
avoir  d'un  côté  de  Taxe  00'  est  évidemment  impair,  on  conelut  que  chacun  des  ovales  en 
a  seulement  un  de  chaque  côté  de  cet  axe. 

Les  points  oíi  x  passe  par  une  valeur  maxime  ou  minime  sont  determines  par  Féquation 

dx  ' 

de  la  coiirbe  et  par  ehacune  des  équations  _y  =  0  et  -=—  =  0.  A  la  première  de  ces  deux  équa- 
tions correspondent  les  qnatre  points  oix  la  courbe  coupe  Taxe  des  abseisses,  dont  on  a  deter- 
mine ci-dessus  les  coordonnées.  La  deuxième  équation  donne  pour  r  la  valeur 


r  =  : 


auquelle  correspondent  ces  valeurs  des  coordonnées  des  points  cherchés : 


a2  +  yt2_a2/í2 


Le  nombre  des  points  qui  satisfont  à  la  question  est  égale  à  deux,  et  ces  points  sont  imagi- 
naires quand 

AaVâ<{a}  +  k^  —  a?¥f, 

et  réels  dans  les  autres  cas. 
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Õ."  Les  points  ou  la  courbe  (3)  coupe  l'caxe  des  ordonnées  soiit  determines  par  réquation 


(õ)  y- 


±h±h^á'--^]i'  —  d'h-'- 


1-A^ 


) 


d'ou  il  resulte  que  ces  points  sont  imaginaires  quand  a- -r  Ic^  <i  d-Ji- ,  et  qu'ils  sont  réels  dans 
le  cas  contrairá. 

II  resulte  de  ce  qui  precede  que  le  pôle  O  ne  peut  pas  être  situe  entre  les  ovales;  il  est 
placé  à  rintérieur  ou  à  Textérieur  des  deux  ovales.  On  determine  aisément  les  conditions  pour 
que  ce  point  soit  à  Tintérieur  des  deiix  ovales.  L'inégalité  a^  +  A;- >  a-Ã-  est  une  de  ces  con- 
ditions; on  obtient  les  autres  en  expriraant  que  le  point  O  soit  placé  entre  deux  sommets  de 
la  courbe.  En  examinant  les  valeurs  de  Tabscisse  de  ces  points,  obtenues  ci-dessus,  et  en 
supposant  que  la  quantité  a  est  positive  ou  négative,  on  voit  que  deux  de  ces  abscisses  sont 
positives  et  les  autres  négatives  quand  /í*<1  et  quand  on  a,  en  même  temps,  /i->]  et  a-h-<^k^, 
et  qu'elles  sont  toutes  positives  si  K'^^  1  et  «*Ã^>Z;^.  Les  conditions  nécessaires  et  suffisantes 
pour  que  le  point  O  soit  placé  à  rintérieur  des  deux  ovales  sont  donc 

a'-  +  k'->  d'Jr-,     /í2  <  1 
ou 

«2  + /c2 >  a'/;',     7i'->l,     a5/i2>Z;2. 

Les  conditions  pour  que  le  point  O'  soit  situe  à  Tintérieur  des  deux  ovales  résultent  de 
celles  qui  précèdent   en   y   remplaçant   /;  par  -j-  et  k  par  -7-.  Ces  conditions  sont  donc 

ou 

a2/í2  +  k'-  >  cr-,     /r  <  1 ,      a^  >  /b^ 

De  même,  les  conditions  pour  que  le  pôle  O"  soit  placé  à  l'intérieur  des  ovales  resulte  de 
celles  qui  se  rapportent  aii  point  O  en  remplaçant  h,  k  et  o  par  les  valeurs  (4);  ces  condi- 
tions sont  donc 


ou 


a^h^  +  a^  >  k'-,     k'-  <  a%\ 
a^h^  +  «'  >  ^^^     k'  >  a^h^-,     k^  >  a^-. 


Comme  conséquence  de  tout  ce  qui  precede  on  peut  fixer  la  forme  de  la  courbe  repré- 
sentée  par  Téquation  (3j.  On  voit  qu'elle  est  composée  de  deux  ovales  distincts,  syraétriques 
par  rapport  à  la  droite  00',  et  situes  Tun  à  Tintérieur  de  l'autre.  L'ovale  intérieur  n'a  pas  de 
points  d'inflexion,  parceque,    s'il    en  avait  quelqu'un,  la  tangente   à   ce   point  couperait   cet 
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ovale  eii  trois  points  coincidentes  et  1 'ovale  extérieur  en  deiix  autres,  ce  qui  est  incompatible 
avec  le  degré  de  réquation  de  Ia  courbe;  et  il  possède  de  chaque  côté  de  Taxe  un  point  oíi 
la  tangente  est  parallèle  à  eette  droite  et  deux  points  placés  sur  ce  même  axe  ou  les  tan- 
gentes lui  sont  perpendiculaires.  L'ovale  extérieur  a  cette  même  forme  ou  une  forme  analogue 
à  eelle  de  la  figure  45  (n."  215);  il  possède  dans  ce  dernier  cas  une  bitangente  perpendi- 
culaire  à  la  droite  00'  et,  comme  dans  Tautre  cas,  deux  points  sur  cette  droite  ou  la  tangente 
lui  est  perpeudiculaire,  et  un  point  de  chaque  côté  de  la  même  droite  ou  les  tangentes  lui  sont 
parallèles. 

244,  On  peut  déterminer  les  normales  aux  ovales  de  Descartes  par  une  eonstruction 
facile  quon  va  voir;  cette  eonstruction  est  d'ailleurs  une  conséquence  d'une  méthode  générale, 
applicable  quand  les  courbes  sont  rapportées  aux  coordonnées  bipolaires. 

Dans  le  cas  oii  Ton  veut  obtenir  la  normale  à  la  courbe  representée  par  Téquation  (1)  à 
un  point  M  auquel  correspondent  les  signes  supérieurs  de  cette  équation,  on  doit  prendre 
sur  les  vecteur  OM  et  0'M  deux  segments  MA  et  JIB  égaux  respectivement  k  1  et  h  (fig.  48); 

la  normale  à  la  courbe  au  point  M  será  la  diagonale  MN 
du  parallélograrame  construit  sur  ces  segments. 

Pour  démoutrer  cela,  il  suffit  de  remarquer  que  Téqua- 
tion  de  la  normale  à  la  courbe  eonsidérée  au  point  {x  y), 
esl 

X-íT  Y- 


ou 


N        0' 

Vig     48 

dr    1   ^  dl-'          dr    ^   ^  dr' 
dx    '  "  dx         dy    '  '"  dy 

dr         X 

—. —  ^  =  cos  (0, 

dx        r 

dr'       X  —  a               , 

dx           r 

dr        y 

-T—  =  -^  =  sin  «), 
dy        r 

dr'        y         .       , 

-^r~  =  -V  =  sm  (1) , 
dy        r 

O)  et  co'  représentant  les  angles  MOX  et  MO'X;  ou 

X-a;  Y-y 


cos  u)  +  A  cos  co'        sin  co  +  /;  sin  cu' 

En  remarquant  maintenant  que  les  coordonnées  Xi  et  t/i  du  point  C  sont  déterminées  par 
les  formules 

x\=x  —  (cos  (O  +  h  cos  cu'),     yt  =  y  —  (sin  lo  -f  ''  sin  m), 

et  que  ces  valeurs  verifient  réquation  qu'on  vient  d'obtenir,  ou  conclut  que  la  normale  coincide 
avec  la  diagonale  MC  du  parallélogramme  considere. 
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Si  le  point  donné  satisfait  à  réquation  r  —  ^'•'  =  iA%  on  doit  prendre  dans  cette  constru- 
ction  le  segment  MB  dans  la  direotionopposée  à  MO'. 

II  resulte  immédiateiuent  de  cette  propriété  des  normales  aiix  ovales  de  Descartes  que 
oes  courbes  résolvent  le  problème  d'Optique  mentionné  au  n."  240  ;  un  rayon  de  lumière 
quelconque  OM  partant  d'un  pôle  O  d'un  ovale  de  Descartes,  séparant  deux  milieux  transpa- 
rents  de  densité  différente  et  dont  Tindice  de  réfraction  soit  égale  à  h,  se  réfracte,  quand  il 
rencontre  la  coiirbe,  suivant  une  droite  MO'  passant  par  Tautre  pôle  O';  en  effet,  la  relation 

sin  OMN       sin  OMN      , 


sinO'MN       sin  ACM 

qui  resulte  de  la  considération  du  parallélogramme  AMBC,  coincide  avec  celle  qui,  d'aprè3 
la  loi  de  la  réfraction,  lie  les  deux  directions  du  rayon  lumineux  considere. 

245.  Si  Ton  pose  dans  Téquation  (3) 

Y  =  (l-h^)(x^+f-)  +  2ah^x  +  k^--a'-k^-,     \J  =  x^-+y^, 

cette  équation  pi'end  Ia  forme 

V^  =  ik^-U, 

et  on  voit  que  la  courbe  qa'elle  represente  est  Tenveloppe  du  système  de  eercles  corres- 
pondants  à  Téquation 

(6)  4/.«r^  4-  2<V  -f  U  =  O, 

ou  t  est  le  paramètre  arbitraire ;  ces  eercles  ont  le  centre  sur  Taxe  de  Ia  courbe. 

246.  Chacune  des  droites  iinaginaires  correspondantes  à  Féquation  y^^ix  rencontre 
la  courbe  (3)  en  deux  points  situes  à  Tinfini  et  en  deux  points  coincidentes,  dont  les  abscisses 
sont  déterminées  par  Féquation 

(2ah'-x^k^-aVi'^f-  =  0; 

ces  droites  sont  dono  tangentes  à  la  courbe  considéróe,  et  cette  courbe  a  par  suite  un  foyer 
ordinaire  au  point  O.  Comme  on  peut  prendre  pour  origine  des  coordonnées  les  points  O' 
ou  O''  et  la  forme  de  Féquation  (3)  ne  varie  pas  avec  cette  transformation,  on  voit  que  les 
pôles  O'  et  O"  sont  aussi  des  foyers  ovdinaires  de  Ia  courbe.  Nous  pouvons  ajoiíter  que  la 
courbe  n'a  pas  d'autres  foyers  ordinaires  réels.  On  demontrera,  en  effet,  plus  loin,  comme 
conséquence  d'un  théorème  applicable  à  la  classe  de  courbes  nommées  qiiarttques  hicirculaires, 
classe  qui  contient  les  ovales  de  Descartes,  que  ces  ovales  possèdent  O  foyers  ordinaires, 
dont  3  sont  réels  et  6  imaginaires.  Ces  derniers  points  sont  determines  par  Fiutersection  des 
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tangentes  imaginaiies 

y  =  ^x,     y  =  i  (x  —  a),     xj  =  i  {x  —  ai), 

qui  passent  par  les  foyers  réels,  avec  ces  autres : 

y==—ix,     y  =  —  i[x  —  a),     y  =  —  i{x  —  ai). 

Nous  ajouterons  encore  à  ce  qui  precede  que  la  eourbe   considérée   a  un  foyer  singulier 
réel,  determine  par  Tintersection  des  asymptotes;  les  coordonnées  de  ce  point  sont 


«  =  ^^-j  ,     2/  =  0. 


247.  En  posant  dans  Téquation  (3)  a;  =  9-cos6,  ?/  =  rsin6,  on  voit  que  Téquation  po- 
laire  de  la  eourbe  qu'elle  represente  est 

(7)  (1  -  r-)  r"-  +  2  {ah"-  cos  O  -  k)  r  +  k--  aVf-  =  0. 

On  obtient  au  moyen  de  cette  équation  quelqiies  propriétés  remarquables  des  ovales  de 
Descartes,  comme  on  va  le  voir. 

1."  En  représentar.t  par  í'i  et  r-2.  les  valeurs  du  vecteur  ;•  qui  correspondent  à  chaque 
valeur  de  O  et  par  fi  le  vecteur  du  milieu  de  la  corde  qui  joint  les  points  que  ces  vecteurs 
déterminent,  on  a  d'abord 

1    ,      ,      ,  (aJi^  cos  e  —  k) 

par  conséquent  le  lieu  des  points  ainsi  obtenus  est  un  Umncon  ãe  Pascal. 

2."  On  a  aussi  (Quetelet:  Corresjwnãance  mafkématiqiw^  t.  V,  1829,  p.  4): 

k'--aVi-^ 
rm  =      ^  _  j^i^  =  o  ai ; 

donc,  la  courhe  esl  anallagmatique  par  rapj^ort  à  chaque  foyer  réel,  le  module  de  la  transfor- 
mativn  étant  êgal  au  2)^'odidt  des  distances  de  ce  foyer  aux  deux  autres. 
3.°  En  éliminant  cos  6  entre  Téquation  (7)  et  Téquation 

í-(Acose  +  Bsine)  +  C  =  0, 
on  obtient,  ponr  dcterniiner  les  vecteurs  ri,  rj,  7-3  et  ri,  des  points   ou   la   droite  représentée 
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par  cette  équation  coupe  la  courbe,  l'égalité 

(/í2  -  1)-^  (A2  +  B2)  r*  +  4/fc  (/í2  -  1)  (A-^  +  B*)  »-3  +  • .  ■ 

+  {a^-h"-  -  k"')"- (A2  4-  B'^)  +  AaVi^  C^  +  Aah^  {a^h^-  -  B)  AC  =  O, 
d'oú 

n  +  Vi  +  ra  -f  ■  n  = 


7V|  ra  j-3  7-4  ^ 


2    ^(A2  +  B-^)(A'-1)2L    ^ 


(^-^  —  1)'^     '    (A2  +  B-^)  (Aí  -  1  )2  L     '  aA"^ 


11  resulte  de  la  première  de  ces  i-elations  le  théorème  suivant: 

Une  ãroitè  quelconque  rencontrt  la   courhe   consiãérée  en  quatre  points  tels  que   la   somme 
algébrique  de  letirs  distances  à  un  foyer  est  constante  (Salmon:  Courbes  planes,  1884,  p.  oÕ4). 
La  deuxième  relation,  en  y  posant 

^ ^       ah^       ' 

donne  cette  aiitre: 

nr,nn=    ^^^,_^^,    , 

auquelle  doivent  satisfaire  ies  vecteurs  des  points  ou  la  droite  représentée  par  l'équation 

a-h'  —  k-^ 


ah' 


By  =  0 


coupe  la  courbe.  Dono,  on  a  le  théorème  suivant,  que  nous  avons  donné  dans  un  article  inséré 
au  Mathesis  (t.  xxii,  1902): 

II  existe  sur  Vaxe  00'  de  la  courhe  considérée  un  'point  f  tel  que  toute  droite  menêe  par  ce 
point  coupe  cette  courbe  en  quatre  points  ãont  le  produit  des  distances  au  foyer  O  est  constant. 

^2^2 y^2 

L'abscisse  de  ce  point-là  est  égale  à j-^ 

Aux  foyers   O'  et  O"   correspondent  deux  points/'  et/"  qui  jouissent  d'une  propriété 
analogue.  Les  abscisses  de  ces  points  sont,  respectivement, 

k"-  -  a^       (a^-k-^)(rM^-  —  k'^) 
a  ak-  (h-  —  1) 

et  les  valeurs  correspondants  du  produit  ri  7--2 ''3  ?-4  sont 

(a2_A;2)2  (a2^2_fc2)2(yr.2_a2)2 
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Je  vais  encore  généraliser  ce  tliéorème.  Posons  A  =  —  tang  w  et  B  =  1.  La  condition  pour 
que  le  produit  ri  Vi  1-3  }•;  preme  la  forme 

(8)  ri  r-2  7-3  )-i  =  K  +  L  cos-  to, 

K  et  L  étant  constantes  et  co  représentant  langle  que  Ia  droite  considérée  fait  avec  laxe  des 
abscisses,  est 

C*  —  O ^ tang  w  =  c, 

ah* 

c  représentant  une  quantité  constante.  L'équation  de  la  droite  considérée  prend  alors  la  forme 

ach^-x  -  ah^  C^x  +  C  {a^-h^  -  i-)  3/  +  C*  (a^^  -  k^)  =  O, 

et  Téquation  de  Tenveloppe  des  positions  que  cette  droite  prend  quand  C  varie  est 

rj}h^-k^  \        (aV)^-  —  k^-)* 


4cx  [x 


ah^ 


.),ií^^,.=o. 


Or,  cette  équation  repi-ésente  une  infinité  de  coniques,  correspondantes  aux  diverses 
valeurs  de  c,  lesquelles  passent  par  le  point  /,  mentionné  ci-dessus,  et  ont  un  axe  de  longueur 
constante,  qui  coincide  en  direction  avec  laxe  des  ovales ;  hs  tangentes  à  chaciine  de  ces  coniqiies 
cottpent  la  courbe  considérée  en  qtiatre  point^  tels  que  le  prodtiit  de  leurs  distances  au  foyer  F 
vérijte  une  relation  de  la  forme  181,  ou  K  e^  L  sont  indépendantes  de  to  eí  K  est,  en  outre,  in- 
dépendanie  de  c. 

Par  les  points/'  et/"  passent  deus  autres  faisceaux  dellipses  qui  jouissent  dune  pro- 
priété  analogue. 

L'équation  polaire  des  ovales  de  Descartes,  qu'on  vient  de  considérer,  fut  employée  par 
Genocchi  [Comptes  rendus  de  V Acadénde  des  Sciences  de  Paris,  1875)  pour  obtenir  la  longueur 
des  ares  de  ces  eourbes;  il  a  déraontré,  en  partant  de  cette  équation,  que  la  rectitication  de 
ces  ovales  dépend  de  la  rectification  de  trois  ares  de  trois  ellipses  différentes.  L'explication 
géométrique  de  cette  réduetion  a  été  donnée  par  M.  Darboux  dans  une  communieation  faite 
k  TAcadémie  des  Sciences  de  Paris  en  1878,  insérée  au  t.  Lxxxvii  des  Comptes  rendus. 

248.  Les  ovales  de  Descartes  peuvent  être  détinis  et  traces  de  plusieurs  modes,  dont 
nous  mentionnerons  ceux  qui  suivent: 

1.'  Le  Ueu  des  points  dont  les  distances  à  dettx  cercles  sont  dans  u7i  rapport  constant,  est 
tin  ovale  de  Descartes. 

En  représentant,  en  efFet,  par  R  et  R'  les  rayons  de  ces  cercles,  par  r  et  r'  les  distances 
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d'un  point  quelconque  du  lieu  considere  à  leurs  centres  et  par  h  une  constante,  on  a 

r  — R  _  _ 

+  — ; -r,,=ll         OU        r  j_ /ir' =  R  _L  ÃR', 

»•'  —  R  '  ' 

ou  le  signe  dépend  de  la  position  du  point  par  rapport  aux  cercles. 

Celte  manière  de  construire  Ihs  ovales  de  Descartes  fut  donnée  par  Newton  dans  les 
Principia  mathemalica  (1.  c). 

2."  Les  ovales  de  Descartes  se  présentent  dans  1»?  problème  qui  a  pour  but  de  determi- 
nar la  courbe  qui  provient  de  Tintersection  de  deux  cones  droits  de  base  circulaire  dont  les 
axes  sont  parallèles ;  ils  résultent  de  la  projectioii  de  cette  courbe  sup  un  plan  perpendiculaire 
aux  axes  des  cones.  En  éliminant,  en  eíFet,  z  entre  les  équations 

2^  =  /,2  [(^  _  ay-  +  f],     (z  -  Â;)*  =  x2  +  f, 


on  obtient  1'équation  (3).  Cette  remarque  fut  faite  por  Quetelet   dans  le  tome  V,  p.  112,  de 
la  Correspondanct  mathématique. 

3."  Considérons  deux  cercles  de  centre  C  et  C  et  un  point  fixe  K  fjig.  49),   placé  sur 

Ia  droite  qui  passe  par 
ces  centres,  et  menons 
par  ce  point  une  droite 
KB  coupant  des  deux 
cercles ;  traçons  ensuite 
les  droites  QA ,  CB,  CA', 
C'B'  passant  par  les  cen- 
tres des  cercles  et  par 
les  points  ou  ils  sont  cou- 
pés  par  la  droite  KB.  Cela 
pose,  le  lieu  des  positions 
que  prennent  les  points 
M  et  M'  oíi  ces  droites  se 
coupent,  quand  la  droite 
KB  varie,  en  tournant  autour  de  K,  est  \in  couple  d'ovales  de  Descartes,  et  les  centres  des 
cercles  en  sont  deux  foyers.  Cette  eonstruction  siraple  de  ces  courbes  fut  suggerée  à  Chasles 
par  le  théorème  de  Quetelet  énoncé  ci-dessus;  il  en  a  donné  une  démonstration  dans  le 
tome  V,  p.  119,  de  la  Corresponãatice  mafhémn.tique,  et  plus  tard,  dans  le  Note  xxl  à 
VAperçu  historique,  il  a  exposé  une  autre,  fondée  sur  le  théorème  de  Menelaus. 

En  appliquant,  en  effet,  ce  théorème  au  triangie  CMC  et  à  la  transversale  KA,  on  a  la 

relation 

CA     MA'    CK 


Fig.  49 


AM    A'C 


CK~^' 
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d'ou  il  resulte,  en  représentcant  par  R  et  R'  les  rayons  CA  et  CA'  des  cercles,  par  r  et  r'  les 
distances  de  M  à  C  et  à  C,  et  par  /;  la  constante  ,^  ■      ^  j 

r  —  hr'  =  R  —  hU'. 

De  même,  en  appliquant  le  théorème  nientionné  au  triangle  C1\I'C'  et  à  la  transversale 
KA,  on  trouve 

r-hr'^-{'R-hR'). 

Comme  complément  à  cette  construction  si  simple  des  ovales  de  Descartes,  Téminent  géo- 
mètre  auquel  elle  est  due  a  encore  ajouté  que  la  tangente  à  la  courbe  ainsi  obtenue  au  pointM 
coincide  avec  la  droite  LM,  qui  passe  par  le  point  L  ou  se  coupent  les  tangentes  aux  deux 
cercles  aux  points  A  et  A'.  Pour  voir  cela,  il  suffit  de  remarquer  qu  on  a 

AM  =  ML .  cos  AML,     A'M  =  l\L .  cos  A'ML, 
et  par  suite 

cos  AML        AM        r  -  R 


cosA'ML        A'M       r'-R' 
ou,  MS  étant  une  droite  perpendiculaire  à  ML, 

sin  UMS 


7  =  A. 


1  SMA' 


=  h; 


donc  MS  est  la  normale  (n."  244)  à  la  courbe  au  point  M  et,  par  conséquent,  ML  en  est 
la  tangente  au  même  point.  On  peut  déterminer  du  même  mode  la  tangente  au  point  M'. 

4.°  Considérons  an  cercle  fixe  C  et  un  cercle  mobile  c,  placés  sur  un  même  plan,  et 
supposons  que  le  centre  de  c  est  situe  sur  la  circonférence  de  C  et  que  le  rayon  varie  pro- 
portionnellement  à  la  distance  D  de  ce  centre  à  un  point  fixe  A ;  Tenveloppe  de  c  est  un 
couple  d'ovales  de  Descartes  conjugues. 

En  eftet,  en  prenant  pour  origine  des  coordonnées  le  centre  de  C  et  pour  axe  des  abscisses 
la  droite  passant  par  le  centre  de  C  et  par  A,  et  en  représentant  par  R  le  rayon  de  C,  par  -.p 
Tangle  forme  par  le  vecteur  du  centre  de  c  avec  cette  axe,  par  a  Tabscisse  du  point  A  et 
par  h  une  constante,  Téquation  du  cercle  r  prend  la  forme 

(«  -  R  cos  cp)2  +  (?/  -  R  sin  tp)2  =  A^D^  =  h^  (R2  +  «2  -  2a  R  cos  ?) ; 

et  Téquation  de  Tenveloppe  de  ce  cercle  resulte  de  Télimination  de  tp  entre  cette  équation  et 
celle-ci : 

03  sin  o  —  y  cos  tp  =  ah"  sin  tp ; 
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cette  équation  est  donc 

[«2  +  3/2  _^  RS  -  h^  (R2  +  «2)]2  =  4R2  [{x  -  ah"-)^  +  y^], 
ou,  en  transportant  Torigine  des  coordonnées  au  point  {ah-^  0), 

[x2  +  ?/2  +  2ah}x  +  rt%^  +  R-  -  ^-^  (R-  +  a-)f  =  4R2  («2  +  y2)_ 
Cette  éqnation  peiít  être  mise  sons  la  forme 

[( 1  -  /í^)  (.»^  +  /)  +  2rí , /i^íc  +  À:?  -  ajA']'  =  Ak\  [x^  +  ^0, 
ou 


et  en  resulte  le  théorètue  suivaut : 

L'enveloppe  d'un  cercle  variable  dont  le  centre  parcourt  la  circonférence  d'un  autre  cercle 
donné  et  dont  le  rayon  varie  proportionnellement  à  la  distance  de  son  centre  à  vn  point  fixe  est 
i(?i  couple  d'ovales  de  Descartes. 

249.  Le  problème  d'Optique  qui  a  donné  rorigine  à  linvention  des  ovales  de  Descartes 
n'est  pas  la  seule  question  de  cette  seience  oíi  tigLirent  ces  courbes.  Quetelet  (Correspondaiice 
mathématique,  t.  v,  p.  1  et  109;  Nouvelles  Mémoires  de  1'Académie  de  Bruxelles,  t.  v)  et  Sturm 
[Annales  de  Gergonne,  t.  XV,  p.  20Õ)  ont  rencontré  ces  mêmes  courbes  dans  la  solution 
du  problème  qui  a  pour  but  de  déterminer  la  caustique  piai'  réfraction  du  cercle.  II  resulte, 
en  efFet,  immédiatement  du  théorème  qu'on  vient  de  démontrer  et  d'une  proposition  géné- 
rale  de  la  tliéorie  des  caustiques,  que  la  caustique  par  réfraction  du  cercle  C  est  la  développée 
de  1'ovale  de  Descartes  represente  par  léquation 

[a;2  _^  y-2  _|_  2ah\c  +  aVl^  -f  R2  _  ^2  (R2  4.  „2^]2  _  4R-2  (^2  ^  yí)^ 

h  étant  Víndice  de  réfraction. 

En  posant  h==l  et  en  appliquant  une  autre  proposition  générale  d'Optique,  on  voit  que 
la  caustique  par  réfiexion  dit  cercle  C  est  la  développée  du  limaçon  de  Pascal  represente  jmr 
Véquation  (Quetelet:  Mémoires  de  V Académie  de  Bruxelles,  t.  111) 

(«^  +  y^-  +  2axf  =  4R2  («2  +  y^). 

Si  R  =  «^  c'est-à  dire  si  le  point  luniineux  est  sur  le  cercle,  cette  équation  represente  une 
cardioide;  donc  (n.°  238)  la.  caustique  par  réfiexion  d'un  cercle  C  est  um  cardioide,  quand  le 
point  lumineux  est  sur  la  circonférence.  Le  centre  du  cercle  dont  cette  cardioide  est  la  conchoule 
coincide  avec  le  centre  de  C,  et  le  rayon  du  même  cercle  est  égal  au  tiers  du  rayon  de  celui-là. 
Cette  proposition  est  diie  à  Jacques  Bernoulli.  qui  \'a  publiée  en  1692  dans  les  Acta  erudito- 
rum. 

VOL.   IV  EE 
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IV. 
Lcs  qnartiquos  l>ii'irculaires. 

250.     Les  points  de  chaque  ovale  de  Descartes  satisfont  à  une  équation  de  la  forme 

(1)  r±hr'±kr"  =  0, 

qiii  resulte  des  deux  équatious  de  cette  eourbe 

r±Jn  r'  =  ±ki,      r±hir"  =  ±ki^ 

ou  r^  r'  et  r''  représentent  les  distances  de  ces  points  à  trois  pôles.  Cette  circonstance  nous 
luène  naturellement  à  étudier  les  courbes  déiinies  par  Téquation  (1). 

Prenons,  pour  cela,  pour  origine  des  coordonnées  un  des  pôles,  pour  axe  des  abscisses 
une  droite  passant  par  un  autre  et  supposons  que  la  distance  du  deuxièine  pôle  au  premier 
soit  égale  à  a  et  que  les  coordonnées  du  troisième  pôle  soient  (a,  p).  On  a  alors  les  rela- 
tions 

r-^  =  x'-  ^  f,     r'2  =  a;2  +y^-  •2ax  +  a\     r''-  =  {x-  af-  +  (z/  -  p)^, 
d'oú  il  resulte  que  Téquation  cartésienne  de  la  coiirbe  considérée  est 


m 


ou 


ou 


I  [(1  +  ^2  _  j;-.^  (.^1  +  ^!)  _  2  (a/,2  _  aB)  a;  +  2  ^k^-y  +  lihi""-  -  (a*  +  p»)  Z;»]^ 

(a.2  +  y-.  j^p^  j^qyj^if^  Ai {x-^  +  3/2^  (a?2  +  f--  2ax  +  a^), 
2{ak^-ar-)  _       2,3  k^  an^^-{a^_+^k^ 

2A 


1-^AS_&» 


La  eourbe  représentée  par  (1)  est  done  du  qitatrième  ordre,  sauf  dans  le  cas  ou  h  et  k 
satisfont  à  la  condition  l+/<i>t  =  0;  dans  ce  cas  cette  équation  represente  une  cubique  cir- 
culaire  (n."  76). 
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251.     Voyons  maintenant  s'il  existe  une  autre  équation  de  la  forme  (2),  ayant  des  para- 
uiètres  différents,  savoir  : 


(20 


I  [( 1  +  ^'í  -  IA)  {x'  +  jf)-2  ( a/í  r  -  c.,  A-?)  X  +  2p,  ^y  +  crM  -  («I  +  P?)  k]f 
1=  4Ã?  (a;'  +  f)  (x'  +  tf-  2ax  +  a'), 


qui  puisse  representei"  une  courbe  identique  à  celle  qui  est  déterminée  par  1 'équation  (2). 

Pour  cela  il  faut  que  les  paramètres  qui  entrent  dans  les   deux  équations   soient  liés  par 
les  relations 

^  2(a,Jc',-ah])  2p,  A:?  ^  ^í=Aí-_(«?+|^^ 

2h, 


ou 


(3) 


Uk 


l  +  hi  —  k] 


ja^  M  -  (a?  +  pn  A-?  =  ?|Í-  ,      A1  =  1  +  /i?  -  ^  . 

Or,  ces  équations  donuent,  eu  éliminant  ai,  j^i  et  Al,  cette  autre: 

2A  («2  +  op  +  í)  /i?  +  (25^+  ç2  -  41- a^  A"-)  hl  +  21 A  =  O, 

dont  résuítent  deux  valeurs  pour  hi,  auxquelles  correspondent  deux  systèmes  de  valeurs  de 
«1,  Pi  et  kl,  déterniinées  par  les  équations  (3),  telles  que  Téquation  (2')  coincide  avec  Téqua- 
tion  (2).  L'une  des  valeurs  de  Jn  est  égale  à  h,  et  les  valeurs  correspondantes  de  «i,  [ii  et  Ai 
sont  égales  à  a,  p  et  A;  donc  à  ce  systéme  de  valeurs  il  ne  correspond  pas  de  nouvelle 
équation  de  la  courbe;  mais  à  Tautre  système  de  valeurs  de  ^i,  «i,  Pi  et  A|  correspond  une 
nouvelle  équation  de  la  forme  (2),  qui  represente  la  même  courbe. 

Donc,  si  une  courbe  satisfait  à  une  équation  de  la  forme  (1),  il  existe  nu  quatrieme  pôle 
tel  que  la  courbe  satisfait  à  une  autre  équation  de  la  même  forme,  mais  avec  des  coefficients 
dijff^érenis :  ' 

r±A,7-'+Air"  =  0, 

r"  représentant  maintenant  la  distance  des  points  de  la  courbe  au  nouveau  pôle. 

Le  théorèrae  qu'on  vient  de  démontrer  fut  donné  par  M.  Darboux  dans  les  Nouvelles  An- 
nales  de  Matkématiques  (2.°  série,  1864,  t.  ui,  p.  156). 

On  démontre  aisóment,  en  proeódant  conime  dans  le  cas  des  ovales  de  Descartes  (n."  240), 

# 
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que  les  points  (O,  0),  (O,  a),  (a,  [5)  et  (ai,  pi)  sont  des  foyers  ordinaires  de  la  courbe  consi- 
dérée;  on  verra  bientôt  qu'elle  n'a  pas  d'autres  foyers  ordinaires  réels. 

II  est  à  remarquer  que  le  théorème  qu'on  vient  de  démontrer  n'a  pas  lieu  qnand  le  coeffi- 
cient  de  7i*  daiis  Téquatiou  qui  determine  hi  est  égal  à  zero,  ni  quand  les  racines  de  cette 
équation  sont  égales.  Les  ovales  de  Descartes  sont  compris  dans  ces  cas  d'exception,  puisqu'on 
a  déjà  vu  que  cbaque  couple  d'ovales  conjugues  a  seulement  trois  foyers  réels. 

En  éliminant  /íi  de  la  première  et  de  la  troisième  des  équatious  (3)  au  moyen  de  la  deu- 
xième,  il  vient  d'abord 

«1  —  a  — ^  k^  =  i-í—  , \ —  k-  —  (a-  +  ,3r)  = '—  , 

et  ensuite,  en  éliminant  /,-  entre  ces  équatiOns, 

On  voit  done  que  le  pôle  («i,  |5|)  est  placé  sur  la  circonférence  d'un  cercle  dont  le  rayon 
R  est  determine  par  la  relation 


et  dont  le  centre  a  pour  coordonnées 


f 


1  o»  +  2Z 

a 


On  vérilie  aisément  que  les  coordonnées  (O,  0),  (O,  a)  et  (a,  ^)  des  autres  foyers  de  la 
courbe  satisfont  à  la  même  équation ;  donc,  les  quafre  foyers  réels  de  la  coiirbe  sont  sitiiés  siir 
la  circonférence  du  cercle  qu'on  vient  de  déterminer  (Darboux,  1.  c). 

2õ2.  Les  quartiques  que  nous  venons  de  considérer  sont  comprises  dans  Timportante 
classe  de  courbes  représentées  par  Téquation 

(4)         {x^-\-y'^f  +  2  {mx+ny)  {x^  +  f)  +  Atx'-  +  Bixy  +  Cif-  +  Dia.-  +  Enj  +  Fi  =  O, 

connues  par  le  nom  de  quartiques  bicirculaires  et  aiissi  par  celui  de  cycliques  du  quatrième 
ordre,  lesquelles  ont  été  Tobjet  de  beaux  et  importants  travaux.  Ainsi,  d'après  un  renseigne- 
ment  de  Laguerre  {Oeuvres,  t.  il,  p.  136),  Moutard  en  a  fait  connaitre  quelques  propriétés 
importantes  dès  1862  en  des  Communications  à  la  Sociétó  Philomatique  de  Paris  sur  les 
courbes  anallagmatiques  Les  mêmes  courbes  furent  étudiées  par  M.  Darboux,  en  connexion  avec 
les  cubiques  circulaires  et  avec  les  courbes  qui  i-ésultent  de  Tintersection  d'une  sphère  avec 
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une  surface  du  deuxième  ordre,  comine  on  Ta  déjà  dit  aii  n."  98,  en  quelques  écrits  remar- 
quables  publiés  dès  1864;  dans  le  dernier  de  ces  travaux,  intitule:  Siir  une  classe  remar- 
quabJ.e  de  courles  et  de  surfaces  algébriques,  publié  en  1873,  sont  reunis  les  resultais  impor- 
tants  des  recherches  de  cet  éminent  géoraètre  sur  les  courbes  considérées  et  sur  une  classe 
de  surfaces  dont  la  théorie  est  rattachée  étroitement  à  celles  de  ces  courbes.  Pendant  ce 
temps  les  mêmes  quartiques  furent  étudiées  aussi  en  Angleterre  par  Casey,  qui  a  consacré  à 
leur  théorie  un  Mémoire  remarquable,  publié  en  1809  dans  les  Transactions  of  the  Royal 
Irish  Academy,  par  Hart,  qui  a  étudié  quelques  manières  de  les  engendrer  dans  un  travai! 
inséré  aux  Proceedings  of  the  London  Mathematical  Society  (t.  XI,  1879,  p.  143),  etc. 

Les  quartiques  bicircuiaires  à  un  axe  de  symótrie  ont  été  spécialement  étudiées  par  De 
la  Gournerie  dans  un  Mémoire  remarquable  publié  dans  le  Journal  de  Liouville  (2."  série, 
t.  XIV,  1869,  p.  2),  par  Laguerre  dans  une  Note  présentée  en  1869  à  la  Société  Pkiloma- 
tique  (Oeuvres,  t.  ii,  p.  73),  laquelle  contient  plusieurs  tliéorèraes  intéressants  sur  ces  courbes, 
par  JefFery  dans  les  Proceedings  of  the  London  Mathematical  Society  (t.  xiv,  1883,  p.  239), 
etc. 

253.  En  abordant  maintenant  Tétude  des  quartiques  bicircuiaires,  nous  allons  déterminer 
la  nature  des  points  situes  à  Tinfini,  et,  pour  ceia,  nous   en  allons  chercher   les   asymptotes. 

En  appliquant  dans  ce  but  la  méthode  génórale  connue,  on  trouve  premièrement  lim  —  =  Íí; 

/,     .  1*1  3C=CO      *^ 

et  ensuite,  en  taisant  y  =  ±ix-j-u,  x  —  x, 

u-  +  {n  +  TO!)  u j-  (Al  -  Cl  +  Bi)  =  0. 

4 

Or,  si  les  racines  de  cette  óquation  sont  inégales,  la  quartique  a  quatre  asymptotes,  et 
par  chaque  point  circulaire  de  l'infini  en  passent  deux;  elle  a  donc  alors  deux  noeuds  à  Fin- 
íini.  Si  les  racines  de  la  même  équation  sont  égales,  par  chaque  point  circulaire  de  Finfini 
passent  deux  asymptotes  coincidentes,  et  la  courbe  a  deux  points  de  rebroussement  à  Tinfini. 
Ce  dernier  cas  a  lieu  quand 

(n±mif-+ Al- Gi±Bii  =  O, 
ou  par  suite 

«2_;„2_|.A,_Ci=0,     2toji  +  Bi=0. 

On  voit  aisément  que  ces  conditions  sont  satisfaites  lorsque  Téquation  (4)  se  réduit  à  celle 
des  ovales  de  Descartes  (n."  241);  ces  courbes  ont  donc  deux  points  de  rebroussement  à  l'in- 
fini,  comme  d'ailleur3  on  avait  déjà  vu  (n."  241).  Les  quartiques  bicircuiaires  à  deux  points 
de  rebroussement  «à  Tinfini  sont  désignées  par  le  nom  de  c artes iemies ;  les  ovales  de  Descartes 
sont  compris  comme  cas  particulier  dans  cette  classe  de  quartiques. 

254.  L'óquation  (4)   des   quartiques   bicircuiaires   peut   être    réduite  à  une  forme   plus 
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m  n 


siniple,  en  transportant  Torigine  des  coordonnées  aii  point  ( — ^,  — ^)  et  en  changeant  en- 

suite  la  direction  des  axes  des  coordonnées  de  nianière  à  faire  disparaítre  le  terrae  qui  con- 
tient  le  produit  xy,  à  savoir: 

(5)  («2  +  3/2  )2  _  4  ( Aa;2  +  A't/2  +  2C£c  -f-  20'^/  +  D)  =  0. 

La  condition  pour  que  cette  équation  represente  une  cartésienne  est  A  =  A';  et  alors  elle 
a  la  forme 

{x^  +  f-f  -  4  [A  (a;2  +  f-)  +  2Ca;  +  20'?/  +  D]  =  O, 

ou,  en  prenant  pour  axe  des  ordonnées  ia  droite  representes  par  Téquation  Ccc  +  Q,'y  =  O, 

(5')  (a;2  +  ff  -  4  [A  (x^  +  f)  +  2Cicc  +  D]  =  O ; 

on  voit  donc  que  les  cartésiennes  ont  un  axe,  au  moins,  et  qu'on  peut  toujours  supposer  dans 
Tétude  de  Féquation  (5)  que,  quand  A  =  A',  on  a  aussi  C'  =  0. 

L'origine  des  coordonnées  auxquelles  est  rapportée  Féquation  (5)  jouit  d'une  propriété 
remarquable  qu'on  va  voir. 

La  droite  représentée  par  Féquation 

y=j,x  +  q 
coupe  la  quartique  en  quatre  points  dont  les  abscisses  sont  déterminées  par  Féquation 

(1  +p^)x''  +  4pq{l  +2r) a;3  +  .  .  .  =  0; 
Fabscisse  du  centre  des  moyennes  distances  de  ces  points  est  donc 

pq 

1+p^ 

et  par  suite  le  lieu  des  centres  correspondants  aux  droites  ayant  Ia  même  direction  est  repre- 
sente par  Féquation 

py  +  x  =  0. 

Nous  avons  donc  le  théorème  suivant : 

Les  diamhtres  des  quartiqnes  bicirculaires  sont  perpendiculaires  axix  cordes  et  piussent  par 
le  point  qu'on  a  pris  pour  origine  des  coordonnées. 

Ce  théorème  fut  donné  par  M.  Humbert  dans  le  cahier  LV  du  Journal  de  1'Ecole  Poly- 
technique. 
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255.  Nous  allons  chercher  maintenant  les  conditions  pour  que  le  cerele  represente  par 
réquation 

(A)  a;2  +  3,2=2(aa,-+py+Y)  =  2P 

soit  bitangent  à  la  qiiartique  bicirculaire  reprósentée  par  l'équation  (5),  et,  pour  cela,  nous 
allons  employer  une  méthode,  due  à  M.  Darboux  (1.  c,  p.  114),  que  nous  avons  déjà 
appliquée  dans  la  question  analogue  relativa  aux  cubiques  circulaires  (n."  78). 

Les  conditions  pour  que  ce  cerele  et  la  courbe  représentée  par  1'équation  (5)  soient  bitan- 
gents  coincident  avec  les  conditions  pour  que  le  inême  cerele  et  Ia  coniqne  représentée  par 
réquation 

(6)  P2  -  (Aa;2  +  A,'y^-  +  2Qx  +  2C'y  +  D)  =  O 

le  soient  aussi.  Or,  comme  Féquation 

/=  P«  -  (Ax2  -t-  A'?/'  +  2Cx  +  2C'y  +  D)  -  /i  («2  +  ?/2  _  2P)  =  Q, 

ou  h  est  un  paramètre  arbitraire,  represente  toutes  les  coniques  qui  passent  par  les  points 
d'intersection  du  cerele  et  de  la  conique  (6),  on  obtient  les  conditions  cherchóes  en  exprimant 
que  cette  dernière  équation  represente  deux  droites  coincidentes,  ce  qu'on  peut  faire  de  la 
manière  sui vante. 

Supposons  d'abord  que  le  coefficient  A'-^h  —  ^'^  de  jí^  dans  cette  équation  soit  diíFérent 
de  zóro.  Alors  la  même  équation  donne  pour  y  les  deux  valeurs 

«,3:c  +  Pt  +  P^-C'±V^K 

(^)  y = Ã7 


A'  +  A-p2 


ou 


K  =  (C'-j5Ã-fÍT-aPa;)2-(j52_A'-/i)[(«2-A-A)a;2  +  2(aY  +  aA-Cj£t;-D  +  2TA  +  f], 
et  ces  vaieur  sont  égales  lorsqu'on  a,  quelle  que  soit  la  valeur  de  a;,  K  =  0,  et  par  suite 

/  (A'  +  /i)aM-(A  +  ^)(p'-A'-A)  =  0, 

(C)  <    ct3(C'-pA-PY)  +  (p--A'-Aj(a-í-C  +  «'í)  =  0, 


(C'-pÃ-f;Y)--(P^-A'-Ã)(f-D  +  2TA)  =  0. 
On  déduit  de  la  deuxième  de  ces  équations,  en  éiiminant  p-  au  moyen  de  la  première, 

,    ,       Ca       ,        C^p 
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et  on  déduit  ensiiite  de  Ia  troisième,  en  éliininant  7  et  %-  au  inoyeu  de  celle  qu'on  vient  d'obte- 
nir  et  de  la  première, 

'  "     A+h      A'+h     "• 

Si  A'  +  ^  —  [5-  =  O,  on  peut  rósoudre  par  rapport  à  x  l'équation  /=  O,  oii  le  coefficient  de 
a;'  est  alors  diíFérent  de  zero,  et  on  retrouve  les  mêmes  relations  qu'on  vient  d'obtenir. 

Les  équations  au  moyen  desquelles  on  obtient  la  solution  du  problème  proposé  sont  done 
celles-ci: 

a-  S- 

(^)  '^•^  +  ^-ÃT^-Ã^  =  *^- 

De  Ia  dernière  équation  résuitent  pour  h  quatre  valeurs,  auxquelles  correspondent  quatre 
systèmes  de  valeurs  de  deux  des  paramètres  a,  ,3  et  f  du  cercle  eherehé,  le  troisième  restant 
arbitraire. 

Donc,  il  existe,  en  general,  quatre  séries  de  cercles  bitangents  à  la  quartique  considérée; 
cette  qvartique  est  Venveloppe  des  cercles  de  chacune  de  ces  séries. 

L'équation  (7)  fait  voir,  en  outre,  que  les  centres  des  cercles  de  chaqiie  série  sont  situes  stir 
une  conique,  et  que  les  quatre  coniqiies  correspondantes  aiix  quatre  valeurs  de  h  sont  homo- 
focales. 

L'équation  générale  des  cercles  bitangents  à  la  quartique  considérée  resulte  de  Téqua- 
tion  (A)  tn  y  substituant  à  ",'  Ia  valeur  donnée  par  l'équation  (8),  ce  qui  donne 

(10)  X*  +  /  -  2«x  -  2,3^  -  ^^\  -  -^-  +2h=0, 

ou  a  represente  une  fonction  de  ,3,  déterminée  par  Téquation  (7),  et  ,3  une  quantité  arbitraire. 
Si  les  constantes  C,  C,  A  ou  A'  satisfont  à  une  des  conditions  C  =  0,  C  =  O  ou  A=A', 
Téquation  (9)  donne  seulement  trois  valeurs  pour  h,  auxquelles  correspondent  trois  séries  de 
cercles  bitangents.  Mais,  en  reinarquant  que  les  équations  (O)  sont  vérifiées  quand  /;  =  — A 
et  «  =  O,  dans  le  premier  cas,  quand  k  =  —  A'  et  «  =  O  dans  le  deuxième,  et  quand  A  =  —  A 
et  Ca  =Cj5  dans  le  troisième,  on  conclut  que,  dans  ces  trois  cas,  il  existe  une  qua'rihne  série 
de  cercles  bitangents  à  la  quartique  considérée,  ayant  les  centres,  respectivement,  sur  les  droites 
représentées  par  les  équations  x  =  0,  y  =  0  ou  C'aí  =  C^.  On  doit  remarquer  que  Ia  condition 
A  =  A'  est  celle  qui  exprime  que  la  quartique  considérée  est  une  cartésienne,  et  que  les  con- 
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dit^ons  C  =  0  et  C'=0  expriuient,  respectivement,  que  l;i  oourbe  est  symétrique  par  rapport 
à  l'axe  des  abscisses  ou  à  celui  des  ordonnées.  Le  eas  ou  A  =  A'  peut  se  réduire,  xl'ailleurs, 
à  Tun  des  cas  précédents,  en  prenant  la  droite  représentée  par  Téquation  CvC+C'j/  =  0 
pour  axe  des  ordonnées,  comme  on  a  dit  au  n.°  254. 

Si  Ton  a  en  mêráe  temps  C  =  0  et  C'  =  0,  réquation  (9)  est  du  deuxième  degré,  et  aux 
deux  valeurs  qu'elle  donne  pour  h  correspondent  deux  séries  de  cercles  bitangeíits ;  mais 
on  voit  corame  précédemment  qii'il  existe,  en  outre,  deux  autres  séries  de  cercles  bitangents 
ayant  les  centres  sur  les  axes  des  coordonnées. 

256.  On  voit  aisément  que  tous  les  cercles  representes  par  Téquation  (10)  coupent  or- 
thogonalement  le  cercle  defini  par  Téquation 

il  suffit  pour  cela  de  substituer  les  valeurs  des  derivées  Y'  et  y'  de  Y  et  ^  par  rapport  à  X 
et  a;,  déduites  des  équations  (10)  et  (11),  dans  la  relation  y'Y'-\-l=0,  de  faire  ensuite 
X  =  £C  et  Y  =  y,  et  de  tenir  compte  des  mêmes  équations  (10)  et  (11). 

Donc,  les  cercles  bitangents  à  la  quartique,  appartenant  à  une  même  série,  coupent  orthogo- 
nalement  un  cercle  fixe,  nommé  cercle  ãirectenr. 

Ce  théorème  n'a  pas  lieu  quand  ã  =  —  A,  ni  quand  /;  =  —  A'. 

257.  Les  coordonnées  {xi,  y\)  du  centre  et  le  rayon  m  de  cliaque  cercle  directeur  sont 
determines  par  les  formules 

,-r.-  C  C^  .,     .,,  ,        C2       ,        C'í 

(D)  X,  =-5--.,     ,/,  =  -_-—,    m'  =  2h 


K  +  h      ^'  A'  +  Ã  '     '  (A+Ã)2    '    (A'  +  A)«  ' 

et  réquation  de  la  quartique,  quand  on  transporte  l'origine  des  coordonnées  au  point  (a'i,  yi), 
prend  la  forme 


(12) 


9p  9p/ 


-4[(A  +  /Oa;"-  +  (A'  +  A)y2]  =  0. 


On  peut  voir  que  cette  équatiou  ne  ohange  pas  quand  on  y  remplace  x'  par  — ^5-— — ^  et 

,  «r  ?/  T  1  I      ,  r  • 

'/    par  —Ti, — '^—n^:  nous  avons  donc  le  théorenie  suivant: 

"^  ^     x'2 + y- ' 

Les  quartiq}ies  hicivcuhdres  sont  analhigmaliquts  pitr  rajyport  à  chacun  des  centres  des  cer- 
cles directeurs,  le  module  de  la  transformation  étant  égal  au  rayon  de  ce  cercle. 

258.     II  resulte  de  la  formule  (B)    que  Téquation  de  la  droite  passant  par  les  points   de 

YOL.   IV  FF 
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contact  de  chaque  cercie  bitangent  avec  Ia  quartique  qui  Tenveloppe,  est 

ou,  en  éliiuiuant  y  au  moyeii  de  Téquation  (8), 

Cette  équation  est  vérifiée  par  les  coordoanées  du  centre  du  cercie  directeiir  correspon- 
dant  à  la  même  valeiír  de  h;  nous  avons  donc  le  théorème  siiivant: 

La  droite  pa.^sanl.  par  le  point  de  contact  d'itn  cercie  bitangent  avcc  la  quartique,  j^asse  aiissi 
par  la  centre  du  cercie  directeur  correspondant. 

Ou  peut  déJuire  de  ce  théorème  celui  qui  a  óté  démontré  au  n."  258,  en  procédant  comme 
daus  la  question  analogue  relative  aux  cubiques  eirculaires  {n.°  82).  On  peut  démontrer  aussi, 
comme  dans  le  cas  de  ces  cubiques,  que  les  centres  des  cercles  directeurs  sont  les  imiques  centres 
dinversion  par  rapport  auxquels  la  quartique  considérée  est  anallagmatique . 

On  démontré  aussi  aisément,  comme  au  n."  82,  les  deux  théorèmes  suivants: 

Les  pioints  oii  le  cercie  osculateur  d'une  quartique  licirculaire  a  un  contact  du  troisième 
ordre  avec  cette  courhe,  coincident  avec  les  points  d' intersection  de  la  quartique  avec  les  cercles 
directeurs  ou  avec  les  sommets  de  la  courhe. 

Si  la  quartique  a  un  point  douòle  à  distonce  jinie,  tons  les  cercles  directeurs  passent  par  ce 
point. 

Le  premier  de  ces  théorèmes  n'est  pas  applicable  aux  points  doubles  de  la  courbe. 

259.  La  doctriue  qu'oii  vient  d'exposer  est  due  à  Moutard,  qui,  d'apròs  un  renseigne- 
ment  de  Laguerre  [Oeuvres,  t.  ii,  p.  136),  en  a  comniuniqué  les  principaux  théorèmes  en  1862 
à  la  Sociétó  pliilomatique  de  Paris.  Nous  ajouterons  encore  ceux  qui  suivent. 

1 .°  II  est  nécessuire  et  suffisante  pour  que  la  coiu-be  (5)  ait  tm  point  douhle  à  distance 
jinic,  quune  des  vacines  de  Véquation  (9)  vérijte  la  condition  m~  =  0. 

Eu  efFet,  si  la  quartique  considérée  possède  uu  point  double  ;\  distance  íinie,  une  des 
séries  de  cercles  bitangents  est  remplacée,  comme  dans  le  cas  des  cubiques  eirculaires  (n.°  80), 
par  une  série  de  cercles  simplement  tangents  passant  jiar  ce  point,  et  par  conséquent  les 
droites  d'un  des  faisceaux  envisagés  au  u."  prócédent  s'interceptent  au  point  double.  Ce 
point  doit  pourtant  couicider  avec  un  des  points  determines  par  les  équations  (D).  En  pre- 
nant  le  point  double  pour  origine  des  coordonnèes,  on  doit  donc  obtenir  une  équation  de  la 
forme  (12),  qui  soit  satisfaitc  quand  x'  =  0  et  y  =0,  et  pour  cela  il  faut  qu'on  ait  m-  =  0. 

La  proposition  reciproque  de  celle  qu'on  vient  de  démontrer,  resulte  immédiatement  de 
réqiiation  (12;,  laquelle  fait  voir  que,  quand  nr  =  O,  Torigine  des  coordonnèes  est  un  point 
double. 
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II  resulte  encore  de  ce  quon  vient  de  dire  que  le  point  ãouile  qu'nne  quartique  bícir- 
culaire  imiciirsale  possède  á  disfance  finie,  peut  être  considere  comine  le  centre  d'ttn  cercle 
directettr  de  rayon  nul.  '**- 

2."  Toute  cartésienne  unicursale  est  itn  Umaçon  de  Pascul. 

En  eíFet,  en  posant  dans  l'équation  (12)  A  =  A'  et  ?»- =  O,  et  en  prenant  la  droite  repré- 
sentée  par  réquation  Cx-r  Ci/  =  0  pour  axe  des  ordonnées,  on  obtient  Téquation  du  limaçon 
(n."  214). 

3."  Cest  condition  nécessaire  et  siiffisanie  pour  que  deiix  ou  trois  racinea  de  réquation  [9)  soient 
égales,  que  la  quartique  considérée  ait,  respectivement ,  un  noeud  ou  iin  point  de  rehroussement 
à  distance  finie. 

Pour  démontrer  cette  proposition,  reraarquons  d'abord  que  la  condition  pour  que  Téqua- 
tion  (9)  ait  des  racines  égales  est 

C-  C* 

et  qu'elle  coincide  dono  (n."  257)  avec  celle  qui  exprime  que  le  rayon  m  du  cercle  directeur 
correspondant  à  cette  racine  est  nul. 

Remarquons  ensuite  que  les  conditions  qui  expriment  que  la  même  équation  (9)  a  trois 
racines  égales  sont  celle  qui  precede  et  celle-ci : 

(13)  C^       ■       C''  - 


(A-f  A)3   '    (A'  +  A)3 


et  que,  d'un  autre  côté,  la  condition  pour  que  la  courbe  représentée  par  Téquation  (12)  ait  un 
point  de  rebroussement  à  Torigine  des  eoordonnées  resulte  de  la  relation 

/    ô'tt    \*      èhi      c^u 

en  remplaçant  u  par  le  premier  meiubre  de  1^12)  et  en  faisant  ensuite  x'  =  0  et  t/  =0,  et 
que  cette  condition  coincide  avec  lequaion  {l'ò). 

20O.  En  passant  maintenniit  à  la  détermination  des  foyers  des  quartiques  bicirculaires, 
nous  reinarquerons  d'abord  que  leur  noiubre  peut  être  determine  d'avance  par  la  méthode 
employée  au  n."  85  pour  obtenir  celui  des  foyers  des  cubiques  circulaires. 

En  posant  pour  cela  dans  Tóquation  (õ)  x  =  — ,  y  =  ^,  on  obtient  une  nouvelle  équation 

ÍC|  Xi 

qui  represente  une  courbe  de  la  même  classe  que  la  première  ayant  deux  points  doubles,  dont 
les  eoordonnées  sont  (O,  +i),  correspondants  à  ceux  que  la  courbe  donnée  a  à  linfini.  Mais, 
en  vertu  d'un  théorème  general  énoncé  au  n."  Sò,  on  peut  ment-r  à  la  nouvelle  courbe  par 
chacun  des  points  (O,  +  i")  «—2  tangentes,  n  représentant  la  classe  de  cette  courbe.   Donc, 
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la  courbe  définie  par  Téquation  (5)  possède  ?i  —  2  tangentes  de  coefficient  angulaire  i  et  un 
nombre  égal  de  tangentes  de  coefficient  angulaire  —  i. 

Cela  pnsé,  si  la  quartique  (õ)  a  deux  noeuds  à  linfini,  on  voit  au  nioyen  de  la  formule 
de  Pliicker  employée  au  n."  85  que  la  courbe  est  de  8/  clasi,e  et  que  le  nombre  des  tan- 
gentes dont  le  coefficient  angulaire  est  í  est  pourtant  égal  à  6;  deux  de  ces  tangentes  coíncident 
avec  deux  asymptotes  et  les  autres  quatre  ont  les  points  de  contact  à  distance  finie.  De  même, 
le  nombre  des  tangentes  de  coefficient  angulaire  —  i  ayant  le  point  de  contact  à  distance 
finie  est  égal  à  4.  Ces  deux  faisceaux  de  tangentes  déterminent  par  leurs  intersections  16 
points,  qui  sont  les  fot/ers  orãinaires  de  la  courbe. 

Si  la  quartique  considérée  a  deux  points  de  rebroiissement  à  lintini^  elle  est  de  6.^  classe, 
et  par  cliaque  point  circulaire  de  1  iníini  passent  alors  4  tangentes,  dont  une  coincide  avec 
lasymptote  qui  passe  par  le  point  considere.  Le  nombre  des  foyers  orãinaires  de  la  courbe 
est  donc  alors  égal  à  9. 

Nous  avons  dunc  le  théorème  suis'ant:  Si  une  quartique  hicirculaire  non  unicursale  a  deux 
noeuds  à  Vinjini,  elle  possede  16  foyers  ordinaires,  dont  4  sont  réels;  si  elle  a  deux  points  de 
rehroussement  à  Vinjini,  le  nombre  des  foyers  ordinaires  est  égal  à  9,  dont  3  sont  réels. 

On  voit  aisément  que,  si  la  quartique  considérée  est  unicursale^  cette  courbe  possède  quatre 
foyers  ordinaires,  si  elle  a  trais  noeuds;  un  seul  foyer  ordinaire,  si  elle  a  un  noeud  et  deux 
points  de  rebroussement,  ou  deux  noeuds  et  un  point  de  rebroussement ;  et  enfn  que  cette  courbe 
na  pas  de  foyers  ordinaires,  quand  elle  j)ossède  trois  points  de  rebroussement. 

La  quartique  bicirculaire  (5)  possède,  en  outre,  deux  foyers  singuliers  réels  aux  points 
d'intersection  des  asymptotes  conjuguées.  Comme  Téquation  des  asymptotes  de  cette  courbe 
est 


y  =  +  ix+V  A  —  A', 
les  coordonnées  de  ces  foyers  sont 

a;  =  O,     y  =  ±\  A  —  A', 
si  A  >  A';  ou 

^  =  U,     a;  =  ±  v/Ã'  -  A, 

quand  A'  >  A. 

Donc,  les  foyers  singuliers  coíncident  avec  les  foyers  des  cuniques  (7)  (Casey:  1.  c). 

Si  l'équation  (5)  represente  une  cartésienne,  on  a  A  =  A',  et  les  deux  foyers  coíncident  avec 
le  centre  des  cercles  (7). 

261.  Tous  les  foyers  ordinaires  de  la  quartique  considérée  doivent  être  situes  sur  les 
ooniques  représentées  par  Téquation  (7),  puisque  ces  points  sont  les  centres  de  cercles  bi- 
tangents  de  rayon  nul. 

Mais,  d'un  autre  côté,  si  (a,  b)  sont  les  coordonnées  d'un  foyer,  il  doit  exister  un  système 
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de  valeiírs  de  «  et  [5  telles  qu'on  ait 


on„  9C'R 


et  par  conséquent 


9Cn  9P'A 


Noiís  avons  donc  le  théorème  suivant,  dú  à  Hart  (Salmon:  Courbes  planes,  p.  342): 

Si  la  quartique  hicirculaire  (5)  n'a  pas  de  point  douhle,  à  distance  finie,  les  points  d'inter- 
section  de  chacune  des  coniques  représentées  par  Véquation  (7)  avec  le  cercle  directeur  corres- 
pondant  à  la  viême  valeur  de  h  sont  des  foyers  orãinaires  de  la  quartique. 

On  obtient  au  moyen  de  ce  théorème  tous  les  foyers  ordinaires  de  la  quartique  considérée, 
si  C  et  C  sont  différents  de  zero  e  si  A  est  diíFérent  de  A'. 

Si  Ton  a  C'  =  0,  c'est-à-dire  si  la  eourbe  est  symétrique  par  rapport  à  Taxe  des  abscis- 
ses,  cet  axe  est  le  lieu  des  centres  d'une  série  de  cercles  bitangents,  et  la  quartique  y  peut 
donc  avoir  des  foyers  ordinaires,  On  determine  les  abscisses  a  de  ces  points  au  moyen  de 
Téquation  sui vante,  qu'on  obtient  en  exprimantque  la  droíte  3/ =  i  (cc  —  a)  coupe  la  quartique  (5) 
en  deux  points  coincidents : 


(14) 


(A  -  A')  «^  +  4Ca3  +  4  (AA'  +  D) «"  +  8A'Ca  +  4  (C*  -  A  +  A')  =  0. 


De  même,  si  C  =  O,  on  obtient  les  ordonnées  b  des  foyers  de  Ia  quartique  situes  sur  Taxe 
des  y  au  moyen  de  l'équation  qui  resulte  de  celle  qu'on  vient  d'obtenir  en  remplaçant  a  par 
b,  C  par  C,  A  par  A'  et  A'  par  A. 

Si  A  =  A',  c'est-à-dire  si  Féquation  (5)  represente  une  cartésienne,  on  peut  réduire  cette 
équation  à  la  forme  (õ')  au  moyen  d'un  cliangement  de  direction  des  axes  des  coordonnées, 
et  appliquer  ensuite  Téquation  (14),  en  y  faisant  d'abord  A  =  A',  pour  déterminer  les  trois 
foyers  situes  sur  l'axe  qu'alors  la  eourbe  possède. 

La  méthode  pour  déterminer  les  foyers  ordinaires  des  quartiques  bicirculaires  qu'on  vient 
d'indiquer,  est  applicable  au  eas  ou  la  eourbe  a  un  point  double  à  distance  finie;  mais  alors 
elle  determine  non  seulement  les  foyers  proprement  dits,  mais  encore  les  poinfs  ou  les  droites 
qui  passent  par  le  point  double  et  par  chacun  des  points  circulaires  de  1'infini  coupent  les 
tangentes  issues  de  ces  derniers  points. 

262.  Revenons  raaintenant  au  cas  ou  l'équation  (5)  represente  une  cartésienne,  et  sup- 
posons  qu'on  ait  réduit  cette  équation  à  la  forme  (5')  par  un  cliangement  de  la  direction  des 
axes.  Comme  on  a  alors  A  =  A'  et  C'  =  0,  Téquation  (9)  prend  la  forme 
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et  aux  ses  trois  racines  correeponclent  six  foyers  ordinaires,  determines  par  l"intei-section  des 
cereles  (7)  avec  les  cercles  directeurs  correspondants.  Les  autres  foyers  ordinaires  sont  pla- 
cés  sur  Taxe   de   la   courbe,    et  on  a  obtenii   précédemment   l'équation   qui   determine    leurs 
abscisses ;  mais  nous  allons  retrouver  cette  équation  par  une  autre  voie. 
Mettons  lóquation  de  ia  courbe  sous  la  forme 

V2  =  4U, 
ou 

V  =  a;2  +  ?/-^-2A,     \]  =  4{2Cnx  + Á^  +  D), 

et  remarquons  que  la  courbe  considérée  est  i"enveloppe  des  cercles  representes  par  Téquation 

4í2_2Vi'-f  U  =  0, 

t  étant  ie  paramètre  ai'bitraire,  et  que  les  centres  de  ces  cercles  sont  situes  sur  Taxe  des 
abscisses.  La  condition  pour  que  Ie  point  (a,  0)  soit  le  centre  dun  cercle  bitangent  de  rayon 
nul,  situe  sur  cet  axe,  c'est  donc  qu"il  existe  une  valeur  de  t  telle  qu'on  ait 

4í2  -  2 Vi  +  U  =  B  [(£c  -  a)2  +  f] , 
et  par  suite 

B  =  -2t,     Ci  =  -BíT,     4(í»  +  A<)  +  A5'+D  =  Ba». 

En  éiiminant  maintenant  B  et  t  entre  ces  équations,  on  obtient  celle-ci : 

Cl «3  +  (A2  +  D)  a^  +  2 Ada  +  Cl  =  O, 

qui  est  d'accord  avec  Téquation  (14),  et  dont  il  resulte  que  trois  des  foyers  ordinaires  d'une 
cartésienne  qiielconque  sont  situes  sur  son  axe. 

Un  des  foyers  determines  par  Téquation  precedente  est  nécessairement  réel,  les  autres 
peuvent  être  réels  ou  imaginai res.  Dans  le  cas  ou  ils  sont  réels,  on  a,  en  représentant  par  «i 
et  «j  deux  racines  de  la  dernière  équation  et  par  ^j  et  t-2  les  valeurs    correspondantes    de  t, 

4<f  -  2Ví,  +  u  =  -  2^  p2,     ^i'i  _  2\t.2  +  U  =  -  2ti  p|, 

pi  et  p2  représentant  les  distances  des  points  de  la  courbe  aux  foyers  {a{,  fiO,  («2,  /«) ;  et  par 
suite 

4t]  —  4ti\/V  +  U  =  -  2fi  pí,     -íti  —  4f^y\J  +  lS  =  —  2fi  p*, 
ou 


2/,-v/U  =  v/^^^i.p,,     2^2-V/U  =  v/-2íí.pí, 
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ou,  en  élirainant  vU, 

X|  pi  +).s  pj  =X3, 

Kl,  Xi  et  X3  reprósentant  trois  constantes.  Donc,  les  cartésiennes  qui  ont  trois  foyers  réels  sur 
Vaxe  covicident  avec  les  ovales  de  Descartes. 

Les  cartésiennes  qui  ont  deux  foyers  imaginaires  sur  Taxe  furent  Tobjet  d'un  travail 
spécial  de  Cayley  {Mathematical  Papeis,  t.  vii,  p.  241). 

263.  On  voit  aisóment,  en  appliqiiant  Ia  transformation  par  rayons  vecteurs  reciproques 
à  Téquation  general  des  coniques,  que  la  courbe  inverse  d'uiie  conique  par  rapp)ort  àunpoint 
de  son  plan  non  situe  sur  la  cuurbe  est  une  quartique  bicírculaire  unicursah ,  et  que  le  point 
double  réel  de  cette  quartique  coincide  avec  le  centre  d'inversion.  Si  le  centre  d'inversion  coin- 
cide avec  le  fuyer  de  la  conique,  la  courbe  inverse  est  (n."  219)  le  limaçon  de  Pascal. 

On  voit  aussi  aisément  (n.°  77)  que  la  courbe  inverse  dune  cubique  circulaire  est  une 
quartique  bicírculaire,  quand  le  centre  d'inversion  nest  pas  situe  sur  la  cubique,  et  qu'alor8 
rasymptote  réelle  de  cette  cubique  est  parallèie  à  la  tangente  à  la  quartique  au  centre  d"in- 
version.  Si  ce  centre  coincide  avec  un  foyer  ordinaire  de  la  cubique,  ce  foyer  doit  dísparaítre, 
et  la  transformée  est  alors  une  cartésienne. 

Réciproquement,  on  voit,  en  appliquant  Tinversion  à  l'6quation  (4),  que,  si  Fi  est  différent 
de  zero,  c'est  à-dire  si  le  centre  dinversion  n'est  pas  sur  la  courbe,  la  courbe  inverse  de  la 
quartique  détei'ininée  par  cette  équation  est  une  autre  quartique  bicirculaire ;  on  voit  aussi, 
en  faisaiít  Fj=0,  que  la  courbe  inverse  (Vune  quartique  bicirculaire  par  rapport  à  lun  de 
ses  points  est  une  cubique  circulaire;  on  voit  enfin,  en  faisant  Ci=0  etDi=0,  que  la 
courbe  inverse  d'une  quartique  bicirculaire  unicursale  par  rapport  au  point  double  situe  à 
distance  íinie  est  une  ellipse,  quand  le  centre  dinversion  en  est  un  point  isole,  une  hyperhole, 
quand  il  en  est  un  noeud,  une  pjarabole,  quand  il  en  est  un  point  de  rebroussement.  Si  la 
courbe  (4)  a  deux  noeuds  à  Finfini  et  le  centre  d'inversion  coincide  avec  un  foyer  réel  de 
cette  quartique,  ce  foyer  disparait,  et  la  transformée  est  une  cartésienne. 

Parmi  les  conséquences  des  théorcnies  précédents  on  doit  remarquer  celles-ci : 

1."  Si  une  quartique  bicirculaire  possede  trois  foyers  réels  sur  la  circonférence  d\m  même 
cercle  directeur,  les  distances  des  points  de  la  courbe  à  trois  quelconques  de  ces  foyers  sont 
liées  par  une  relation  linéaire  homogine. 

En  efFet,  la  courbe  inverse  de  la  quartique  par  rapport  à  lun  de  ses  points  est  une  cubique 
circulaire  ayant  (n."'*  27  et  28)  aussi  quatre  foyers  réels  sur  la  circonférence  d'un  cerele 
inverse  de  celui-là.  On  peut  donc  dé(hiire  ce  théorèine  de  celui  qu'on  a  démontré  au  n."  90 
par  la  métliode  euiployée  au  n."  29  dans  une  question  analogue. 

II  resulte  de  ce  théorème  que  les  courbes  étudiées  au  n."  251  sont  les  seules  quartiques 
bicirculaires  qui  jouissent  de  la  propriété  de  posséder  quatre  foyers  sur  une  mênie  circon- 
férence. 

2."  Si  une  quartique  bicirculaire  unicursale  a  deux  foyers  réels,  les  distances  des  points  de 
la  courbe  ã  ces  foyers  et  au  point  double  sont  liées  j)ar  une  relation  linéaire  homogène. 
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On  déduit  ce  théorème  de  Téquation  bipolaire  de  Tellipse  et  de  Thyperbole,  en  procédant 
comme  au  n.°  29. 

264.  Les  droites  bitangentes  aux  quartiques  bicirculaires  peuvent  être  déterminées  aisé- 
inent  au  moyen  des  théorèmes  demontrés  au  n."  25Õ,  ea  considérant  ees  droites  comme 
cercies  bitangents  ayant  le  centre  à  linfiui.  Pour  cela,  remarquons  que  Téquation  (7)  donne 


V- 


,i„i_^./     A'  +  * 


et  que  réquation  (10)  se  réduit  alors  à  celle-ci : 


-2 


qui  represente  les  bitangentes  cherchées. 

On  conclut  de  cette  équation  et  des  relations  (D)  que  par  le  centre  de  choque  cercle  di- 
recteur  passent  deux  droites  bitangentes  à  la  quartique  considêrée. 

La  méthode  precedente  ne  determine  pas  tontes  les  bitangentes  à  la  quartique  donnée 
quand  on  a  C'  =  0,  C  =  0  ou  A  =  A'.  Dans  ces  cas  il  faut  encore  considérer  les  séries  des 
cercies  bitangents  qui  ont,  respectivement,  leurs  centres  sur  Taxe  des  abscisses,  sur  Taxe 
des  ordonnées  ou  sur  la  droite  C'a;  =  C?/,  pour  déterminer  les  droites  vers  lesquelles  ils  tendent 
quand  le  centre  tend  vers  Tinfini.  Ces  droites  doivent  donc  être  perpendiculaires,  respective- 
ment, à  l'axe  des  abscisses,  à  l'axe  des  ordonnées  ou  à  Ia  droite  Cx=Q,y.  On  peut  déter- 
miner celles  qui  satisfont  à  Ia  première  eoudition.  en  exprimant  que  la  droite  x  =  k  coupe 
Ja  courbe  (5)  en  deux  couples  de  points  coTncidents,  d'oii  resulte  Téquation 

4  (A  -  A')  k^  +  2Ck  +  A'2  +  D  =  O, 

qui  donne  deux  valeuis  pour  k,  auxquelles  correspondent  deux  bitangentes. 

De  mêrae,  en  posant  y  =  k,  on  obtient  les  équalions  qui  déterrainent  les  valeurs  de  k  dont 
dépend  la  position  des  bitangentes  perpendiculaires  à  Taxe  des  ordonnées. 

Le  cas  oíi  A  =  A',  c'est-à-dire  le  cas  ou  la  courbe  considêrée  est  une  cartésienne,  peut 
être  réduit  á  ceux  qui  prérèdent  par  une  transforiuation  des  axes  des  coordonnées  (n.°  254). 

265.     Nous  allons  chercher  maintenant  les  coniques  tangentes  à  la  quartique  bicirculaire 
représentée  par  Tóquation  (5)  en  quatre  points  et  passant  par  un  point  donné. 
Remarquons,  pour  cela,  que  la  conique  définie  par  Téquation 

A,a;S -f  B.a;^,  J- Cií/2 -f  D.x  T  Eiy -f  F,  =  O 
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coupe  Ia  qnartique  considérée  (Õ)  eu  huit  points  par  lesquels  passe  Ia  quartiqiie  représentée 
par  Téquation 

(«2  +  ?/2)2 _  4  (Ax"-  +  A'f  +  2C£C  +  2  Cij  +  D)  -  (Aior^  +  Btxi/  +  Ci^/^  +.  •  • )  =  0. 

et  que  la  même  quartiqiie  (5)  et  la  coniqiie  sont  tangentes  en  quatre  points,  lorsque  cette  der- 
nière  óquation  se  réduit  à  celle  de  deux  cercles  conundents,  c'est-à-dire  quand  on  peut 
déterminer  a,  p  et  ã  de  manière  que  Téquation 

{x^-+f-2oix  —  2^ij  +  2hf  =  0 
soit  identique  à  eelle  qui  precede.  On  trouve  ainsi  les  conditions 

«  =  0,     p  =  0,     4A  +  A,=-4^,     4A'  +  Ci=-4/i,     Bi  =  0, 
8C  +  Di  =  0,     8C'  +  E,  =  0,     4D  +  F,  =  -4ã2, 

Dono,  les  eoniques  tangentes  à  la  quartique  (5)  en  quatre  points  sont  représentées  par 
Téquation 

(15)  h  {x^  +  f)  +  Ax^-  +  A'f  +  2Ca;  +  20'^^  +  D  +  h^  =  0, 

oíi  h  represente  une  quantité  arbitraire;  les  quatre  points  de  contact  de  cette  conique  avec  Ia 
quartique  sont  situes  sur  le  cercle  ayant  pour  équation 

x-  +  ^f+2h  =  0. 

Les  coordonnées  des  centres  des  eoniques  considérées  sont r  et .  ,  ,   ,  ;  le  lieu 

,  .  A-\rh  A+A' 

de  ces  centres  est  donc  rhyperbole  représentée  par  1  équation 

(16)  (A-A>?/+C.y-C'a!  =  0, 

laquelle  passe  par  les  centres  des  cercles  directeurs  (n."  257)  et  par  le  point  qu'ou  a  pris 
pour  origine  des  coordonnées. 

Si  Fon  donne  un  point  par  lequel  la  cunique  doit  passer,  on  obtieut  au  moyen  de  l'équa- 
tion  (15)  deux  valeurs  correspondantes  pour  h;  donc,  par  cliaque  point  du  plan  passent  deux 
eoniques  tangentes  à  la  quartique  (5)  en  quatre  points 

L'équation  des  norniales  aux  eoniques  (15)  est 

[{A  +  h)x  +  C]iY-y)~[^A'  +  h)y+a]{X-x)  =  0; 

en  y  faisant  X  =  0  et  Y  =  0,  on  obtient  une  relation  entre  x  et  y,  qui  coincide  avec  l'équation 
VOL.    IV  GG 
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de  Ihyperbole  considérée  ci-dessiis.  Donc,  le  lieu  des  pieds  des  normales  aux  coniques  inscrites 
da7is  la  quai-tique  (õ)  est  Vhyperhole  (16). 

Conime  conséquence  de  cette  doctrine  on  peut  retrouver  l'équation  des  droites  bitangentes 
à  Ia  quartique.  II  suffit,  pour  cela,  d'exprimer   que  réqaation   (15)   represente  deux  droites. 

366.  La  podaire  d'une  eUipse  ou  d'une  hyperhole  jmr  rapport  à  un  j)omt  O  qiielconque 
est  tme  quartique  hicirciãnire  unicursale;  réciproquement,  toute  quartique  bicirculaire  unicur- 
sale  est  la  podaire  d'une  ellipse  ou  d'une  hyperhole. 

En  eíFet,  en  prenant  pour  origine  des  coordonuées  le  point  donné  O  et  en  représentant 
par  ( — m,  — n)  les  coordonnées  du  centre  de  la  conique  considérée,  on  peut  mettre  soa 
équation  sous  la  forme 

A,      +      C, 

et,  en  procédant  comme  au  n."  30,  on  trouve  que  léquation  de  sa  podaire  est 

(£c2  +  7/2  +  mx  +  nyf  =  Aiíc^  -r  Qo/ 

et  que,  par  conséquent,  cette  podaire  est  une  quartique  bicirculaire  unicursale  dont  ie  point 
double  réel  coincide  avec  le  point  donné  O.  Tl  est  géométriquement  évident  que  cette  quar- 
tique a  à  O  un  noeud,  quand  le  point  O  est  situe  dans  la  region  du  plan  extérieure  à  la 
conique,  un  rebroussement,  quand  il  est  situe  sur  la  conique,  un  point  isole,  quand  il  est  situe 
à  rintérieui'  de  rellipse  ou  d'une  des  branches  de  Thyperbole. 

Réciproquement,  comme,  d'après  la  formule  (12),  l'équation  des  quartiques  bieirculaires 
unicursales  peut  être  réduite  à  la  forme  precedente,  on  conclut  qu'à  chacune  de  ces  quarti- 
ques correspond  une  conique  dont  elle  est  la  podaire. 

267.  On  peut  construire  au  moyen  du  théorème  qiron  vient  de  démontrer  les  quartiques 
bieirculaires  unicursales;  mais  il  est  en  générale  préférable  d'employer  dans  ce  but  une  mé- 
thode  plus  facile  qui  découle  du  théorème  suivant,  que  nous  avons  donné  dans  un  travail 
inséré  aux  Annali  di  Matemática  (Milan,  série  3",  t.  xi,  p.  18) : 

Toute  quartique  bicirculaire  unicursale' est ,  et  de  quatre  manières  différentes,  la  cissoidale 
de  deux  cercles  réels  ou  imaginaircs  par  rapport  à  un  pioint  placé  sur  la  circonférence  de  l'un 
de  ces  cercles. 

Prenons  deux  cercles  C  et  C  et  sur  la  circonférence  du  premier  un  point  O.  Menons  ensuite 
par  ce  point  une  droite  arbitraire  OK  et  soient  B  le  point  oii  elle  coupo  la  circonférence  de 
C  et  E  et  E'  les  points  oii  elle  coupe  celle  de  C.  Prenons  ensuite  sur  la  même  droite,  à 
partir  de  O,  deux  segments  OA  et  GA'  respectivement  égaux  à  OE  —  OB  et  OE'  —  OB. 
Cela  pose,  le  lieu  des  points  A  et  A',  quand  OK  varie,  en  tournant  autour  de  O,  est  (a.°  20) 
la  cissoidale  des  cercles  C  et  C  par  rapport  à  O,  et  nous  en  allons  clierclier  Téquation. 
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Soient  O  Torigine  des  coordonnées,  («i,  òi)  et  (a>,  Z»-i)  les  coordonnóes  des  centres  de  C 
et  C,  R  le  rayon  de  ce  deniier  cerole,  pi  le  seginent  OB,  pr>  les  segments  OE  et  OE',  p  les 
segments  OA  et  OA',  et  d  Fangle  foriné  par  OK  avec  Taxe  des  abscisses.  Les  équations 
polaires  des  cereles  C  et  C  sont,  respectivement, 


pi  =  2  («1  cos  d  -f  I>i  sin  6), 
p^  —  2  (ao  cos  e  +  bi  sin  Ôj  p^  =  R-  -  a\  -  è| , 

L'ôquation  polaire  de  la  cissoidale  considérée  est  dono 


p  =  (a-2  —  2ai)  cos  6  +  (Ja  —  2òi)  sin  (9  ±  \\(,.,  cos  S  +  62  sin  df  +  R?  , 
ou 

et  1'équation  cartésienne  de  la  luême  courbe  est 

[«2  +  3/2  +  (2rti  -  as)  íc  +  (2èi  -  J2)  J/]^  =  (aaa;  +  hyf  +  R?  (íc*  +  y% 


ou 


(a;2  4.  yt^^  ^  2  [(2«,  -  a-2)  x  +  (2ò,  -  Ò2)  .y]  (a;^  +  y-) 
=  (4a,  a,  -  Aa\  +Rf)  íc^  +  (4è,  6.  -  40^  +  Rp  ^2  _j.  4  (,,,  j,  _|,  ^^  Si  -  2ai  Ji)  xy. 

Cette  équation  represente  une  quartique  bicirculaire  unicnrscde  ayant  à  O  un  noeud,  quand 
les  cereles  C  et  C  se  coupent,  un  rebroussement,  quand  ils  sont  tangents,  xm.  point  isole,  quand 
ils  ne  se  rencontrent  pas.  Les  tangentes  à  cette  quartique  au  point  double  passent  par  les 
points  d'intersection  des  deux  cereles  (n."  20). 

.  Comparons  maintenant  Téquation  qu'on  vient  d'obtenir  à  Téquation 

(o-*  +  ^*  -f  mx  +  nyf  =  A  ia;-  ^-  C 1  ?/-, 

qiii,  d'après  la  formule  (12),  represente  toutes  les  quartiques    bicirculaires   unicursales.  Les 
conditions  pour  que  ces  équations  soient  identiques  sont 

2a  I  —  «2  =  vt,     2b  i  —  bi  =  n, 

4a,  a.2-4a2  +  R2  =  Ai-w2,     4ii  6. -4òf  +  R2  =  Cj -Ji^, 

2  («1  hí  -\-a.,bi  —  2a{  b{)  =  —  mn. 

Or,  en  élirainant  ai  et  6;  des  trois  dernières  au  moyen  des  deux   premières   et   en    reni- 
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plaçant  Ri  par  sa  valeiír,  oii  obtieiít  pour  «t,  bi,  «i,  h-2  et  R  les  deux  systèines  de  solutions 
«2  =  0,  02  = /Cl -A,,     R==VCi,     «í=Y,     bi=-~, 


et 

da 


=  V/A,-C,,     6-2  =  0,     R  =  i/A,,     ai^^it^,     ò,=-|- 


Comme  les  coeffieients  Ai  et  Ci  ne  peuvent  être  en  inêine  temps  négatifs,  on  voit  qu'il 
existe  deux  systèmes  de  cercles  réels  et  deux  imaginaires  de  chacun  desquels  Ia  quartique 
est  la  cissoidale ;  les  formules  quon  vient  d'obtenir  en  déterminent  les  rayons  et  les  coordon- 
nées  des  centres. 

26S.     Considerons  la  quartique  liieirculaire  unicursale  représentée  par  réquation 

(17)  (-'^  +  ^'^-Ã+T-Ã^t)   -(A  +  ^)--  +  (A'  +  A),- 

et  faisons,  comme  au  n."  93, 

a;'  =  pcos6,     ^'  =  psin6,     p^  =  (pi  —  pf-\-vi-. 
II  vient 

2Ceos6        2C'sin6 


('1 


m- )    =  4  pi  [(A  +  h)  cos2 ô  +  (A'  +  h)  sin^  6], 


'"        A  +  h  Á'  +  h 

et,  en  passant  aux  coordonnées  cartésiennes, 

90™'  90'?/'  \  2 

,^'-+2'''-í^t-Ím^+"*7  =4[(A+/o^-'^+(A'+/oy^]. 

Cette  équation  est  identique  à  léquation  géuérale  des  quartiques  bicirculaires,  rapportée 
au  centre  d'un  cercle  directeur  (n.°  257),  et  fait  voir  qu'on  peut  construire  la  quartique  bicir- 
eulaire  représentée  par  Téquation  (5),  en  traçant  d'abord  la  quartique  bicirculaire  definie  par 
l'équation  (17),  au  moyen  d'ime  des  itiéthodes  données  aux  n.°'  précédents,  et  en  prenant  en- 
suite  sur  cliacune  des  droites  qui  passent  par  le  centre  O  du  cercle  directeur  pris  pour  origine 
des  coordonnées,  à  partir  du  point  ou  elle  coupe  la  dernière  quartique,  dans  les  deux  dire- 
ctions,  deux  segments  égaux  à  l'p-  —  «i^,  p  étant  le  vecteur  de  ce  point.  On  obtient  ainsi 
deux  points  M  et  M'  de  la  courbe  qu'on  veut  construire;  les  veeteurs  de  ces  points  satisfont 
à  la  condition  OM .  OM' =  m-,  et  les  points  M  et  M'  sont  donc  inverses  Tun  de  Tautre. 

La  méthode  pour  la  construction  des  quartiques  bicirculaires  qu'on  vient  d'indiquer,  est 
due   à  Casey  (I.    c);   elle  a  déjà  été  appliquée  aux  cubiques  circulaires   dans   le  u.°  93.  En 
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se  basant  sur  cette  méthode,  Hart  a  trouvé  une  manière  de  tracer  mécaniquement  les  quar- 
tiques  bicirculaires  et  les  cubiques  circulaires,  quil  a  fait  connaitre  dana  les  Proceedings  of 
the  London  mathematical  Society  (t.  Xiv,  1883,  p.  199). 

En  transportant  l'origine  des  coordonnées  auxquelles  est  rapportée  1'équation  (7)  au 
centre  O  du  cp.rcle  directeur  qu'on  vient  de  considerei-,  on  voit  que  la  quartique  (17)  est  la 
podaire  de  la  conique  représentée  par  Téquation  (7)  par  rapport  au  point  O. 

En  procédant  comme  dans  les  cas  des  culiiques  circulaires  (n."  94),  on  dómontre  aisé- 
ment  les  théorèmes  suivants : 

1."  La  conique  (7)  est  Venveloppe  des  droites  qu'on  ohtient  en  menant  pai-  h  milieu  de  cha- 
que  segment  comjjris  entre  deux points  JI  et  M'  de  la  quartique  considérêe,  inverses  Vun  de  Vautre 
par  rapport  au  centre  dii  cercle  directeur  correspondctnt,  tme  perpendiculaire  à  la  droite  MM'. 

2.°  Les  nonnales  à  la  quartique  bicirculaire  (f))  aux  points  M  et  M'  ou  elle  est  coupée  par 
une  droite  passant  par  le  centre  O  d'un  cercle  directeur,  s' inter septeyit  au  point  de  la  conique  (7), 
correspondante  à  la  méme  valeur  de  h,  ou  cette  derniere  courbe  est  tangente  à  la  perpendiculaire 
à  MM'  conduife  par  le  milieu  de  ce  segment. 

269.  Avant  de  passer  à  un  autre  sujet,  nous  allons  exposer  une  manière  d'engendrer 
les  cartésiennes  indiquée  par  Chasles  dans  la  Notte  XXI  de  VApei-çu  historique. 

Considérons  deux  cercles  fixes  C  et  C  et  un  cercle  mobile  c,  placés  sur  un  même  |  lan, 
et  supposons  que  le  centre  de  c  soit  situe  sur  la  circonférence  de  C  et  que  le  carré  de  son 
rayon  varie  proportionnelleraent  à  la  puissance  D  du  cercle  C  par  rapport  à  ce  centre; 
alors  renveioppe  de  c  est  une  cartésienne. 

En  efFet,  en  prenant  pour  origine  des  coordonnées  le  centre  de  C  et  pour  axe  des 
abseisses  la  droite  passant  par  les  centres  de  C  et  C,  et  en  représentant  par  R  et  R'  les 
rayons  des  deux  cercles,  par  cp  Tangle  forme  par  le  vecteur  du  centre  de  c  avec  cet  axe,  et 
par  a  Fabscisse  du  centre  de  C,  Téquation  du  cercle  c  est 

(x-R  cos  cp)2  H-  (?/  -  R  sin  <;>  r-  =  /i-D^  =  A^  ( R'^  +  a«  -  2aR  cos  <p  -  R'^) 

et  réquation  de  i'enveIoppe  de  ce  cercle  resulte  de  l'élimination  de  ts  entre  cette  équation  et 
cette  autre  : 

X  siu  '^  —  y  cos  '^  =  ah-  sin  '^ ; 

l'équation  de  cette  enveloppe  est  donc 

[«2  +f  +  E^--  r-  (a*  +  R2  _  R'-^)]2  =.  4R2  [(o;  -  ah^f  +  y^], 

ou,  en  transportant  Torigine  des  coordonnées  au  point  (o/i-,  0), 

(18)  [x^  +  y2  _!_  2ah^x  +  aVi^  +  R^  -  h^-  (R2  +  «^  -  R'2)]2  =  4R2  {x^  +  y\ 

équation  qui  represente  une  cartésienne. 
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Chasles  ne  s'est  pas  occupó  de  la  recberche  des  oonditions  pour  que  cette  équation  cor- 
responde à  iin  système  d'ovales  de  Descartes  conjugues.  On  obtient  aisóment  ces  conditions, 
comrae  on  va  le  voir. 

II  resulte  d'abord  immédiatement  de  cette  équation  que  la  courbe  est  un  iimaçon  lorsque 

ce-h'^  +  R2  =  ã2  (R2  ^a}  —  R'2). 
En  comparant  l'équation  de  la  même  courbe  à  cette  autre 

L(l  -  h])  (x2  +  y^)  +  2ai  h\x  +  k\  -  a\  h^^  =  4i?  {x^  +  y^), 
on  obtient  les  relations 

■dont  resulte,  par  l'élimination  de  ai  et  í^i,  1'équation 

R2/ií  -  V-  (R2  +  «2  _  ^-2)  /,2  ^_  ^^2^4  =  o, 

qui  donne  pour  h\  deux  valeurs  réelles  positives  lorsque 

R2  +  a2^R'-^  +  2aR, 

c'est-à-dire  quand  R^a  +  R'  et  quand  a^R+R'.  La  première  et  la  troisième  équations  (19) 
déterminent  ensuite  «i  et  Ici.  Par  e-ouséquent  léquation  (18)  represente  un  système  d'ovales 
de  Descartes  quand  les  deux  cercies  C  et  C  se  coupent,  et  l'analyse  precedente  determine 
ses  équations  bipolaires.  Si  les  cercies  sont  tangents,  les  deux  valeurs  de  h\  sont  égales,  et 
réquation  represente  un  Iimaçon. 

Dans  les  cas  difFérents  de  ceux  qu'on  vient  d'envisager,  i  équation  (18)  ne  represente  pas 
d'ovales  de  Descartes. 

II  convient  de  remarquer  qu'on  a  démontré  au  n."  248  un  corollaire,  correspondant  à 
R'  =  O,  du  tliéorème  précédent. 

270.  En  appliquant  la  méthode  de  transformation  par  rayons  vecteurs  reciproques,  oti 
peut  dériver  du  théorème  relatif  aux  cubiques  circuiaires  démontré  au  n."  96  un  autre  qu'on 
va  voir,  et  ensuite  un  mode  de  construire  les  cercies  osculateurs  des  quartiques  bicirculaires. 

Rappelons  d'abord  que,  en  appliquant  à  la  quartique  bicirculaire  donnée  la  transformation 
par  rayons  vecteurs  reciproques,  le  O  pôle  étant  un  point  de  cette  courbe,  on  obtient  (n."  263) 
une  cubique  circulaire  K  dont  Tasymptote  réelle  est  parallèle  à  la  tangente  en  O  à  la 
quartique.    Considérons    ensuite    un    cercle    Ci    queieonque,    lequel    coupe   la   quartique   en 
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quatre  puints  A|,  B|,  Ci  et  Di,  et  représentons  par  C  le  cercle  inverse  dii  précédent  et 
par  A,  B,  C  et  D  les  points  de  la  cubique  correspondants  aux  points  A),  Bi,  d  et  Di. 
Cela  pose,  aux  droites  AB  et  CD  correspondent  deux  cercies  passant,  respeetivement,  par  les 
points  O,  Al  et  Bi  et  par  les  points  O,  Ci  et  Di;  et  u-es  cercies  déterminent,  par  leur  inter- 
section  avec  la  quartique,  deux  autres  points  Ej  et  Fi,  qui  correspondent  à  deux  points  E  et 
F  de  la  cubique  mentionnée. 

En  remarquant  maintenant  qu'aux  parallèles  à  rasymptote  de  la  cubique  correspondent 
les  cercies  tangents  à  la  quartique  au  point  O,  on  voit  qu'à  la  droite  EF  correspond  un 
cercle  passant  par  Ei  et  Fi  et  tangent  (n."  46)  à  la  quartique  au  point  O.  Nous  pouvons  donc 
énoncer  le  thóorème  suivant,  qui  n'a  pas  encore  été  remarque,  croyons-nous : 

òV  un  cercle  Ci  coupe  une  quartique  bicirculaire  aux  points  Ai,  Bi,  Ci  et  Di,  le  cercle 
passant  par  Ai,  Bi  et  O,  et  le  cercle  j^ussunt  par  Ci,  Di  et  O  coupent  la  quartique  à  deux 
autres  points  Ei  et  Fi  tels  que  le  cercle  qui  passe  par  ces  derniers  points  et  jmr  O  est  tangent 
à  la  quartique  à  ce  point. 

Pour  obtenir  au  moyeu  de  ce  théorème  le  cercle  osculateur  de  la  quartique,  remarquons 
que,  si  les  points  Bi  et  Ci  coincident  avec  Ai,  le  cercle  tangent  à  la  quartique  au  point  Ai, 
mené  par  O,  et  le  cercle  passant  par  O,  Ai  et  d  coupent  la  quartique  à  deux  nou- 
veaux  points  Ei  et  Fi  tels  que  le  cercle  OEiFi  est  tangent  à  la  quartique  au  point  O.  On 
peut  donc  obtenir  le  cercle  osculateur  de  la  quartique  considérée  au  point  Ai  en  traçant  un 
cercle  tangent  à  cette  courbe  au  point  A|,  passant  par  un  point  quelconque  O  de  la  même 
courbe,  et  ensuite  un  autre  cercle  passant  par  le  point  Ei,  oii  le  premier  rencontre  la  quartique, 
et  tangent  au  point  O  à  cette  courbe.  Ce  dernier  cercle  intersepte  la  quartique  à  un  nouveau 
point  Fi,  et  le  cercle  qui  passe  par  Fi  et  est  tangent  à  la  quartique  au  point  O  coupe  cette 
courbe  à  un  nouveau  point  Di.  En  traçant  maintenant  par  Di  un  cercle  tangent  au  point  Ai 
à  la  quartique,  on  a  le  cercle  osculateur  cherché. 

231.  Le  problème  de  la  rectiíication  des  quartiques  bicirculaires  fut  considere  par  Casey 
dans  un  Mémoire  inséré  aux  Phylosojjhical  Transactions  of  the  Royal  Society  (London,  1877, 
t.  CLXVII),  ou  il  a  démontré  que  la  longueur  des  ares  de  ces  courbes  peut  être  exprimée  par 
des  intégrales  elliptiques,  Mémoire  qui  fut  suivi  d'un  autre  de  Cayley,  publié  au  même 
volume,  oíi  cette  étude  est  continuée;  les  modules  de  ces  intégrales  sont  en  quelques  cas  ima- 
ginaires,  mais  alors  les  longueurs  des  ares  consideres  peuvenl  être  exprimées  d'un  mode  réel 
par  des  intégrales  hyper-elliptiques  de  premier  espèce,  comme  Ta  fait  voir  R.  Roberts  dans 
un  écrit  inséré  aux  Proceedings  of  the  London  mathematicnl  Suciety  (18S6,  p.  99).  Le  même 
problème  a  été  étudié  par  M.  Darboux,  qui,  en  généralisant  une  méthode  employée  pour 
établir  le  théorème  de  Grenocchi  mentionné  au  n."  247,  a  démontré  aussi  que  la  rectification 
des  quartiques  bicirculaires  depend  des  intégrales  elliptiques,  dans  une  communication  à  l'Aca- 
démie  des  Sciences  de  Paris  [Cumptes  rendus,  t.  Lxxxvii,  ]878). 

272.  L'étude  des  propriétés  projectives  des  quartiques  bicirculaires  a  une  importance 
considérable  pour  la  théorie  générale  des  quartiques  à  deux  ou  trois  points  doubles,  puisqu'on 
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en  peut  déduire  des  théorèmes  applicables  à  toutes  ces  dernières  courbes,  au  moyen  de  la 
doctrine  des  transformations  homograpbiques,  comme  on  va  le  voir. 

Considérons  une  quartique  à  deux  points  doubles  P  et  Q  quelconquea  et  rapportons  cette 
coui'be  à  un  triangle  forme  par  une  droite  passant  par  ces  points,  qui  será  le  côté  des  zi,  et 
par  deux  droites  passant  par  P  et  Q  et  par  un  troisième  point  arbitraireiuent  choisi,  qui 
seront  les  côtés  des  xi  et  des  ?/j.  En  partant  de  Téquation  générale  des  quartiques  rapportée 
à  un  triangle  quelconque  et  en  remarquant  que,  si  ce  triangle  coincide  avec  celui  qu'on  vient 
de  definir,  on  doit  obtenir  pour  chacune  des  variables  xi  et  yi  deux  valeurs  nulles  quand  on 
fait  2i  =0,  et  qu'on  doit  obtenir  pour  zi  deux  valeurs  nulles  quand  on  fait  x\  =0,  et  quand 
on  fait  yi  =  O,  on  voit  que  Téquation  de  la  quartique  considérée  prend  alors  la  forme 

ix^ft+xi^izi  (mxi  +  íi^i)  +  z\  (Lx]  +  Ma;i  yi  +  Njíí) 
í  +z?(Ra?i  +  S,y,)+T;í  =  0. 

Nous  remarquerons,   en  passant,    que  de  cette  équation   il  resulte,    en  faisant  x  = et 

zi 
VI 
y  =  — ,  cette  autre : 

03» 3/2  +  xij [mx  i-  ny)  +  La;^  +  í>lxy  -^^y"^ -\-^x-\-^y-\-l:, 

qui  peut  représenter  la  perspective  de  toutes  les  quartiques  considérées,  et  qu'on  peut  établir 
aisément  pour  les  courbes  représentées  par  cette  équation  une  tbéorie  analogue  à  celle  des 
quartiques  bicirculaires,  exposée  dans  les  pages  precedentes.  Dans  cette  transformation  aux 
points  réels  de  la  quartique  donnée  correspondent  des  points  réels  de  sa  perspective,  si  les 
deux  points  doubles  de  celle-là  sont  réels. 

Eq  employant  une  transformation  ou  intervienent  les  imaginaires,    c'est-à-dire  en  faisant 

Xí=:x%-\-iy-2^     yi  =  xt  —  1^2,     zi  =  22, 


pour  rapporter  la  courbe   à   un  nouveau  triangle,    et   en  posant  ensuite   x  =  — ,  y-- ,   ^i. 

z^  zg 

obtient   une  équation  de  la  forme  (1). 

Donc,  à  toute  quartique  à  deux  ou  trois  points  doubles  correspond  une  quartique  hicir- 
culaire  dont  elle  est  une  tranaformée  homograpJiique.  En  particulier ,  si  la  quartique  donnée  a 
deux  points  de  rebroussement,  la  quartique  bicirculaire  corres^pondante  est  une  cartésienne. 

II  est  à  remarquer  que,  si  les  deux  points  doubles  de  la  quartique  donnée  sont  réels,  la 
quartique  bicirculaire  correspondante  est  imaginaire.  Si  ces  points  sont  imaginaires,  Téqua- 
tion  (20)  ne  doit  pas  changer  quand  on  y  remplace  x  par  y,  et  i  par  —i,  et,  pour  cela,  il 
faut  que  les  quantités  M,  T  et  z\  soint  réelles  et  que  les  quantités  m,  L,  R  et  Xi  soient  ima- 
ginaires conjuguées  de  n,  N,  S  et  yi  ;  alors  la  quartique  bicirculaire  correspondante  est  réelle 
et  ses  points  réels  correspondent  aux  points  réels  de  la  quartique  donnée. 
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Poní"  généraliser  au  inoyen  de  cette  proposition  les  tliéorèmes  obtenus  précéclemment 
pour  les  quartiqiies  bicirculaires,  il  suffit  de  remarquei-:  qu'aux  points  doubles  que  la  quar- 
tique  bicirculaire  possède  aux  points  circulaires  de  rintini,  correspondert  les  points  doubles 
P  et  Q  de  ia  quartique  donnée;  qu'à  un  cercle  quelconque  situe  dans  le  plan  de  la  quartique 
bicirculaire,  correspond  une  conique  passant  par  ces  mêraes  points  P  et  Q,  et  qu'au  point  ou 
"se  rencontrent  les  tangentes  à  ce  cerc-le  aux  points  eirculaires  de  l'infini,  c'est-à-dire  au 
centre  du  cerele,  correspond  le  point  ou  se  coupent  les  tangentes  à  cette  conique  aux  points 
P  et  Q. 

Ainsi,  par  exemple,  des  théorèmes  démontrés  aux  n."^  255,  256,  258  et  265  dérivent  ceux 
qui  suivent: 

1."  Toute  quartique  à  deux  jjoints  doubles  P  et  Q  est^  et  de  quatre  manieres  différente>', 
Venveloppe  d'une  série  de  coniques  hitamjentes  Qi passant  par  F  et  Çl\  le  lieu  des  intersections  des 
tangentes  à  ces  coniques  à  ces  points  P  eí  Q  est  une  autre  conique  K,. 

Une  ou  deux  des  coniques  K|,  K-2,  K3  et  K4  peuvent  se  réduire,  en  des  cas  particuliers, 
à  des  droites. 

2."  Chacune  des  coniques  K,  contient  quatre  points  d'intersection  des  tangentes  à  la  quar- 
tique considérée  issues  de  P  et  Q,  et  par  ces  points-là  et  par  P  eí  Q  passe  une  autre  conique  H,-. 

La  droite  qui  passe  par  les  deux  points  de  contact  d'une  quelconque  des  coniques  bitangenfes 
Cj  avec  la  quartique^  passe  aussipar  le  point  M,  oít  se  rencontrent  les  tangentes  à  la  conique  Hj 
aux  points  P  et  Q. 

Par  chacun  des  points  M(,  Mj,  JMg  et  M4,  qu'on  vient  de  déterminer,  passent  deux  droites 
hitangentes  à  la  quartique  donnée. 

3."  Par  chaque  point  du  plan  d'une  quartique  à  deux  points  doubles  on  peut  mener  deux 
coniques  qui  soient  tangentes  à  cette  quartique  en  quatre  points  et  passent  par  les  deux  points  doubles. 

Si  la  quartique  a  un  troisièrae  point  double,  les  théorèmes  précédents  doivent  subir  des 
modifications  analogues  à  celles  que  dans  le  même  cas  on  fait  subir  aux  théorèmes  relatifs 
aux  quartique  bicirculaires;  nous  ne  nous  arretêrons  pas  ici  à  les  indiquer.  Mais  nous  remar- 
querons  que,  si  la  quartique  considérée  a  deux  points  de  rebroussement  et  un  point  double, 
elle  est  la  transforraée  homographique  d'un  liraaçon  de  Pascal,  et,  en  particulier,  dune 
cardioide,  si  elle  a  trois  points  de  rebroussement;  on  a,  en  effet,  vu  au  n."  259  que  le 
limaçon  est  la  seule  eartésienne  unicursale.  On  peut  donc  déduire  des  propriétés  projectives 
du  limaçon  d'autres  applicables  à  toutes  les  quartiques  unicursales.  Ainsi,  par  exemple,  du 
théorème  démontré  au  n.°  226  pour  le  liraayon  on  déduit  celui-ei: 

Le  lieu  des  intersections  des  tangentes  à  une  quartique  unicursale  à  deux  points  de 
rebroussement,  aux  points  ou  elle  est  coupée  par  chacune  des  droites  j^ossant  par  le  troisième 
point  double  (noeud,  point  isole  ou,  ])oint  de  rebroussement),  est  une  cubique  ayan'  un  point 
double  de  la  même  nature  que  ce  dernier  j^oint  double  de  la  quartique. 

De  même,  des  propriétés  de  la  cardioide  énoncées  aux  n."*  234  et  235  et  de  la  propriété 
dont  jouit  la  même  courbe,  d'être  symétrique  par  rapport  à  la  tangente  au  point  de  rebrous- 
sement situe  à  distance  finie,  on  déduit  les  théorèmes  suivants: 

Le  lieu  des  points  d' ou  Von  iteut  mener  ít  une  quartique  tricuspidale  trois  tangentes  dont  les 
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points  de  contact  soient  situes  sur  une  droite,  est  une  conique  iiassant  par  les  i)oints'de  con- 
tact  de  la  hitangente  à  ceíte  quartique  et  p)ar  les  trois  points  de  rehrouisement.  Les  tangentes  (i 
celte  conique  à  deux  points  de  rebroussement  de  la  quartique  et  la  tangente  à  cetfe  quartique 
h  Vautre  point  de  rebroussement  se  rencontrent  à  un  même  point. 

Les  points  du  plan  d'une  quartique  tricuspidale  d'ou  Von  peut  mener  à  cette  coiirbe  deux 
tangentes  dont  les  points  de  contact  soient  placés  sur  une  droite  passant  piar  un  point  de  rebrous- 
sement O,  sont  situis  sur  une  conique  passant  par  les  deux  autres  points  de  rebroussement  P 
et  Q  de  la  courbe.  Les  tangentes  à  cette  conique  aux  points  P  eí  Q  et  la  tangente  à  la  quar- 
tique au  point  O  se  rencontrent  à  un  mime  point. 

Envisageom  une  droite  AB  quelconque  passant  par  le  point  oit  se  rencontrent  la  bitangente 
d'tme  quartique  fri:uspidale  et  la  droite  passant  par  deux  des  points  de  rebroussement.  Deux 
des  2>oints  oii  s'interseptenf  les  tangentes  à  la  quartique  aux  points  ou  elle  est  coupée  par  la 
droite  AB,  sont  t-ifiiés  sur  la  tangente  ã  la  même  quartique  au  froisième  point  de  rebroussement. 


CHAPITRE  V 


QUARTIQUES  REMARQUABLES. 

(Continuation). 


La  conchoidc  do  Nicomède. 


273. 


&\ 


Soient  O  (jig.  ÕOJ  un  point  fixe  et  AB  une  droite  donnée.  Par  ce  point  traçons  la 

droite  OC,  et  prenons,  à  partir  de  C,  deiix  seg- 
ments  CM  et  CN  de  longueur  égale  <à  une  quan- 
tité  donnée  h.  Le  lieu  géométriqne  des  points  M 
et  N  et  des  autres  points  qu'on  obtient  ainsi, 
en  faisant  varier  la  droite  OC,  est  la  courbe  nom- 
mée  conchoí-íe  de  Nicomède.  L'équation  polaire  de 
eette  courbe  est 


Ti 


(1) 


cos  6 


±K 


uíi  6  doit  varier  depuis  — ^  jusqu'à  -^  ■ 

Le   point  fixe  O   est  nommé  pôle  de  la  con- 
ckovJe,  la  droite  AB  base,  le  segment  h  intervalle. 
L'équation  eorrespondante  au  signe  inférieur  peut  être  écrite  ainsi : 


\ 
Fig.  50 


par  conséquent  Téquation 


cos^r.  +  ô) 


-h; 


p  =  -— ,  +  A 
'       cos  O 
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peut   representei-   les   points   de   la   courbe   plaeés   à  droite   et  à  gaúche  de   AB,    en  faisant 
varier  6  depuis  O  jusquà  2-. 

L'équation  cartésienne  de  la  courbe  est 


(2) 


y 


.2_ 


x-lh  +  a  —  x)  (k  —  a  +  a;) 


(íB— a)* 


274.  Poiír  cbercher  la  forme  de  la  conchoíde  de  Nicomède,  remarquons  d'abord  qu'on 
voit  au  moyen  de  cette  équation  que  la  courbe  est  symétrique  par  rapport  à  l'axe  des  abscisses 
et  que  les  parallèles  à  Taxe  des  ordonnées  la  coupent  en  quatre  points,  dont  deux  sont  situes 
à  Tinfini;  les  deux  autres  sont  placés  à  distance  finie,  et  sont  réels  quand  ces  droites  passent 
par  les  points  de  Taxe  des  abscisses  compris  entre  ia  —  h,  0)  et  (a-\-}i,  0),  La  droite  repré- 
sentée  par  Téquation  x  =  a  est  une  asymptote  de  la  même  courbe,  qu'elle  intercepte  en  quatre 
points  coincidents,  situes  à  Finfini ;  la  quartique  considérée  a  done  nn  point  tacnodale  à  l'in- 
fini,  d'après  la  nomenclature  des  points  singuliers  des  courbes  adoptée  par  Salmon,  point 
singulier  équivalent  à  deux  noends  ordinaires.  La  concboíde  de  Nicomède  a  encore  deux 
asymptotes  imaginaires,  représentées  par  les  équations  y  =  :^ix,  qui  déterminent  un  foyer 
singulier  situe  à  Torigine  des  coordonnées. 

On  voit  ensuite  au  moyen  de  Tune  des  équa- 
tions écrites  ci-dessus  et  au  moyen  de  Téquation 

dy      _  a  + Acosso 
dx        '    h  cos*  6  sin  6 

que    ia   concboíde   envisagée   peut   prendre   trois 

formes  diflerentes. 

1."  Si  li  >  a,  cette  courbe  a  la  forme  indiquée 

dans  la  figure  51.  Elle  possède  un  noeud  à  Tori- 

gine    O    des   coordonnées   et   deux  sommets   aux 

points  C  et  D,  dont  les  distances  à  O  sont  égales, 

respectivement,  à  a-\-h  et  h  —  a;  les  angles  formes 

par  les  tangentes  à  ce  noeud  avec  Taxe  des  abscis- 

a 
ses  sont  determines  par  1  equation  cos  O  =  -7-  ou 

tang  6  = ;    les  coordonnées   polaires   des 

points  P  et  Q  ou  la  tangente  est  parallèle  à  cet 
même  axe  sont  déterminées  par  Téquation  (1)  et 
par  Téquation  h  cos'^  6  =  a;  la  droite  AB  est  Tasym- 
ptote  réel  de  la  courbe. 
2."  Si  h  =  a,  le  somuiet  D  disparait,  ainsi  que  ia  boucte,  et  la  courbe  a  ia  forme  indiquée 
dans  la  figure  Õ2;  alors  elle  a  à  O  un  rehroussement. 


Fig.  51 
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3."  Si  h<a,  la  courbe  a  la  forme  indiquée  dans  Ia  figure  53;  elle  a  alors  \m  point  isole 
à  Torigine  des  coordoniiées. 


275.  La  eonstruction  des  normales  à  la  conchoide  de  Nicomède  est  une  opóration  três 
facile.  Comme  on  a  (jig.  50) 

p  =  OM  =  OC  ±  h, 
il  vient 

pourtant  ies  sous-normales  polaires  de  la  courbe  aux  points  M  et  N  coincident  avec  la  sous- 
normaie  polaire  de  la  droite  AB  au  point  C.  Ainsi,  pour  tracer  Ies  normales  à  la  conchoide 
eonsidérée  aux  points  M  et  N,  il  suffit  de  mener  par  O  une  perpendiculaire  OK  à  OM  et 
ensuite  par  le  point  C  la  droite  CL,  perpendiculaire  k  AB ;  Ies  normales  cherchées  passent 
par  le  point  L. 

276.  Le  rayon  de  courbure  de  la  conchoide  de  Nicomède  est  determine  par  Ia  formule 


R  = 


(a*  +  h^  cos*  6  ±  2ah  cos3  dy 
h  {h  cos3  6  ±  3a  cos^  6  +  2a)  cos»  6  ' 
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d'oú  il  resulte  que  les  valeurs  que  cette  quantité  prend  aux  sommets  C  et  D  de  la  courbe  aont, 

respectiveinent,  - 
née  par  i'égalité 


(a  +  hf        {a-hf  ,         ,         „  Tl  T  •       j     1., 

respectiveinent,  ^ — r — —  et r ,  et  que  la  valeur  Ky  que  K  prend  au  pomt  double  est  don- 


Rq  =  ^  ^'^-  -  «-  =  ^  ^*  tang  %, 

6q  représentant  Taiigle  forme  par  les  tangentes  au  point  considere   avec   Taxe  des  abscisses. 
II  resulte  encore  de  l'expression  de  R  que  les  points  d'inflexion  de  la  courbe  considérée 
peuvent  être  determines  au  moyen  de  l'équation 

(3)  Aeos3e  +  3acos2eq:2a  =  0 

et  de  Téquation  (1),  dont  il  resulte  que  le  nombre  de  ces  points  est  égal  à  six.  Pour  déterminer 
les  points  d'inflexion  réels  il  convient  de  chercher  les  points  de  la  droite  AB  (jig.  ÕO)  dont  on 
déduit  ceux  d'inflexion  de  la  courbe  par  la  construetion  exposée  au  n."  273.  Pour  cela, 
remarquons   que,    en  représentant  par   pi   les   vecteurs   des   points    de    la   droite   AB,    on  a 

pi  = T,   et  que,   en  éliminant  cos  6  entre  celte   équation  et  celle   qui  precede,  on  trouve 

celle-ci : 

2p^  —  3a-  pi  ip  a-h  =  O, 

qui  determine  les  valeurs  que  pi  prend  aux  points  de  la  droite  considérée  correspondants 
aux  points  d'inflexiún.  II  est  à  remarquer  qu'on  doit  profiter  seulement  les  racines  de  ces 
équations  comprises  entre  a  et  :/j,  car  celles  qui  ne  satisfont  pas  à  cette  condition  ne  peuvent 
pas  correspoudre  à  des  points  de  la  droite  AB. 

Pour  déterminer  le  nombre  des  points  d'infiexion  réels  que  la  courbe  possède,  nous  allons 
considérer  séparénient  les  cas  ou  ã  <  a,  ã  >  a  et  A  =  «. 

i/'"  Cas.  Soit  h  <  a.  Eu  appliquant  le  théorème  de  Sturm  à  1'équation 

2p3  -  3a2  p,  _  aVi  =  O, 

en  remarquant  pour  cela  que  les  polynomes   de    Sturm  correspondants  k  cette  équation  sont 

3 

2pJ  —  Sa- pi — a-h,     6pj  —  3a-,      2a-  pi -\-  a^h,     3a^ õ"^"' 

et  que  les  signes  qu'ils  prennent  quand  on  fait  pi  =  a  et  pi  =  co  sont,  respectivement. 


pi  =  a,        —     -f     +     + 

p,  =  OD,      4-     +     +     -f 


> 
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on  voit  que  Ia  branche  de  la  eourbe  située  à  droite  de  AB  possède  deux  points  d'inflexion. 
En  appliquant  le  même  théorème  à  Téquation 

2p3  -  3a2  p,  +  «2^  =  O, 

on  voit  de  même  que  la  branche  située  à  gaúche  de  AB  possède  aussi  deux  points  d'inflexion. 

Les  resultais  qu'on  vient  d'obtenir  sont,  d'ailleurs,  géométriquenient  évidents,  puisque  les 
deux  branches  de  la  conchoide  tournent  Ia  concavité,  dans  le  voisinage  des  points  C  et  D, 
et  la  convexité,  dana  le  voisinage  de  Tasymptote,  pour  cette  droite,  et  le  noiubre  totale  des 
points  d'inflexion  réels  et  imagiuaires  est  égal  à  six. 

2/  Cas.  Si  k^a^  on  voit  aussi  au  moyen  du  théorème  de  Sturm  que,  dans  ce  eas,  la 
branche  située  à  droite  de  AB  possède  deux  points  dinflexion  et  que  dans  Tautre  branche  il 
n'existe  pas  de  points  de  cette  nature. 

5/  Cas.  Si  /;  =  Uj  Tune  des  équations  considérées  prend  la  forme 

2p3-3a2p,_rt3  =  0, 
et  ses  racines  sont 

p,  =  -a,     pi=|-(l^t/3),     pi  =  |-(l-i/3). 

Alors  à  la  deuxième  de  ces  valeurs  de  pi  correspondent  deux  pointes  de  la  droite  AB 
dont  on  déduit  deux  points  d'inflexion  réels  de  la  conchoide  par  Ia  construction  donnée  au 
n."  273,  situes  sur  Ia  branche  de  cette  eourbe  placée  à  droite  de  AB. 

L'équation  qui  se  rapporte  aux  points  d'inflexion  de  l'autre  branche  est 

2p3— 3a2pi  +  a3=0, 
et  ses  racines  sont 

çi  =  a,     pi=y(-l±l/3); 

la  branche  de  la  eourbe  placée  à  gaúche  de  AB  n'a  pas  donc  alors  de  points  dinflexion  réels, 
En  revenant  à  Ia  théorie  générale,  nous  ajouterons  encore  que  le  lieu  des  points  d'injie- 
xion  de  toutes  les  conchoides  de  Nicomède  ayant  la  même  base  est  une  parahole  semi-cubique, 
En  éliminant,  en  eíFet,  h  entre  les  équations  (1)  et  (3),  on  voit  que  Téquation  polaire  du  lieu 
considere  est  p  cos'  d  — ■  2a  sin^  6,  et  que  Téquation  cartésienne  de  la  même  eourbe  est  x^^2ay^. 

Zn»     l:V:  ooachoide  de  Nicomède  est  une  eourbe  unictirsale.  En  posant,  en  effet, 

(a  —  h  —  x)  =  {x  —  a  —  h]  í*, 
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on  obtient  les  équations 


_a  —  li-^{a^h)f-  _       2<[a  — fe  +  (a  +  Ã)í2] 


qui  expriment  x  ei  y  er\  fonction  du  paramètre  t, 

278.  La  valeur  de  Taire  comprise  entre  un  are  de  la  conchoide  considérée,  l'axe  des 
abscisses  et  une  droite  passant  par  ['origine  et  fiiisant  avec  cet  axe  un  angle  S  est  donnée 
par  la  formule 

k  =  ^  f\fidO  =  ^     «2  tang  fl  +  /í2  e  +  2a/!  log  tang  (i  +  4 
u 

ou  l'on  doit  employer  le  signe  supérieur  quand  l'arc  envisagé  appartient  à  la  branche  situóe 
à  droite  de  I'asymptote,  le  signe  inférieur  si  cet  are  appartient  à  l'autre  branche. 

279.  Le  volume  du  solide  engendre  par  Taire  comprise  entre  la  courbe,  Taxe  des 
abscisses  et  Tordonnée  du  point  (p,  6),  en  tournant  autour  de  cet  axe,  peut  être  calcule  par 
la  formule 

U16 


V  =  -j_r    /     y-dx  =  Thl     p-sin^6( 
«  o 

+  («2  -  A-)  cos  e  +  ^  h^  cosH  + ah  sin2  d  —  2a^  +  -^  h^  +  ah  log  cos  6  j 


rã 


ou  u  =  a  +  h.  On  doit  employer  dans  cette  formule  le  signe  supérieur  quand  on  l'applique  à 
la  branche  de  la  courbe  située  à  droite  de  AB,  et  le  signe  inférieur  quand  on  Tapplique  à 
Tautre  branche. 

L'équation  de  la  conchoide,  quand  on  prend  Tasymptole  pour  axe  des  ordonnóes,  est 

^  _(xi  +  a)Hh'--x',) 


Les  volumes  des  solides  engendres  par  les  bandes  comprises  entre  la  courbe  et  Tasymptote 
dépendent  donc  de  fx]dy,  dont  la  valeur  est  déterminée  par  la  formule 

Jx\dy^  yx\  —  2fyxidxi 


=  yx\  —  2f(xt  +  a)  [/h^  —  a;?  dxi 

1  f/3*i  fin  cci 

■.yx]-\-^{}i^-x\)J 2-(^*-a;|)2---2-arcsen-^' 
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Si  Ton  veut  calculer,  par  exemple,  le  volume  du  solide  engendre  par  la  Lande  comprise 
entre  la  branche  située  à  droite  de  1'adymptote,  Taxe  de  la  courbe  et  la  même  asymptote, 
on  doit  prendre,  dans  les  intégrales,  y  entre  les  limites  O  et  cc,  et  par  conséquent  aji  entre  les 
limites  h  et  0.  On  trouve  ainsi 

280.  L'invention  de  la  conchoide  qu'on  vient  d'étiidier  est  attribuée  à  Nicomède,  góo- 
mètre  qui  a  véeii  entre  100  et  200  ans  avant  Tère  chrétienne  (Cantor :  Vurlesungen  iiber 
Geschickle  der  Mathematik,  t.  i.  Leipzig,  1894,  p.  334.  et  346).  Les  ouvrages  de  Nicomède  ne 
nous  sont  point  parvenus,  mais  Proclus,  dans  ses  Commentaires  à  la  Géométrie  d'Euclides, 
et  Pappus,  dans  ses  Collections  mathématiques,  font  mention  de  ce  géomètre  et  de  son  inven- 
tion  de  la  conchoide.  On  trouve  dans  ee  dernier  ouvrage  un  procede  pour  construire  cette 
courbe  (livre  l\',  prop.  22)  et  une  méthode  pour  résoudre  le  problème  de  la  trisection  de 
i'angle  (livre  iv,  prop.  32),  ou  elle  est  employée,  laquelle  est  attribuée  par  Proclus  à  Nico- 
mède même  [Oeuvres  de  Proclus,  éd.  Taylor,  t.  ii,  p.  73);  on  y  trouve  encore  (livre  iii, 
p.  5,  et  livre  iv,  prop.  24)  une  métliode  pour  résoudre,  au  moyen  de  la  même  courbe,  le  pro- 
blème des  deux  moyennes  proportionnelles,  due  aussi  à  Tinventeur  de  la  courbe.  Cette 
dernière  application  de  la  conchoide  envisagée  est  mentionnée  aussi  par  Eutocius  dans  ses 
Commentaires  au  livre  2/'  d' Archimedes  siir  la  splihre  et  le  cylindre  (Archimedis  Opera,  éd. 
Heiberg,  t.  iii,  p.  122). 

L'étude  de  la  conchoide  de  Nicomède  a  été  reprise  aux  xvii''  et  XVIU®  siècles  par  quelques- 
uns  des  géomètres  les  plus  éminents  de  cette  époque. 

Ainsi  Fermat  s'est  oceupé  de  la  détermination  de  ses  tangentes  dans  une  lettre  adressée 
à  Roberval  en  163fi  et  dans  lécrit  intitule  Methodus  ad  disquirendam  maximam  et  minimam 
{Oeuvres,  t.  iii,  p.  142  et  293);  Descartes,  Tinventeur  de  la  première  méthode  générale  des 
tangentes,  a  pris  cette  courbe  pour  exemple  de  cette  méthode  dans  le  livre  2."  de  sa  Géo- 
métrie; et  Roberval  a  appliquée  à  la  même  courbe  la  métliode  basée  sur  la  composition  des 
mouvements  que,  pour  résoudre  le  problème  des  tangentes,  il  a  donnée  dans  ses  Oòservafions 
sur  la  composition  des  mouvements  et  sur  les  (ouchantes  des  lignes  courhes  {Mémoires  de  VAca- 
démie  des  Sciences,  t.  vi.  Paris,  1730,  p.  32). 

Le  problème  de  la  détermination  des  points  d'inflexion  de  la  même  conchoide  fut  consi- 
dere pour  la  première  fois  par  Huygens  (Oeuvres,  t.  i,  p.  245)  dans  une  lettre  adressée  à 
Van  Schooten  en  1653  et  dans  un  mémoire  publié  en  1654  sous  le  titre  :  De  circuli  magni- 
tude inventa,  oii  il  a  donné  une  règle  pour  déterminer  ces  points  au  moyen  d'une  parabole. 
Plus  tard  le  même  géomètre  a  trouve  une  autre  méthode  plus  simple  pour  résoudre  la  même 
question,  publiée  dans  l'écrit  intitule :  Illu!<trium  quorundam  probJematitm  constructiones,  mais 
cette  seconde  méthode  n'est  pas  générale,  comme  lui-même  Ta  reconnu.  Un  autre  procede 
plus  simple  pour  chercher  les  points  consideres  a  été  donné  par  Heuraet,  procede  qui  a  été 
publié  par  Van  Schooten  dans  ses  Commentaires   à  la  Géométrie  de  Descartes.  Sluse  a  envi- 
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sagé  aussi  les  points  d'inflexiou  de  !a  conclioíde  de  Xicomède  et,  ayant  remarque  pour  la 
preniière  fois  la  propriété  exposée  à  la  Hn  du  n."  276,  il  Ta  commuuiqué  à  Huygens  dans 
une  lettre  du  5  avrll  1658  (Oeuvres  de  Huygens^  t.  ii,  p.  164). 

Le  problème  de  la  quadratnre  de  la  coriL-hoide  de  Nicomède  a  été  considere  par  Roberval 
dans  le  Traité  des  indivisibles  (I.  c,  p.  284),  par  Wallis  dans  un  écrit  intitule:  De  curvarum 
rectijicatione  et  complanetione,  paru  en  1659,  par  Jean  BernouUi  dans  les  Lecciones  mathema- 
ticae  {Opera,  t.  iii,  p.  400),  etc.  Antérieureuient  Huygens  avait  remarque  que  les  aires  des 
bandes  comprises  entre  la  courbe  et  Tasymptote  sont  infinies,  mais  que  les  volumes  des  solides 
qu'elles  engendrent  en  tournant  autour  de  cette  droite  sont  finis  {Oeuvres,  t.  ii,  p.  164). 

La  concholde  de  Nicomède  a  été  considérée  aussi  par  Newton,  qui  a  indique  le  role  que 
cette  courbe  peut  jouer  dans  la  résolution  des  problèmes  dépendantes  des  équations  du  3.° 
et  du  4.®  degré  ( Arithmetica  Unioersalis,  p.  52  du  t.  ii  de  la  traductiou  française  de  Beau- 
deauxi,  et  par  Cotes  [Harmonia  mensurarum,  1722,  p.  25),  qui  a  considere  le  problème  de 
sa  quadrature  et  celui  de  la  cubature  des  solides  de  róvolution  autour  de  Taxe  de  la  courbe. 

La  notion  de  conchoide  est  suceptible  d'une  généralisation  evidente.  On  peut  remplacer 
dans  la  construction  iudiquée  au  n.°  273  (fig.  50)  la  droite  ABpar  une  courbe  quelconque  (C), 
et  alors,  en  prenant  sur  chacune  des  droites  passant  par  un  point  fixe  O,  à  partir  du  point 
oii  cette  droite  coupe  la  courbe  et  dans  les  deux  sens,  un  segment  de  longueur  constante, 
on  obtient  deux  points  d'une  nouvelle  courbe  (C),  qui  est  appelée  la  conchoide  de  (C).  Ce 
mode  de  génération  des  courbes  fut  considere  par  Roberval  (1.  c,  p.  39),  qui  a  donné  une 
métliode  pour  construire  les  tangentes  à  (C),  quaud  on  sait  tracer  les  tangentes  à  (C),  et 
par  Barrow  [Lecciones  geomttricae,  leçon  viu),  qui  a  résolu  le  même  problème.  La  Hire  a 
consarró  à  ces  courbes  un  travail  spécial,  publié  en  1708  dans  les  Méinoires  de  V Acadéviie 
des  Sciences  de  Paris.  Nous  avons  étudié  déjà,  sous  le  nom  de  limacon  de  Pascal,  la  con- 
choide du  cercle  par  rapport  à  un  point  de  la  circonférence. 

Roberval  a  encore  donné  une  nouvelle  généralisation  de  la  signification  du  niot  concko'ide 
dans  le  mémoire  intitule:  De  resolutione  aequatiomim  (1.  c,  p.  2á3).  Envisageons  dans  un  plan 
deux  courbes  (C)  et  (C)  et  deux  points  O  et  A,  et  supposons  que  la  courbe  (C)  et  le  point  O 
sont  fixes  et  que  la  courbe  (C)  et  le  point  A  se  meuvent  sur  le  plan  considere,  le  point  A 
restant  lié  invariablement  à  la  courbe  (C)  et  parcourant  la  courbe  (C).  La  droite  qui  passe 
par  les  points  O  et  A,  coupe  la  courbe  (C)  en  des  points  qui  décrivent,  quand  cette  courbe 
varie,  une  autre  courbe  appelée  conchoide  de  (C)  et  (C).  Si  (C)  est  une  droite  et  (C)  un 
cercle  ayant  le  centre  au  point  A,  le  lieu  qu'on  obtient  ainsi  est  la  conchoide  de  Nicomède. 
Si  (C)  et  (C)  sont  deux  cercles  et  le  centre  de  (C)  coincide  avec  le  point  A,  on  obtient  le 
limacon  de  Pascal.  Si  (C)  est  une  parabole  et  le  point  A  coincide  avec  son  foyer,  et  si  (C) 
est  un  droite  coiíicidant  avec  Taxe  de  la  parabole,  ia  conchoide  de  [C]  et  (C)  est  la  parabole 
de  Descartes  (n."  122). 

281.  Nous  terminerons  cette  étiide  de  la  conchoide  de  Nicomède  en  extrayant  des  Col- 
lections  de  Pappus  la  métliode  employée  par  les  anciens  géomètres  pour  résoudre  au  moyen 
de  cette  courbe  le  problème  de  la  trisection  de  Vangle  et  celui  de  la  construction  de  deitas 
moyennes  proportionnelles  entre  deux  segments  de  droite  donnés. 
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Fig.  54 


I.  Considérons  preraièrenient  !e  problème  de  la  trisectioii   et   soit  ABC  (fig.  Ô4)  l'angle 
qii'on  veut  diviser  ea  trois  parties  égales. 

Menons  par  le  point  A  la  droite  AC,  per- 

pendiculaire  à  BC,    et  la  droite  AD  parallèle 

à  BC,  et  par  le  point  B  la  droite  BD,  parallèle 

à  AC;  traçons  ensuite  la  conc-hoide  ayant  pour 

pôle  le  point  B,  pour  hase  Ia  droite  AC  et  pour 

intervalle  un  segment  double  de  AB,  eourbe  qui 

coupe  la  droite  DA  à  un  point  E.    On  obtient 

ainsi    la  droite  EB  qui  fait  avec  BC   un  angle 
EBC  égal  au  tiers  de  Tangle  donné  ABC. 

En  effet,  si  F  est  le  point  ou  s'intercepteut  les  droites  BE  et  AC  et  H  le  milieu  de  FE, 

on  a  FH  =  HE  =  AH,  et  par  suite  FE  =  2AH;  mais,  comme  de  la  définition  de  la  conchoide 

il  resulte  que  FE  =  2BA,  on  a  aussi  BA  =  AH  ;  il  vient  donc  ABH  =  AHB  =  2AEB  =  2FBC, 

et  enfin  ABC  =  3FBC. 

II.  Nous  allons  nous  occuper  maintenant  du  problème  de  Dolos  (n.°  1),  c'està-dire  nous 
allons  chercher  deux  segnients  de  droite  x  ti  y  tels  qu'on  ait 


X 


a  et  h  représentant  deux  autres  segments  donnés. 

Considérons  pour  cela  deux  droites  NA  et  AM  (fig.  5õ),  perpendiculaires  Tune  à  Tautre, 
et  signalons  sur  ces  droites  deux  segments  AB  et  AC 
respectivement  égaux  à  a  et  ò.  Menons  ensuite  par  les 
points  B  et  C  les  parallèles  BD  et  CD  à  AC  et  AB, 
et  par  les  points  E  et  F,  qui  divisent  les  segments 
AB  et  AC  en  deux  parties  égales,  traçons  la  droite  DGr 
et  la  droite  FH,  perpendieulaire  à  AC;  prenons  sur 
FH  un  point  H  tel  que  CH  =  BE;  et  traçons  entin  la 
droite  CH',  parallèle  à  GH.  Construisons  maintenant  une 
conchoide,  ayant  le  point  H  pour  pôle,  la  droite  CH' 
pour  hase  et  pour  intervalle  un  segment  égal  à  BE, 
laquelle  rencontrera  la  droite  AC  à  un  point  M,  qui 
doit  satisfaire  à  la  condition  KM  =  BE  =  HC ;  en  tra- 
çant  enfin  la  droite  MDN,  on  determine  deux  segnients 
NB   et   CM,    qui    sont  égaux   aux   segments   x   et  y  cherehés. 

Pour  démontrer  cela,  remarquons  qu"on  a 


Fig.  55 


FM2  =  (FC  +  CM)2  =  FC*  +  CM .  AM, 
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et  par  conséquent 

FM2  +  FH2  =  FC2  +  FH2  +  CM .  A5I, 
ou 

(A)  HM2  =  HC2  +  CM .  AM. 

On  a  aussi 

NB        AC 


BA        CM 


et  par  suite,  en  tenant  compte  des  égalités  BA  =  2BE  et  GC  =  2AC  et  de  ce  que  les  trian- 
gles  MGH  et  MCK  sont  semblables, 

NB       GC       HK 


BE       CM       KM 
ou 

NB  +  BE  _  HK  +  KM 
BE        ~        KM        ' 

ou  enfin 

NE  _  HM 
^Ê~KM  ' 

d'ou  il  resulte  NE  =  HM,  puisque  BE  =  KM.  On  a  douc 

(A')  HM»  =  NE»  =  (NB  +  NE)^  =  BE^  +  NB ,  NA . 

Eu  comparant  maintenant  les  relatioiís  (A)  et  (A')  et  en  remarquant  que,  par  construction, 
HC  =  BE,  on  trouve 

AM       NB 


NA        CM  ' 
mais 

CM       AM       BD 


DC       NA       NB 
donc 

CM       NB       BD 


DC       CM       NB 
ou 

a         CM       NB 


CM       NB 
et  enfin  a;  =  NB,  y  =  CM. 
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II. 
Les  i)araboles  virtuelles.  Le  besace. 

2S2.  Grégoire  de  St-Vincent  a  considere  dans  son  Opiis  geovietricum,  paru  en  1647, 
sous  le  noiu  de  paraboles  virtuelles,  quelques  courbes  du  quatrième  ordre  représentées  par 
une  équatíon  de  la  forme' 


Parrai  ces  courbes  est  comprise  la  quartique  définie  par  Téquation 

ou  c  =  Va^-\-  b-,  ou 

(2)  ix'--hj)^=^a^x^-tf), 

considérée  par  Cramer  dans  sa  célebre  Introduction  à  VAnalyse  des  lignes  courbes  (Genève, 
1750,  p.  451),  laquelle  est  connue  par  la  désignation  de  besace;  et  à  cette  courbe  se  rattachent 
quelques  autres  paraboles  virtuelles  qui  out  quelque  interêt  historique,  comme  on  le  verra 
bientôt. 

II  resulte  immédiatement  de  la  première  équation  que  les  cordes  de  cette  quartique  paral- 
lèles  à  Taxe  des  abscisses  sont  coupées  en  deux  parties  égales  par  des  paraboles  ordinaires, 
et,  en  mettant  la  deuxième  équation  sous  la  forme 


^3)  2'=«.+p±„-.:^^«^+^^-^ 

on  voit  encore  que  la  parabole  correspondante  à  Téquation 

bx^ 

passe  par  le  milieu  des  cordes  parallèles  à  Taxe  des  ordonnées. 

ãS3.     Le  besace  est  V anti-hyperbolisme  de  la  conique  représentée  par  l'équation 

a»  X2  +  (a^  +  6*)  Y*  -  2ah  XY  =  a\ 
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puisque,  en  posant  dans  l'úqiiation  de  la  preniière  coiirbe 

XY 


y- 


a;  =  X, 


on  trouve  celle-ei.  II  en  resulte  une  manière  de  construire  la  quartiqiie  considérée  et  ses 
tangentes,  en  dérivant  eliacnn  de  ses  points  et  chacune  de  ces  tangentes  d'un  point  et  d'une 
tangente  de  cette  ellipse  par  la  méthode  exposée  au  n."  114.  Mais,  si  Ton  veut  seulement 
obtenir  les  points  de  la  quartique,  on  peut  employer  un  procede  bien  plus  facile,  donné  par 
Cramer  dans  TOiívrage  mentionné,  qu'on  va  voir. 

Prenons  un  point  ayant  pour  coordonnées   \—rU,  -9"^)  ^t  tracons  une  eirconférence  ayant 

ce  point   pour  centre   et   passant   par   Torigine    O  (jig.  66)  des  coordonnées.  Menons  par  O 

une  droite  quelconque  OL  et  ensuite  par  le  point  L  une  autre 
LN,  parallèle  à  Taxe  des  abscisses,  et  prenons  sur  cette  droite  un 
point  M  tel  que  le  segment  NM  soit  égal  à  OL.  Le  lieu  décrit  par 
M,  quand  OL  varie  de  direction,  est  le  basace  represente  par 
Téquation  (2). 

En  efFet,  Téquation  du  cercle  considere  est 


Fig.  56 


X2+Y2-aX-èY  =  0, 
et  on  a,  en  représentant  par  {x,  y)  les  coordonnées  du  point  M, 
OL2  =  Xí  +  Y'^  =  NM2  =  a:^     y  =  Y; 


cr,  en  éliminant  X  et  Y  entre  ces  équations  et  celle  du  cercle,  on  obtient   une  équation  qui 
coincide  avec  Téquation  (2). 

284,     On  peut  obtenir  aisément  la  forme  de  la  quartique  considérée  (fig.  Õ7)  au  moyen 
de  son  équation  et  de  la  formule  v 

D' 

26a!       ,  afa2  4_js_2a!2)  / 

y 


2bx       .  a(a^-\-h^-2x^) 


a2  +  J2   -    (^2_Lj2ya2_^J2_ 

dont  resultent  les  conséquences  suivantes: 

1.°  La  courbe  est  symétrique  par  rapport  à  Taxe 
des  ordonnées  et  a.un  7ioeud  k  l'origine  des  coordonnées, 
oíi  les  tangentes  fornient  avec  cet  axe  des  angles  w 
determines  par  1 'équation 


tang  II)  =  + 


\/a^  +  è« 
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On  voit  encore,  au  moyea  de  la  inéthode  indiquée  au  n.°  85,  que  la  même  eourbe  a  deux 

X  1 

points  doubles  coincidents  à  Tinfini ;    en  posaut,  en  efiet,  daus   Féquation  (2)  x  =  -=-,  ?/  =  -=- 

on  obtient  la  transfortnée 

qui  represente  une  eourbe  ayant  un  point  double  à  Torigine,  oíi  elle  est  coupóe  par  l'axe  des 
abscisses  en  quatre  points  coincidents,  et  dont  on  déduit,  en  cherchant  ie  premier  terme  du 
dévoloppement  de  Y  suivant  les  puissances  de  X,  que  les  paraboles  imaginaires  définies  par 
Téquation 

représentent  approximativement  cette  dernière  eourbe  dans  le  voisinage  de  1 'origine  des 
coordonnées,  et  qu'aux  deux  points  coincidents  ou  ces  paraboles  se  eoupent,  correspondent 
deux  points  doubles  coincidents  de  la  dernière  quartique,  situes  à  la  origine  des  coordonnées, 
et  par  suite  deux  points  doubles  coincidents  du  besace,  situes  à  linfini. 

2.°  Les  parallèles  à  Taxe  des  ordonnées  qui  passent  par  les  points  de  l'axe  des  abscisses 
compris  entre  Torigine  et  le  point  P,  oíi  £e  =  va^  +  ò^,  eoupent  la  eourbe  en  deux  points 
réels.  L'un  de  ces  points  est  situe  au-dessus  et  Tautre  au-dessous  de  Taxe  des  abscisses,  quand 
leur  abscisse  est  comprise  entre  O  et  a,  et  ils  sont  situes  tous  deux  au-dessus  de  eet  axe,  quand 
leur  abscisse  est  comprise  entre  a  et  Va--\-b-.  Au  point  C,  dont  les  coordonnées  sont 
(v/a^  +  6-,  J),  la  parallèle  à  Taxe  des  ordonnées  coincide  avec  la  tangente. 

3.°  II  existe  quatre  points  A,  D,  A',  D'  ou  la  tangente  est  parallèle  à  Taxe  des  abscisses. 
Les  coordonnées  de  ces  points  peuvent  être  déterminées  par  Téquation  (2)  et  par  celle-ci: 

2hy  +  a-  —  2x-  =  Q, 
dont  il  resulte 


4°  La  détermination  des  points  d'inJlexion  de  la  eourbe  dépend  de  la  résolution  d'une 
équation  du  troisième  degré.  En  dérivant,  en  effet,  par  rapport  à  x  Texpression  de  y'  obtenue 
précédemment,  on  obtient  la  formule 

2h      _      ax         3(a^  +  ò^)-2a!2 

^  ~  a-^  +  6*  +  a^  +  b^'  1    ' 

(a2  +  62  — «2)" 
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d'oú  il  resulte  que  les  abscisses  des  points  cherchés  sont  déterminées  par  Téquation 

4Ò2  (a2  +  62  -  a;2)3  =  a''-x^-  [3  (a^  +  b^-)  -  2x^], 

qui  est  du  troisième  degré  par  rapport  à  x^.  Elle  donne  pour  x  six  valeurs,  dont  trois  di8^- 
rent  seulement  par  le  sigiie  des  autres  trois ;  et  à  ehacune  de  ces  valeurs  correspondent  deux 
valeurs  de  y^  déterminées  par  réquation  (2),  dont  Pune  represente  Tordonnée  du  point  d'iufle- 
xion  et  Fautre  represente  1'ordonnée  du  deuxième  point  de  la  courbe  qui  a  Ia  même  abscisse 
que  celui-là. 

285.     Le  besace  est  une  quartique  unicursale.    En  posant,    en  effet,    dans  réquation  (2) 

on  trouve 

S(<--l)-±2aí(í^-l) 


2  _L  112 


(í"  +  l) 

286.     Pour  déterminer  la  valeur  A  de  Faire   limitée  par  Tune  des  branches  du  besace, 
on  peut  employer  la  formule 

A=  /  '^«--í-aíct/c^  — a;^  f'b!lcr  —  ax\^-^^ 

J  7^  '^"J  c^  "^^ 


ou  c  =  V  a-  -{-  b-,  d'ou  il  resulte 


A  =  -^aVa^-rb-. 


Donc,  cette   aire  est  égale  à  celle  du  rectangle  dont  les  côtés  sont  égaux  aux  abscisses  des 
points  B  e<  C. 

283.     Si  Ton  fait  6  =  0  dans  l'équation  (2\  on  obtient  celle-ci: 

(4)  aV  =  a;*(a«  — a;2), 

correspondante  à  une  paraboie  virtuelle  spéciale,  qui  a  été  nommée  par  Gabriel  Marie  (Exer- 
cices  de  Géoméirie  dcscriptivej  lemniscate  de  Gerono,  pour  avoir  été  considérée  par  ee  mathé- 
matieien  dans  son  Cours  de  Géométrie  analytique.  11.  Aubry  {Journal  de  mathématiques 
spéciáles,  1895,  p.  267)  a  designe  la  même  courbe  par  le  nom  de  huit,  à  cause  de  sa  forme, 
indiquée  dans  la  figure  58,  designation  plus  juste  que  ceile-là,  parceque  cette  quartique  est 
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Ia  première  des  paraboles  virtuelles  étudiées  par  Grégoire  de  St-Vincent  dans  Touvrage  men- 
tionné  ci-dessus  et,  d'aprè8  une  remarque  de  M.  Aubry,  elle  est  comprise  entre  les  courbes 
rencontrées  par  Wallis  en  coupant  par  un  plan  uu  conoide  spécial  qu'il  a  nommé  cono- 
cuneus  (Opera  omnia,  t.  ii,  p.  683),  courbes  qui  seront  considérées  plus  loin. 

Y  La  courbe  considérée  peut  être  construite  par  Tune 

des  méthodes  générales  indiquées  au  n."  283.  La  première 
de  ces  méthodes  est  d'une  application  facile  dans  ee  cas 
particulier,  car  la  conique  dont  la  quartique  considérée 
_2^est  un  antihyperbolisme  se  réduit  alors  au  cercle  repre- 
sente par  Téquation 

288.     La  courbe  considérée  a,  comme  on  Ta  dit,  la 

^V-  ^*  forme  indiquée  dans   la   figure  58.  Elle   est  symétrique 

par  rapport  aux  deux  axes  des  coordonnées  et  a  un  noeud 

à  Torigine,    oíi  sont  reunis  deux  points  d'inflexion,  et  les  tangentes  en  ce  point  forment  des 

angles  de  45"  avec  les  axes  des  coordonnées ;  elle  possède  encore  quatre  autres  points  d'infle- 

xion  imaginaires,  correspondants  aux  abscisses  ía.\/—y.  Les  coordonnées  des  points  oíi  les 
tangentes  sont  parallèles  à  Taxe  des  ordonnées  sont  (+fO  0)  et  celles  des  points  oíi  les 
tangentes  sont  parallèles  à  Taxe  des  abscisses  sont  (i-õ*  "V  2, +  -^oj . 


289.     On  peut  rattacher  à  la  courbe  qu'on  vient  de  considérer  la  quartique  représentée 
par  Téquation 


(5) 


aV  =  x2(e2_a!»), 


dont  réquation  (4)  est  un  cas  particulier.  Cette  courbe,  affine  de  celle  qui  precede,  apparaít 
dans  la  correspondance  de  Huygens  avec  Sluse  sous  la  désignation  de  première  parabole  vir- 
tuelle  de  Grégoire  de  St-Vincent,  parceque  sa  tbéorie  est  une  généralisation  immédiate  de 
celle  de  la  courbe  représentée  par  Téquation  (4),  qui  est  la  première  des  paraboles  virtuelles 
spéciales  étudiées  par  le  savant  inventeur  de  ces  courbes  dans  Touvrage  mentionné  ci-dessus. 
Parmi  les  lettres  des  deux  géomètres  qui  se  rapportent  à  cette  quartique,  il  en  est  à  remarquer 
une  de  Sluse  à  Huygens  du  19  octobre  1657  [Oeuvres  de  Huygens,  t.  ii,  p.  70),  oii  on  en 
donne  la  quadrature,  et  la  réponse  de  Huygens  à  cette  lettre,  du  2  novembre  de  la  même 
année  (1.  c  ,  p.  79),  ou  ce  géomètre  dit  que  la  solution  de  ce  problème  est  une  conséquence 
evidente  de  la  définition  de  la  courbe  comnie  parabole  virtuelle  et  qu"elle  avait  été  explicite- 
ment  indiquée  par  Grégoire  de  St-Vincent  dans  son  Ouvrage. 

La  parabole  virtuelle  qu'on  vient  de  mentionner  peut  être  construite  três  aisement,  ainsi 
que  ses  tangentes,  parce  qu'elle  est  I 'antihyperbolisme  du  cercle  x--\-y'^  —  e^,   par  rapport 
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à  la  droite  x  =  a.   A  cause   de  sa  forme,   on  peut  la  designer  par  le  nom  de  huit,  en  don- 
nant  à  ce  mot  une  signification  plus  générale  que  celle  qu'on  lui  a  attribué  au  n."  287. 

Dans  la  correspondance  de  Huygens  avec  Leibniz  figure  aussi  une  quartique  dont  Téqua- 
tion  est  un  cas  particulier  de  celle  qui  precede,    à  propôs   du   problème   qui   a  pour   but  de 

déterminer  la  courbe  dont  la  sous-tangente  est  égale  à   2y ^ — .   L'équation   de   la  courbe 

rapportée  est 

On  peut  voir  dans  le  tome  ix  des  Oeiívres  de  Huygens  (p.  470,  555  et  568)  les  lettres  de 
ces  deux  grands  géomètres  à  légard  de  cette  courbe  et  d'une  autre  du  sisième  ordre  dont 
la  sous-tangente  ne  diíFère  que  par  le  signe  de  celle  de  la  courbe  procedente,  et  quelques 
fragments  laissés  par  Huygens  sur  le  même  sujet  (p.  473,  574  et  576)  et  sur  la  courbe 
représentée  par  Téquation 

2aV  =  a;2(a-^4-sc2), 
dont  la  sous-tangente  est  égale  à  celle  de  la  quartique  antérieure. 


III. 
La  courl)e  de  Gutsolioveii  ou  eax)pa. 

290.  Dans  la  correspondance  de  Sluse  avec  Huygens  apparaít,  sous  le  nom  de  courbe 
de  Giãschoven,  une  quartique  vers  laquelle  Gutschoven  avait  attiré  Tattention  de  Sluse,  courbe 
qui  est  représentée  par  Téquation  polaire 

p=  a  tangO 
et  par  Téquation  cartésienne 

la  même  quartique  est  désignée  à  présent  par  quelques  auteurs  sous  le  nom  de  cappa,   pro- 
posó  par  M.  Aubry  dans  le  Journal  de  Mathématiques  spéciales  (1895,  p.  201). 

II  resulte  immédiatement  de  la  première  des  équations  precedentes  que,  si  par  un  point  M 
(fig.  59)  de  la  courbe  on  mène  une  perpendiculaire  au  vecteur  OM,  la  longueur  du  segment 
de  cette  droite  compris  entre  ce  point  et  le  point  ou  elle  coupe  l'axe  des  ordonnóes  OY  est 
égale  à  la  constante  a.  Cette  propriétó  a  été  prise  par  Sluse  pour  définition  de  la  courbe 
dans  la  lettre  à  Huygens  du  18   aoút  1662  {Oeuvres  de  Huygens,  t.  iv,  p.  207),   ou  il   fait 
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mention  pour  la  première  fois  de  cette  quartique,  et  oíi  il  donne  une  règie  pour  en  determinei' 

les  tangentes. 

En  partant  de  la  même  équation,  on  obtient  le  procede  suivant,  pour  tracer  la  même  courbe, 

employé  par  Barrow  dans  ses  Lectiones  geometricae  (1669,  leçon  VIU,  n.°  18).  Traçons  une 

droite  CD,  paralièle  à  Taxe  des  ordonnées  OY,  et 
dniit  la  distance  à  cet  axe  soit  égale  à  a,  et  signalons 
sur  cette  droite  un  point  arbitraire  N.  Prenons 
ensuite  sur  ON,  à  partir  du  point  O,  un  point  M 
tel  que  le  segment  OM  soit  égal  à  NC.  Le  lieu 
décrit  par  M,  quand  N  varie,  est  la  courbe  consi- 
dérée. 

On  voit  aisément  que  la  courbe  a  la  forme 
indiquée  dans  ia  figure  59.  Elle  est  symétrique 
par  rapport  aux  axes  des  coordonnées  et  est  com- 
posée  de  deux  branches  tangentes  l'une  à  Tautre 
au  point  O,  oíi  elle  a  un  noeud  à  tangentes  coin- 
Fig^  59  cidentes  (tacnode);  les  droites  CDet  CD',  corres" 

pondantes  aux  équations  a;  =  a  et  «  =  —  a,  en  sont 

les  asymptotes  et  déterminent  un  point  d'inflexion  double  ( bijlecnode),  situe  à  rinfini. 


291.  Les  tangentes  à  la  courbe  de  Gutschoven  peuvent  être  tracées  aisément  au  moyen 
d'un  théorème  qu"on  va  voir. 

Appliquons  à  la  courbe  considérée  léquation  générale  des  tangentes,  rapportée  aux  coor- 
données polaires: 

—  =  -1  cos  (9  -  bi)  +  (— )    sin  (6  -  Ôi), 
p        pd  Vpi/ 

(6i,  pi)  étant  les  coordonnées  du  point  de  contact;  il  vient 


a        cos  6)  sin(e  — ôi) 

•cos(o— 6i)- 


p         sin  6i  ~  '  sm''  Oi 

En  faisant  maintenant  dans  cette  équation  6  =  2Si,  on  trouve 


=  —  sm  ( 


donc,  la  tanf/ente  à  la  courhe  au  point  (6|,  pi)  et  la,  droite  qui  passe  par  O  et  forme  avec  OX 

un  angle  égal  à  26,  rencontrent  la  droite  correspiondante  à  1'équation  y  =  —  a  au  même  point. 

Les  tangentes  à  Ia  courbe  de  Gutschoven  furent  déterminées  pour  la  première  fois  par 

Sluse  dans  la  lettre  mentionnée  ci-dessus,  oíi  il  a  donné  une  règIe  pour  dóterminer  le  point 
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oú  elles  coupent  Taxe  des  ordonnées.  Barrow  a  donné  (1.  c.)  une  autre  méthode  pour  tracer 
ces  droites. 

292.     Le  rayon  de  courbure  de  la  quartique  considérée  est  determine  par  la  formule 


a(í+^sm^26\ 


p  ^ 

~    (2  +  sin- 6)  cos*  e    ' 

d'ou  il  resulte  que  la  valeur  du  rayon  du  cercle  osculateur  au  point  O  est  égale  à  -„-  «t.  II  en 

resulte  aussi   que  la  courbe  n'a  pas  de  points  d'inflexion  réels  à  distance  finie,  et  qu'elle  a 
quatre  points  d'inflexion  imaginaires. 

293.     L'aire  comprise  entre  Tare  OM  de  la  courbe  et  les  droites  OP  et  PM   est   dótçr- 
minée  par  la  formule 


*  are  sen  —  > 


d'ou  il  resulte,  en  faisant  a;  =  a, 

^  ^^ 

.  T.  a' 

Dono,  1'aire  comprise  entre  la  courbe,  la  droite  OC  et  Vasymptote  CD  est  égale  à  Vaire  du 
cercle  de  rayon  égal  à  —a. 

li 

Le  volume  de  solide  engendre  par  Taire  A  en  tournant  autour  de  OY  est  determine  par 
la  formule 

o  o 

et  par  conséquent  le  volume  du  solide  engendre  par  Taire  Ai,  en  tournant  autour  du  même 

4 
axe,  est  égal  à  -õ-"«')  c'est-à-dire  au  volume  de  la  sphère  de  rayon  égal  à  OC. 

Les  problèmes  qu'on  vient  de  considérer  furent  résolus  par  Huygens  dans  une  lettre 
adressée  à  Sluse  en  2õ  septembre  1662  (1.  c,  p.  238);  pour  obtenir  Taire  de  la  courbe  il  a 
employé  un  artífice  qui  avait  étó  déjà  utilisó  par  Roberval. 

294.  Avant  de  terminer  cette  doctrine  nous  remarquerons  encore  que  la  courbe  qu'on 
vient  de  considérer  est  comprise  entre  les  eourbes  représentées  par  Téquation  polaire 

a  cos  (6  —  «) 
'  coso 
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et  par  Téquation  cartésienne 

(«2  +  y-)  £C- =  a^  (o;  cos  a  +  3/ sin  a)-. 

Cette  courbe  jouit  de  la  propriété  suivante,  employée  par  Sluse  (1.  c.)  pour  la  definir.  Si 
par  un  quelconque  de  ses  points  on  trace  une  droite  faisant  avec  le  vecteur  de  ce  point  un 
angle  égal  à  a,  la  longueur  du  segment  de  cette  droite  compris  entre  ce  point  et  celui  ou  elle 
coupe  Taxe  des  ordonnées  est  égale  à  la  constante  a. 


IV. 
La  cruciforme.  La  puntiforme. 

295.     Considérons  Tellipse  représentée  par  Téquation 

a«  ^  62 

et  Ia  tangente  à  cette  courbe  au  point  (X,  Y),  droite  dont  Téquation  est 

et  qui  coupe  par  conséquent  les  axes   aux  points  determines  par  les  coordonnées   (O,  ^^1 

et  (^^,  0) .  En  menant  par  ces  points  deux  parallèles  aux  axes,  on  determine  un  autre  point, 
oíi  ces  droites  se  coupent,  dont  les  coordonnées  sont 

Ceia  pose,  le  lieu  géométrique  des  positions   que  ce  point  prend  lorsque   la   tangente   à 
Tellipse  varie,  est  une  courbe  du  quatrième  ordre,  représentée  par  Téquation 

qui  resulte  de  Félimination  de  X  et  Y  entre  les  équations  precedentes   et  celle   de   Tellipse, 
et  connue  par  le  nom  de  cruciforme  ou  kreuzcurve. 

Les  propriétós  de  la  cruciforme  furent  étudiées  par  M.  Schoute  en  deux  travaux  impor- 
tants  publiós,  le  premier  dans  les  Verslagen  (2.®  série,  t.  xix,  1883,  p.  420)  de  TAcadémie 
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des  Sciences  d'Am8terdam,  et  Tautre  dans  les  Arclnv  der  Mathematik  und  Physik  (Leipzig, 
2.«  série,  t.  ii,  p.  113;  t.  Jii,  p.  113;  t.  iv,  p.  308  et  t.  vi,  p.  113),  travaux  dans  lesquels 
sont  étudiées  amplement  les  courbes  du  quatrième  ordre  á  trois  noeuds,  formes  par  deux  ares 
ayant  Tun  et  l'autre  à  ces  points  une  inflexion.  Cette  classe  de  quartiques  contient  la  cruci- 
forme,  qui  joue  dans  la  théorie  des  mêmes  courbes  un  role  important,  comme  on  le  verra 
bientôt.  Cest  dans  le  deuxième  de  ces  travaux  que  M.  Schoute  a  proposé  pour  la  courbe 
considérée  le  nom  de  cruciforme  fh-eiizcurve).  Cependant,  avant  que  les  recherches  de  M. 
Schoute  aient  donné  de  Timportance  à  cette  quartique,  elle  avait  été  considérée  déjà  par 
Terquem  {Nouvelles  Annales  de  Mathématiques,  1847,  p.  394),  qui  Ta  définie  comme  polaive 
reciproque  de  la  dévelojypée  de  Vellipse,  par  rapport  au  cercle  represente  par  Téquation 
ii:--\-y^  =  a-  —  h-,  et  par  J.  Booth  (^A  Treatise  on  some  new  geometrical  Methods,  London,  t.  i, 
1873,  p.  145),  qui  en  a  donné  Téquation  tangentielle. 

296.     On  obtient  aisément  la  forme  de  la  cruciforme  au  moyen  des  équations 


hx 


a% 


Vx^  —  a^ 


'  y 


2>a^y 


(a;2-a2)- 


x-  —  a-) 


i.       (x^-a^f 


Hh 


dont  il  resulte  que  cette  courbe  est  formée  par  quatre  branches  égales  (fig.  60),  symétriquement 

placées  par  rapport  aux  axes  des  coordonnées, 
et  qui  ont  pour  asymptotes  les  droites  AB, 
A'B',  CD  et  CD',  dont  les  équations  sont, 
respectivement,  x=a,  x  =  —  a,y  =  h,y  =  —  h, 
et  qu'il  n'existe  pas  de  p.oints  à  distance  finie 
ou  les  tangentes  soient  parallèles  aux  axes  de 
la  courbe. 

La  cruciforme  a  un  point  isole   à   l'origine 
des  coordonnées.  Les  équations   des  tangentes 

à  la  courbe  en  ce  point  sont  y  =  +  —  ix,  et  cha- 

cune  de  ces  droites  coupe  la  courbe  en  quatre 
points   coincidents;    donc    au    point   isole    sont 
B'  B  reunis  deux  points  d'iiiflexion. 

Fig.  60  Les  asymptotes  parallèles  à  Taxe  desordon- 

nées  déterminent  un  noeud,  situe  à  Tinfini  sur 
Taxe  des  ordonnées,  et  les  asymptotes  parallèles  à  Taxe  des  abscisses  déterminent  un  autre, 
situe  sur  cet  axe.  Tous  ces  asymptotes  coupent  la  courbe  en  quatre  points  situes  à  riiitini; 
donc  chacun  de  ces  noeuds  est  forme  par  la  réunion  de  deux  points  d'inflexlon. 


207.     Les  tangentes  à  la  cruciforme  peuvent  être  obtenues   aisément  par  une  méthode 
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liée  à  celle  qu'oii  a  einployée  précédemment  pour  construire  cette  courbe,  et  basée  siir  ce 
théorème : 

La  tangente  á  VeJlipse  au  point  (X,  Y)  et  la  tangente  à  la  cruciforme  au  point  correspon- 
ãant  {x,  y)  coupent  á  un  même  point  la  droite  qui  j>asse  par  le  centre  de  Vellipse  et  par  le 
point  (X,  —  Y). 

En  eífet,  Féquation  de  la  tangente  à  la  cruciforme  au  point  (x,  y)  est 

a-  y*  ,  , 

ou,  en  substituaiit  k  x  qí  y  leurs  valeurs  en  fonction  de  X  et  Y  et  en  tenant  compte  de 
l'équation  de  Tellipse, 

a*Y3^i  +  ò4X3a;,=a^M; 

et  Téquation  de  la  tangente  à  l'ellipse  au  point  (X,  Y)  est 

rt2Y2/,  +  &*Xa,'i=a2è2. 

Or,  il  resulte  de  ces  équations  la  relation  suivante: 

a^Y  (62  -  Y2)  y,  +  6'  X  (a*  -  X^)  xi  =  O, 

à  laquelle  doivent  satisfaire  les  coordonnées  (xi,  yi)  du  point  d'intersection  des  deux  tangentes 
considérées ;  relation  qui  peut  être  mise  sous  la  forme 

Xyi  -f  YaJi  =  O, 
en  tenant  compte  des  équations 

b^  —  Y^  = 5-  j     a-  —  X-  =  -^r^-  > 

a-  o- 

et  qui  fait  voir  ainsi  que  le  point  (íC),  yi)  est  situe  sur  la  droite  qui  passe  par  le  centre  de 
Tellipse  et  par  le  point  (X,  — Y). 

298.  Le  rayon  de  courbure  de  la  cruciforme  au  point  (x,  y)  est  determine  par  Téqua- 
tion 

_  {l''x6  +  aYf  _  N^òV 
3  a^i*  x^y^  3  a'^y^ 

N  représentant  la  longueur  de  la  normale  au  point  considere. 

299.  La  cruciforme  possude,  comme  on  Ta  vu,  deux  noeuds  et  un  point  isole;  elle  est 
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donc  unicursale.  En  posatit,  en  efFet,  dans  son  équation 


\/y^-b^'  =  t{y-b), 
on  obtient  les  relations 

dont  nous  allons  déduire  quelques  propriétés  interessantes  de  ses  tangentes. 
Pour  cela,  remarquons  d'abord  que  Téquation  de  ces  tangentes  est 

(2)  a(<2  _  1)3  Y  +  8ií3X-a6(í2+ 1)3  =  0, 

et  que  par  conséquent  les  valeurs  que  t  prend  aux  points  de  contact  des  tangentes  à  la  courbe 
considérée  issues  d'un  point  (a,  p),  sout  déterminées  par  Téquation 

a(p-S)<6-3a(P  +  6)<*  +  8  6aí3  +  3a(,3-Z.)<2  — a(p  +  è)  =  0. 

Cela  pose,  cherclions  les  conditions  auxquelles  a  et  ^  doivent   satisfaire   pour  que  quatre 
de  ces  pomt3  soient  situes  sur  une  même  droite. 
La  droite  représentée  par  Téquation 

ux -{- vy -{- 1  =  Ç) 

coupe  la  cruciforme  en  quatre  points,  correspondants  aux  valeurs  de  t  données  par  l'équation 

aiit''  +  2  (1  +  v6)  «3  —  2  (1  —  vi)  t  -  au  =  0. 

En  faisant  maintenant 

A  =  a(,3-&),     B  =  a(p  +  Ò),     K  =  2  ^^^"  ,     L  =  2^— ^"-j 

au  au 

on  voit,  en  procedant  comine  au  n."  208,  que  les  conditions  pour  que  les  quatre  points  d'in- 
tersection  de  cette  droite  avec  la  courbe  coincident  avec  quatre  des  points  de  contact  des 
tangentes  menées  à  cette  courbe  du  point  («,  [3),  sont 

Saò  +  AL  — K(AK2-3B)  =  0,     KL-4  =  0, 

AK-L(AK*-3B)  =  0,     AK^-4B  =  0, 
ou,  par  suite, 

i^K  =  BL,     KL  =  4,     8aB  +  AL-BK  =  0,     AK2-4B  =  0. 
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Mais,  comme  la  quatrième  de  ces  équations  n'est  pas   distincte  des  deux  premières,  les 
conditions  cherchées  sont  celles-ci : 

(A)  AK  =  BL,     KL  =  4,     8aZ»  + AL-BK  =  0, 

Or,  en  éliminant  K  et  L  entre  ces  équations,  on  trouve 

16a"^Ò^AB  =  (A2-BV, 

ou,  en  substituant  à  A  et  B  leurs  vaieurs, 


«2    +   P' 


-2       I      132 


Donc,  cest  condition  nécessaire  et  suffisanfe  pour  que  quatre  des  points  de  coiitact  des  tan- 
gentes à  une  cruciforme  issues  d'un  point  donné  soient  situes  sitr  une  même  droite,  que  ce  point 
soit  placé  sur  la  courbe. 

L'équation  de  la  droite  passant  par  les  quatre  points  de  contact  des  tangentes  considérées 
resulte  de  Télimination  de  u  et  v  entre  Féquation 

ux  -j-  t-y  -j-  1  =  O 

et  deux  des  équations  qu'on  obtient  en  remplaçant  dans  les  formules  (A)  les  quantités  A,  B, 
K  et  L  par  leurs  vaieurs ;  cette  équation  est 

Donc,  la  droite  qui  passe  par  les  points  de  contact  des  tangentes  nienées  à  la  quariique 
considérée  du  point  (a,  P)  de  la  courbe,  passe  aussi  par  les  points  oô  se  rencontrent  les  paral- 
leles  aux  asymptotes  issues  du  point  isole  et  du  point  ( —  a,  —  |3). 

La  deuxième  des  équations  (A)  est  equivalente  à  celle-ci : 

à  laquelle  doivent  satisfaire  les  coefficients  des  équations  des  droites  passant  par  les  quatre 
points  de  contact  des  tangentes  à  la  cruciforme  issues  d'un  point  de  cette  courbe;  elle  est 
donc  l'óquation  tangentielle  de  Tenveloppe  de  ces  droites;  Téquation  cartésienne  correspoa- 
dante  est 

^  +  11=1 

«2  ^  ô* 
VOL.   IV  KK 
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Done,  Venveloppe  de  la  droite  jjassant  par  les  qitatre  points  de  contact  des  tangentes  à  la 
cruciforme  issues  d'un  point  variable  de  cette  courbe,  est  une  ellipse,  qui  coincide  avec  celle 
qui  a  été  employée  pour  definir  cette  quartique. 

Les  propositions  qu'on  vient  de  démontrer  sont  une  extension,  due  à  M.  Sclioiite,  des 
théorèmes  de  Em.  Veyr,  relatifs  à  la  lemniscate  de  BernouUi,  démontrés  au  n."  208. 

300.  La  polaire  du  poiut  (a,  P)  par  rapport  à  la  cruciforme  est  une  courbe  du  troisième 
ordre  qui  doit  être  tangente  à  celle-là  en  ce  point  et  doit  passer  par  ses  points  doubles  et 
par  ses  points  d'intersection  avec  la  droite  qu'on  vient  de  considérer  au  n."  précédent;  elle 
doit  par  suite  se  décomposer  dans  cette  droite  et  dans  une  conique  passant  par  les  trois  points 
doubles  de  la  quartique  et  tangente  au  point  (a,  [i)  à  cette  courbe.  L'équation  de  cette  conique 
est  donc 

•^  P  a 

On  voit  aisément  que  les  rayons  de  courbure  Ei  et  R  de  cette  conique  et  de  la  quartique 
considérée  au  point  (a,  p)  sont  lies  par  la  relation  R  =  -^Ri,  remarquée  par  M.  Balitrand 
(Journal  de  Mathématiques  spéciales,  t.  xiv,  1890,  p.  54). 

301.  Les  six  2}0Ínts  de  contact  des  tangentes  â  la  cruciforme  issues  d'un  point  non  situe 
sur  la  courbe  sont  placés  sur  une  conique. 

On  peut  démontrer  ce  théorème  par  une  analyse  semblable  à  celle  qui  fut  employée  au 
n."  209.  Considérons,  en  effet,  la  conique  definia  par  Téquation 

ux-  +  vy^  +  wxy  -f  A-a;  +  Z^  + 1  =  O ; 

les  valeurs  que  t  prend  aux  points  d'intersection  de  cette   conique   avec  la  cruciforme   sont 
déterminées  par  1'équation 

í8  +  A/' +  Bf'' +  Cí3  +  Dí*  -  Aí3  +  Eí^  —  Cc -f  1  =  O, 


ou 


,       2(ho  +  k)       „      4{b^-v  +  bl  +  l)     ■         2(bw-k) 

A  = )        t>  = 5 )       C^ ) 


2(462v-a%-4)      ^      4{bH  —  bl+l) 

D= 5 '       i^  = 3 


Mais,  les  valeurs  que  t  prend  aux  points  de  contact  de  la  courbe  avec  les  tangentes  issues 
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du  point  (a,  p)  sont  déterminées  par  Téquation 


ou 


K  =  |±J,     L^      «^« 


P  — è  «iP  — ^) 

Donc,  les  conditions  pour  que  ces  six  points  de  contact  soient  situes  sur  la  conique  sont 
celles-oi : 

C-L  +  3AK  =  0,     D-3-AL  +  3K(B  +  3K)  =  0, 

4A  +  L(B  +  3K)  =  0,     E  +  K-3(B  +  3K)  =  0, 

C  =  AK,     1  +  K(B  +  3K)  =  0, 

dont  sont  distinctes  seulement  einq,  qu'on  peut  écrire  ainsi: 

4K  4  4K 

Or,  ces  équations  déterminent  A,  B,  C,  D  et  E,  et  ensuite  les  relations 

kau  —  2hio  =  2k,     Ba--ií  —  Ih-v  =  4  (Z-Z  +  1), 
Qau  —  2hw  =  —  2^-,     (D  +  2)  ahi  —  8b^-v  =  —  8, 
Eaht  -  Ahh-  ==  4  (1  -  bl) 

déterminent  les  coeflicients  ?<^  Vj,  ic,  k  et  l  de  Téquation  de  la  conique. 

302.     En  partant  de  Téquation  de  la  tangente  :i  la  cruciforme  écrite  au  n."  299,  on  peut 
trouver  aisément  Véquation  tangentielle  de  cette  courbe. 
En  comparant,  en  effet,  Téquation  (2)  à  cette  autre : 

?<íc  -j-  f  y  +  1  =  O, 
on  trouve 

8<3  _  (^2-1)3 

"~       a(í«+l)3'     "-       b{f-+\f  ' 
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et,  en  éliminant  ensuite  t  entre  ces  équations,  on  obtient  I'équation  cherchée,  savoir: 


(au)^  +(bvf  =1. 

303.  La  cruciforme  a  été  définie  précédeminent  au  moyen  d'une  de  ses  relations  avec 
Tellipse.  Voici  maintenant  une  autre  de  ces  relations,  qui  a  été  remarquée  par  M.  Neuberg 
{Mathesis,  1894,  p.  47): 

Si  l'on  determine  en  chaque  point  d'une  ellipse  le  centre  de  couriure  de  Vhyperhole  fiomo- 
focale  passant  par  ce  point,  le  lieu  des  points  quon  obtient  ainsi  est  la  cruciforme. 

Pour  démontrer  cela,  considérons  Téquation  de  Teilipse  et  celle  de  rhyperbole  homofoeale 
correspondante 

9  9  9  9 

ai  "^  i2       ^'      A^       B2         ' 

oii 

A2  +  B2==a2_52  =  c_ 

Les  coordonnées  du  centre  de  courbure  de  Thyperbole,  correspondant  au  point  («,  y)  de 
cette  courbe,  sont  déterminées  par  les  formules 

=^i  =  ^,     y.  =  — BT' 
ou,  en  remplaçant  A  et  B  par  les  valeurs  suivantes: 

A  =  ^,     B  =  f, 
a  o 

qui  résultent  de  léquation  de  Thyperbole  et  de  la  relation  A-  +  B-  =  c^ 

a*  h'^ 

c-x       ''         c^y 

En  éliminant  x  ^t  y  parmi  ces  équations  et  celle  de  Tellipse,  on  obtient  celle-ci : 

qui  represente  la  cruciforme. 

304.  Voici  une  autre  relation  entre  la  cruciforme  et  Tellipse,  mentionnée  déjà  ci-dessus: 


285 


La  cruciforme  (1)  est  la  polaire  reciproque  de  la  développêe  de  Vellipse  représentêe  par 
/'équation 

par  rapport  aii  cercle  cn/ant  pour  équation 

x^-  +  y^  =  a^-b'^  =  c^. 
En  effet,  Ia  développêe  de  cette  ellipse  est  représentêe  par  Féquation 

et  Téquation  de  la  polaire  du  point  (X,  Y),  par  rapport  au  cercle  mentionné,  par  cette  autre: 

Xx  +  Yy  =  x''  +  f  =  c^; 

la  polaire  reciproque  cliercliée  est  donc  Tenveloppe  de  la  droite  représentêe  par  cette  équa- 
tion, X  étant  le  paramètre  arbitraire.  Pour  en  obtenir  Téquation,  il  suíSt  donc  d'éliminer  Y 
entre  les  deux  dernières  équations,  ce  qui  donne 

2  2  2  2 

iayXf  +  b~Uc'-Xxf  =  {c^-yf, 

et  ensuite  X  enti'e  cette  équation  et  celle-ci,  qui  resulte  de  dóriver  ses  deux  membres  par 
rapport  à  X: 

i_    ^  12  1 

a^ /  ^^2 _  -j^^^y  _  jT ^-j. y  _  Q_ 

On  obtient  ainsi  une  équation  qui  coincide  avec  Téquation  (1). 

Nous  ajouterons  encore  à  ce  qui  precede  que,  d'après  M.  Retali  [Mathesis,  1894,  p.  50), 
Ia  polaire  reciproque  de  la  développêe  d'une  ellipse  jjar  rapport  à  la  mSme  ellipse  est  une  cru- 
ciforme; et  que  la  polaire  reciproque  de  la  courhe  définie  par  V équation 

qui  represente  la  développêe  d'une  ellipse,  par  rapport  au  cercle  imaginaire 

a;2  +  2,-^  +  l=0, 
est  aussi  une  cruciforme. 
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305.     Considérons  maintenant  l'hyperbole  représentée  par  Téquation 


et  menons  par  un  quelconque  de  ses  points  une  tangente;  ensuite  traçons  par  le  point  ou 
cette  droite  coupe  chaeun  des  axes  une  parallèle  à  Fautre ;  les  deux  droites  qu'on  obtient 
ainsi  déterminent  par  leur  intersection  un  point,  qui  décrit,  quand  la  tangente  varie,  une 
courbe  nommée  par  M.  Sehoute  puntiforme  (kohlenspitzencurve)  dans  le  Mémoire  mentionné 
ci-dessus. 

En  precédant  comme  au  a."  295,  on  voit  que  léquation  de  la  puntiforme  est 


a- 
X- 


1! 


1; 


on  peut  donc  dériver  des  formules  relatives  à   la  cruciforrae  celles  qui  sont  applicables  à  la 
puntiforme  en  remplaçant  dans  les  premières  h-  par  — h-. 

T  La  forme  de  la  courbe,  indiquée  dans  la  figure  61,  peut  être 

obtenue  aisément  au  moyen  des  équations 

hx  ,  a-b 


y- 


\/a^—x^ 


,,  3a-  bx 

'   r= Y'   ^     1' 

{a^-x^-f  (a^-x^f 


elle  est  composée  de  deux  branches  infinies,  symétriques  par  rap- 
port  aux  axes  des  coordonnées,  qui  se  coupent  au  point  O,  ou 
elle  a  un  point  d'inflexion  double;  les  droites  AC  et  BD,  dont 
les  équations  sont  x  =  i.a,  en  sont  des  asymptotes,  ainsi  que 
les  droites  imaginaires  déterminées  par  les  équations  y  =  +  ib; 
à  chacun  de  ces  couples  d'asymptotes  correspondent  deux  points 
d'inflexion  doubles,  situes  à  Tinfini ;  les  tangentes  au  point  O 
forment  avec  i'axe   des   abscisses   des  angles   dont   la  tangente 

trigonométrique   est  égale  à  +  — .    On  voit  aussi  aisément  que 

Fig.  61  la  méthode   pour   tracer  les  tangentes   à  la  cruciforme  exposée 

au  n."  297  est  aussi  applieable  à  la  puntiforme. 
La  valeur  du  rayon  de  coui'bure  au  point  {x,  y)  est  déterminée  par  la  formule 


R  = 


(6*  «8 +  0*3/6^''         Wb''x'' 


3a*  Ò2j;5^5 


3a2/ 
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Les  propriétés  des  tangentes  à  la  cruciforme  démontrées  aux  n."'  299  à  302  ont  aussi 
lieu  dans  le  cas  de  la  puntiforme,  ainsi : 

1 ."  Cest  condition  nécessaire  et  sujfisante  pour  que  quatre  des  points  de  contact  des  tan- 
gentes à  la  puntiforme  issues  d'un  point  donné  (a,  p)  soient  situes  sur  une  même  droite,  que  ce 
point  soit  placé  sur  la  courbe.  Cette  droite  passe  aussi  par  les  points  ( — a,  0)  et  (O,  — fj). 

La  polaiie  du  point  (a,  ,3)  est  formée  par  cette  droite  et  par  Thyperbole  représentée  par 
l'équation 

•^  P  a  ' 

et    le   rayon    de   courbure   Ri    de    cette   hyperbole  et   celui   de   la  quartique    considérée    au 

2 
point  (a,  ]i)  sont  lies  par  la  relation  R  =  -^-Ri. 

2."  L'enveloppe  de  la  droite  passant  par  les  quatre  points  de  contact  des  tangentes  à  la 
puntiforme  issues  d'un  point  variable  de  cette  courhe  est  une  hyperbole,  qui  coincide  avec  celle 
qui  a  été  employée  pour  definir  cette  quartique. 

3."  Les  six  points  de  contact  des  tangentes  à  la  puntiforme  issues  d'un  point  non  situe  sur 
la  courbe  sont  placés  sur  une  conique, 

On  volt  aussi  aisément  que  la  puntiforme  et  Thyperbole  dont  elle  derive  sont  liées  par 
les  mêmes  relations  qui,  d'aprés  ce  qu'on  a  vu  aux  n."''  303  et  304,  lient  la  cruciforme  et 
Tellipse  dont  elle  derive,  et  que  Féquation  tangentielle  de  la  puntiforme  est 


(au)    —  (bv)    =  1 . 

306.  Voyons  maintenant  le  role  que  les  quartiques  qu'on  vient  de  considérer  jouent 
dans  la  tliéorie  générale  des  quartiques  ayant  trois  noeuds  et  à  chaque  noeud  deux  points 
d'inflexion.  Considérons  une  (C)  de  ces  courbes  et  rapportons  son  équation  à  un  triangle  de 
référence  dont  les  côtés  passeut  par  ses  noeuds. 

La  droite  «i  =  O  doit  couper  la  quartique  considérée  en  quatre  points,  dont  deux  coíncident 
avec  le  sommet  de  ce  triangle  ou  £Ci  =0  et  ^i  =0,  et  deux  autres  avec  le  sommet  ou  «i  =0 
et  zi  =  O ;  donc  Téquation  de  la  courbe  doit  se  réduire  à  Áy]  z;  quand  on  y  fait  xí  =  0. 
De  même,  Téquation  de  la  courbe  doit  se  réduire  à  Bzix^  quand  on  fait  yi=0  et  à  Cx-,yl 
quand  on  pose  zi  =  0.  L'équation  cherchóe  doit  donc  avoir  la  forme 

AyU',+BxUl+Cx]f,  +  Dx',y,z,  +  Ex,yUi  +  Fx,y,z',=0. 

Cette  équation  represente  toutes  les  quartiques  ayant  trois  points  doubles;  cherchons  les 
conditions  pour  que  la  coui'be  ait  à  chacun  de  ces  points  deux  inflexions.  Remarquons,  pour 
cela,  que  les  droites  qui  passent  par  le  sommet  (xi=0,  ?/i=0)  ont  pour  équation  yi  =/,'Xi 
et  que  chacune  de  ces  droites  coupe  la  courbe  en  quatre  points,  correspondants  aux  quatre 
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valeurs  de  xi  données  par  Téquation 

x][{Ak'*--^Fh  +  B)z\  +  Ck'^  xl  +  (D  +  'EJc)kxi  zi]  =  0; 

et  que  pourtant  la  condition  pour  que  deux  de  ces  droites  coupent  la  quartique  en  quati'e 
points  coincidents,  est  que  les  racines  des  deux  équations 

AJt2  +  FA:  +  B  =  0,     (Efc  +  D)À;  =  0 

coincident;  ou,  en  remarquant  que  la  droite  ?/i  =  0  ne  peut  pas  satisfaire  à  la  question  et 
que  par  suite  k  ne  peut  pas  être  nul,  qu'on  ait 

E  =  0,     D  =  0. 

On  trouve  de  même  que  les  conditions  pour  que  la  quartique  ait  à  chacun  des  autres 
sommets  du  triangle  deux  inflexions  sont  celles  qui  préeèdent  et,  en  autre,  F=0.  L'équation 
de  la  courbe  (C)  est  dono 

(3)  Ayiz]  +  BxUÍ  +  Cx]y',=0. 

Cela  pose,  supposons  premièrement  que  les  noeuds  de  la  courbe  (C)  sont  tous  réels.  Dans 
ce  cas  les  constantes  A,  B  et  C  sont  aussi  réelles  et  ne  peuvent  pas  avoir  un  même  signe.  En 

posant  alorsa;  =  — ,     y=-^—,  on  obtient  Téquation 

(4)  CxY  +  Bx^  +  A.f-  =  0, 

qui  represente  une  cruciforme,  quand  A  et  B  ont  les  mêmes  signes,  et  une  puntiforme,  quand 

,         .                         ■                                                   Xi                  zi  .    .  . 

ces  constantes  ont  des  signes  contraíres:  et,  en  posant  x  = ,   y  = ,  on  obtient  1  equation 

Bxy  +  Cx^-  +  Ay^-  =  0, 

qui  represente  une  cruciforme,  lorsque  A  et  C  ont  les  mêmes  signes,  et  une  puntiforme  dans 
le  cas  contraire.  II  en  resulte  que  la  cruciforme  peut  représenter  la  perspective  réelle  des 
quartiques  à  trois  points  d'inflexion  doubles  réels ;  et  que  la  puntiforme  jouit  de  la  même 
propriété.  Supposons  en  deuxième  lieu  que  deux  des  noeuds  de  la  quartique  (C)  sont  imagi- 
naires.  Alors  les  coefficients  de  Téquation  (3)  sont  imaginaires,  ainsi  que  ceux  de  Téquation  (4); 
mais  on  peut  dans  ce  cas  déterminer  une  lemniscate  de  Bernoulli  réelle  qui  est  une  perspective 
de  (C).  En  prenant,  en  eftet,  pour  côté  des   zi  dans  le  triangle  de  référence  la  droite  réelle 

A        B 

qui  passe  par  les  deux  points  doubles  imaginaires,  les  coefficients  -p-  et  p-  ^i^  Téquation  (3) 
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A 

sont   deux   nombres    imaginaires    conjugues,   ainsi    que  xi   et   ?/i,   et  en   faisant  -7^  =p  -\-iqy 

j3  sci  ?/( 

-~=p  —  iq,    —  =X  +  iY,  —  =  X  —  ÍY,  on  obtient  róquation 

(X2  +  Y2)2  +  2p  (X2  -  Y2)  -  4í  XY  =  O, 

qui  correspond  à  une  lemniscate  de  Bernoulli,  eomnie  on  le  voit  aisément  au  moyen  d'une  trans- 
formation  des  coordonnées.  Cette  lemniscate  represente  donc  dans  ee  cas  une  perspective  réelle 
de  la  courbe  (C). 

307.  Comme  eonséquence  de  ce  qui  precede  on  peut  généraliser  à  toutes  led  courbes 
ayant  trois  points  d'inflexion  doubles  Jes  propriétés  projectives  de  la  crucifornie  et  de  la  lem- 
niscate de  Bernoulli.  On  trouve  ainsi,  par  exemple,  les  résultats  suivants,  donnés  en  partie 
par  Laguerre  dans  les  Xouvelles  Annales  de  Mathérnatiques  {2.^  série,  t.  xvii,  1878.  p.  337): 

1.°  Les  courbes  considérées  ne  peuvent  pas  avoir  trois  noeuãs  réels ;  elles  ont  deux  noeuds 
réeh  et  un  point  holé,  ou  deux  noeuds  imaginaires  et  un  noeud  réel.  Dans  le  prender  cas,  le 
point  isole  est  situe  à  l' intersection  des  duigonales  du  quadrilatíre  forme  par  les  tangentes  aux 
deux  noeuds;  dans  le  deuxihne  cas,  le  noeud  réel  est  situe  à  l' intersection  des  diagonales  du 
quatrilatere  forme  par  les  tangentes  aux  deux  atdres  noeuds. 

2."  Les  qiiatre  points  de  contact  des  tangentes  à  une  quelconque  des  mêmes  quariiques,  issues 
d'un  point  (a,  ,B)  situe  sur  la  courbe,  sont  placés  sur  une  mSme  droite;  et  V envelopipe  des  droitts 
quon  obtient  ainsi  est  une  conique. 

On  peut  déterminer  aisément  la  droite  qu'on  vient  de  considérer,  quand  le  point  (a,  |j) 
est  donné,  par  Ia  méthode  suivante,  qui  resulte  de  ce  qu'on  a  dit  aux  n."^  299  et  209.  Si  la 
courbe  possède  un  point  isole,  traçons  la  droite  passant  par  ee  point  et  par  le  point  (a,  ,3), 
et  ensuite  menons  par  Tautre  point  oíi  cette  droite  coupe  la  courbe,  deux  droites  passant  par 
les  noeuds  de  la  même  courbe;  ces  droites  coupent  celles  qui  passent  par  ces  mêmes  noeuds 
et  par  le  point  isole  en  deux  points  de  la  droite  cherchée.  Si  la  courbe  a, deux  noeuds  ima- 
ginaires, on  doit  remplacer  dans  ce  qui  precede  le  point  isoIé  par  le  noeud  réel. 

3."  Les  six  points  de  contact  des  tangentes  menées  à  la  même  quartique  d'un  2^oint  non 
situe  sur  la  courbe,  sont  placês  sur  une  même  conique. 


V. 
La  quartique  piriforiiie.  Les  quartiques  de  ^Vallis. 

308.     On  donne  le  nom  de  quartique  piriforme  à  la  courbe  définie  par  róquation 

x^^  —  ax^-^-lY-^O, 
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courbe  qui  est  coiuprise  entre  les  sections  dii  cono-cuneus,  conotde  spécial  considere  par  Wallis, 
dont  nous  noiís  oceuperons  bientôt.  Cette  quartique  fut  étudiée  par  Ossian  Bonnet  dans  un  article 
inséré  aux  Nòuvelles  Annales  ãe  Mathématiques  (1844,  p.  7õ),  ensuite  par  M.  Brocard  dans  la 
Nouvelle  Corresponãance  (t.  vi,  1880,  p.  91,  121  et  213)  et  dans  le  Mathesis  (t.  iii,  1883, 
p.  23,  116  et  191),  par  M.  Mister  dans  le  Matheds  (t.  i,  1881,  p.  78  et  128);  le  cas  par- 
ticuiier  o\\h  =  a  avait  été  considere  par  Sluse  et  Huygens  en  des  lettres  adressées  par  Tun  à 
l'autre  en  16Õ7  et  1658  {Oeiívres  de  Huygens,  t.  ii,  p.  122,  124,  13õ,  144  et  149),  oíi  ils  se 
sont  occupés  de  sa  quadrature  et  de  la  cubature  du  solide  qu'elie  engendre  en  tournant  autour 
de  son  ase. 

On  voit  aisément,  au  moyen  des  équations 

i  3 


y- 


1 


-j--xvx(a  —  «),     y' = 


3ax'  — 4x' 


2b{a—xf 


que  la  courbe  a  la  forme  indiquée  dans  la  figure  62.  Elle  a  un  axe  AAi,  un  point  de  re- 

broussement  A  à  Forigine  des  coordonnées,  et 
un  sommet  Aj,  dont  les  coordonnées  sont  {a,  0); 
les  coordonnées  des  points  5Ii  et  Ni,  ou  les  tan- 
gentes   sont  pai'allèies   à  laxe  mentionné,  sont 

-^-fo  Í77:  ~7~'  ^)'  et  les  coordonnées  des  points 
d'inflexion  sont  déterminées  par  Téquation  de  la 
courbe  et  par  celle-ci : 

Sa;'— 12aa;  +  3a-  =  0, 

d'ou  il  resulte  que  la  courbe  possède  deux  points 
d'inflexion  imaginaires,  et  deux  points  d"inflexion 
„.     „y  réels  ayant  pour  coordonnées 


3-/3  ,    a2 

x^^^a,     y^±^ 


6/3-3- 


Pour  étudier  les  points   de  la  courbe  situes   à  i'infini,  posons  a;=^-ii-,  y- 
équation  et  développons  ensuite  Y  suivant  les  puissances  de  X;  on  trouve 


dans    son 


-x-^+..., 


d'ou  il  resulte  que  ia  quartique  considérée  a  à  Tinfini  deux  points  isoles  coincidents. 
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300.  La  quartique  jjiriforme  peut  être  construite  aisément  comme  on  va  le  voir  (G. 
de  Longchcamps :  Essai  de  la  Géométrie  de  la  regle,  1890,  p.  131). 

Considérons  une  circonférence  ABAi  de  rayon  égal  à  -^a  avec  le  centre  en  C,   et   sur 

cette  circonférence  prenons  un  point  A;  ensuite  traçons  une  perpendiculaire  HB  au  diamètre 
AC,  passant  par  un  point  H  dont  la  distance  à  A  soit  égale  à  h.  Cela  pose,  menons  par  A 
une  droite  arbitraire  AM,  par  ie  point  oii  elle  coupe  HB  une  parallèle  MP  à  AC  et  par  le 
point  P  ou  MP  coupe  la  circonférence  une  perpendiculaire  PR  à  AC ;  la  droite  AM  deter- 
mine par  son  interaection  avec  PR  un  point  Q  de  la  quartique  considérée. 

En  effet,  en  prenant  A  pour  origine  des  coordonnées  et  AC  pour  axe  des  abscisses,  on 
a  les  relations 

PR2  =x(a  —  x),     PR  =  MH  =  è  tang MAH  =  -^  , 

dont  resulte  l'équation  de  Ia  courbe. 

La  construction  precedente  équivaut  óvidemment  à  considérer  la  quartique  piriforme 
comme  im  antihyperhoUsme  du  cercle  ABAi  par  rapport  à  la  droite  BH  (n."  114). 

On  peut  aussi  construire  três  fticilement  les  tangentes  à  la  même  quartique  en  se  basant 
sur  le  théorème  suivant,  qui  est  une  conséquence  du  théorème  general  démontré  au  n."  114: 

Les  tangentes  au  cercle  ABAi  et  à  la  quartique  aux  points  P  e<  Q  rencontrent  la  droite  MR 
Ò  un  même  point. 

310.  La  valeur  de  Taire  iimitée  par  un  are  de  la  quartique  piriforme,  par  l'axe  dea 
abscisaes  et  par  une  parallèle  à  l'axe  des  ordonnées  est  donnée  par  Ia  formule 


■IX-  - 

A  =  ^  I    x'  (a  —  x)'  dx, 


d'ou  il  resulte 


i  Vx  (a  —  x)  ,    a  ,  ,       á^']   , — ; ,    a'   /  t:  .    /« —  x\ 

A=-^|-4-i  +  _(«_«,)__J/,(a_,)  +  _(__arctangy/^. 

TTít 

La  valeur  de  Taire  Iimitée  par  Ia  courbe  est  dono  égale  à  —^-r-  • 

ou 

Le  volume  du  solide  engendre  par  la  courbe  considérée  en  tournant  autour  de  Taxe  AAj 

est  determine  par  la  formule 


y  =  -  j   y-dx  =  ^i    x^a  —  x] 


n  o 


Le  volume  Vi  du  solide  engendre  par  le  parallélogramme  circonscrit  à  la  même  courbe 
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,    ,     ,    ,  27  ah.  ,         V        64  ^^ 

tíii    tournant   autour   du    meme    axe   est   egal   a  ^-^-r-,-^  ;  donc  ^rr— =  ^rr^  (Huvffens,    I.    c, 

^  2oGi-  '  \i       135  ^      •'O      '            ' 
p.  124). 

311.  La  quartique  piriforme  appartient  à  une  classe  de  qiiartiqnes  rencontrées  par  Wallis 
«n  eherchant  les  sectioiís  du  cono-cuneus,  et  que  par  ee  motif  nous  appelleroiis  quarfiqites  de 
Jf^állis.  Cette  surface,  à  laquelle  cet  éiuineiit  géomètre  a  consacré  un  écrit  paru  en  1685 
{Opera  mathematica,  t.  ii,  p.  683),  est  un  conoide  droit  dont  les  directrices  sont  un  cercle  et 
une  parallèle  D  au  plan  de  ee  eercle,  située  sur  un  plan  perpendiculaire  à  celui-là,  passant  par 
le  centre  du  même  cercle.  En  prenant  pour  plan  xy,  xz  et  yz,  respectivement,  le  plan  du  cercle, 
le  plan  qui  passe  par  son  centre  et  par  la  droite  D,  et  le  plan  pei-pendiculaire  à  cette  droite 
passant  par  Tun  des  points  oíi  le  cercle  est  coupé  par  le  plan  xz^  les  équations  du  cercle  sont 

x^  -\-  y-  —  ax  ^0,     2  =  0, 

et  les  équations  de  la  droite  D  sont  í/  =  0,  z^ò.  Les  équations  de  la  génératrice  du  conoide 
considere,  c'est  à-dire  les  équations  d'une  droite  parallèle  au  plan  yz  coupant  ces  deux  lignes, 
sont  donc 

x=a,      '^s  +  Jjy  =  bi-i, 

a  et  p  étant  deux  constantes  vérifiant  la  condition 

En  éliminant  luaintenant  a  et  p  entre  ces  relations,  on  obtient  léquation  du  conoide  con- 
sidere, savoir 

£C*  (z  -  òf  +  bY  —  ax  (z  -  by-  =  0. 


Cela  pose,  si  Ton  coupe  ce  conoide  par  un  plan  perpendiculaire  au  plan  diametrale  xz, 
represente  par  Téquation 

z  =  kx-\-l  —  x  tang  to-]-l, 

O)  représentant  Tangle  du  plan  de  la  seetion  et  du  plan  xy,   on    obtient   une   courbe   dont  la 
projection  sur  le  plan  xy  a  pour  équation 

a;2  (7,^  ^  ;  _  j)2  ^  J2y2  _  ax  {kx  +  l  -  b)^  =  O, 

et  qui  est  par  conséquent  une  quartique  piriforme  quand  l  =  b. 

On  obtient  aisément  l'équation  de  la  seetion  envisagée,  rapportée  aux  droites  qui  résul- 
tent  de  l'intersection  de  son  piau  avec  ceux  des  xz  et  yz,  prises  respectivement  pour  les  axes 
des  X  et  Y,  en  remarquant  qu'on  a 

7/  =  Y,     a-  =  X  cos  (1) ; 
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et  par  eonséquent  réquation  des  quartiqiies  de  Wallis  est 

X-  {X  sin  m  +  l—  hf-  cos2  w  +-  6^ Y^  —  nX  (X  sin  m  +  1-  b)-  cos  w  =  O, 

et  represente  une  quarfique  piriforme  lorsqtie  l  =  b,  c'est-íi-dire  quand  le  plan  de  Ia  section 
eoupe  la  droite  D  à  Tiin  des  points  dont  la  projectioii  sur  le  plan  xy  tombe  sur  la  circunfé- 
rence  du  cercle  directeur  dii  conoide. 

II  est  géométriquement  évident  que,  si  le  plan  de  la  section  coiipe  la  mêrae  droite  à  iin 
point  qui  se  projette  sur  le  plan  xy  à  l'intérieur  du  cercle  envisagé,  la  courbe  correspondante 
est  composée  de  deux  ovales  ayant  un  point  conimum,  oíi  elle  a  un  noeud  à  deux  inflexions, 
et  que,  si  le  point  considere  se  projette  à  Textérieur  du  cercle,  la  courbe  est  composée 
d'un  ovale  et  d'un  point  isole.  Ce  noeud  et  ce  point  isole  sont  situes  sur  la  droite  D.  La 
même  courbe  a  encore,  en  tous  les  cas,  deux  points  doubles  coincidents  à  Tinfini,  et  elle 
est  par  eonséquent  unicursale. 

Nous  remarquerons  encore  que  la  condition  pour  qu'une  quartique  de  Wallis  ait  deux 
axes,  c'est  que  le  plan  de  la  section  coupe  la  droite  D  à  un  point  qui  se  projette  au  centre 
du  cercle  directeur  du  conoide.  Pour  obtenir  Téquation  de  cette  courbe,  remarquons  que 
l'éqiiation  do  cono-cuneus,  rapportée  à  des  axes  parallèles  aux  axes  primitifs  passant  par  le 
point  d'intersection  de  la  droite  D  avec  le  plan  de  la  section,  est 

a,V  +  èV=Í-a2z2 

et  que  Téquation  de  ce  plan  prend  alors  la  forme  z  =  £ctángw.  L'équatiou  de  la  section,  rap- 
portée aux  droites  qui  résultent  de  Tintersection  de  son  plan  avec  les  plans  des  xz  et  yz,  est 
donc 


Vásm-o) 

et  pourtant  la  quartique  de  Wallis  à  deux  axes  est  identique  à  la  parabole  virtuelle  consi- 
dérée  au  n."  289.  Cette  identité  d'une  des  sections  du  conu-cuneus  avec  une  courbe  qui  avait 
été  déjà  envisagée  par  Grégoire  de  St-Vincent,  n'a  pas  été  remarquée  par  Wallis. 

Nous  ajouterons  encore  à  ce  qui  precede  une  propriété  de  toutes  les  quartiques  de  Wallis 
qui  n'a  pas  encore  été  remarquée :  elles  sont  les  antihyperholismes  ã'un  cercle,  situe  dans  le 
plan  de  la  section,  par  rapjJort  au  point  oh  ce  plan  coupe  la  droite  D. 

Soit,  en  eflet,  c  la  valeur  que  prend  x  au  point  oíi  le  plan  de  la  section  coupe  la  droite  D, 
et  rapportons  Téquation  du  conoide  à  des  axes  parallèles  aux  axes  primitifs  passant  par 
ce  point.  L'équation  de  cette  surface  et  celle    du  plan   de  la  section  prennent  alors  la  forme 

{x  +  cfz''-\-hhf-  —  a{x  +  c)z^^O,     3  =  a!tang(u, 
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et  l'équation  de  cette  section,  rapportée  aux  di-oites  qui  résultent  de  Tintersection  de  son  plan 
avec  las  plans  des  xz  et  des  yz,  est 

X-  (X  cos  (D  +  cf  tang-  lo  +  &^Y*  —  «X^  (X  cos  co  +  c)  tang"^  co  =  0. 

En  faisant  maintenant 

XiYjsincu 
X  =  A 1 ,      Y  = 7 1 


on  obtient  réquation 


L  2.  cos  w  J 


4  cos^ 


qui  represente  un  eercie  réel. 

II  resulte  de  la  proposition  qu'on  vient  de  démontrer  et  des  théorèmes  dómontrés  au 
n."  114  une  minière  de  tracer  toutes  les  qnartiques  de  Wallis  et  leurs  tangentes. 

312.  L"équation  de  la  quartique  piriforme  est  un  cas  particulier  de  celle-ci,  rapportée  à 
des  axes  de  direction  arbitraire: 

Ax»  +  Box*!/  +  Da;^  +  Ca  V  +  Y^axy  +  Fx'^  =  O, 

qui  resulte  de  Téquation 

(1)  AX2  +  BXY  +  CY2  +  DX  +  EY  +  F  =  0 

eu  y  posant 

X  =  ^.     X  =  a., 

et  qui  represente  donc  les  antihyperbolismes  des  coniques  (n."  118). 

L'équation  qu'on  vient  d'obtenir  represente  une  courbe  du  quatrième  ordre  quand  A  et  C 
sont  différents  de  zero;  cette  quartique  a  un  point  double  à  Torigine  des  coordonnées  et  deux 
points  doubles  coíncidents  à  Tinfini ;  elle  est  pourtant  unicicrsale.  Les  parábolas  repré- 
sentéas  par  l'équation 


y  =  (B±\/W—4AC)x^ 

en  sont  deux  asymptotes  courvilignes. 

313.  Nous  profiterons  cette  occasion,  oíi  nous  avons  ótó  manes  à  parler  des  antihyi  er- 
bolismes  des  coniques,  pour  completer  la  doctrine  qui  se  rapporte  aux  hyperbolismes  des 
mêmes  courbes.  On  a  vu  aux  n."*  115  et  116  que  Thyperbolisme  d'une  conique  est  une  autre 


295 

conique,  une  cubique  ou  une  quartique  et  que  Téquation  de  cette  quartique  est 

(2)  xY-  +  ^^f-  +  Ca^3/»  +  Daccy  +  Ea*y  +  Fa^  =  O, 

Ia  conique  correspondante  étant  représentée  par  Téquation  (1),  oíi  nous  supposerons  A  =  1,  et 
les  axes  des  coordonnées  étant  orthogonaux  ou  ohliques.  Or,  léquation  (2)  peut  être  réduite  à 

une  forme  plus  simple,  en  transportant  l'origine  des  coordonnées  au  point  ( -r-  Ba,  O) ,  savoir: 

(3)  ajV  +  Hy^  +  Ka;;/  +  L7/  +  M  =  0, 
ou 

(4)  H=--^(B2-4C},     K  =  DA,     M  =  Fa2,     L  =  -|-(2E-BDj. 

Si  réquation  (3)  est  donnée  et  si  Ton  veut  chercher  la  conique  dont  elle  est  un  hyperbolisme, 
on  peut  einployer  les  équations  (4),  qui  déterminent  les  coefficients  d'une  infinité  de  coniques 
qui  résolvent  la  question.  Nous  allons  chercher  les  conditions  pour  qu'une  de  ces  courbes  soit 
un  cercle. 

L'équation  du  cercle,  rapportée  à  des  axes  parallèles  à  ceux  dont  dépend  1'équation  (3), 
est 

(X-a:0-  +  (Y-y,)2  +  2(X-a;0(Y-^/0cosa3  =  R^ 

{x\ ,  yi)  étant  les  coordonnées  du  centre,  R  le  rayon  et  to  Tangle  des  axes.  Les  conditions  pour 
que  la  courbe  considérée  soit  un  hyperbolisme  de  ce  cercle  sont  donc 

H  =  a^sin^ío,     K  =  — 2a(£Ci +2/1  cos(o),     L  =  —  2a^yisin^cu, 
M  =  —  «2  [R2 _ x\ -y\-  2a-iy,  cos  cu] . 

La  première  de  ces  équations  determine  a,  la  deuxième  et  la  troisième  déterminent  xi 
et  2/i,  et  la  dernière  determine  ensuite  R.  On  voit  donc  qu'il  existe  deux  cercles  dont  la  quar- 
tique considérée  est  un  hyperbolisme,  et  que  ces  cercles  sont  réels  quand 

H>0,     a2(a,2^^2_|.2ziy,cosoj)>M. 

Le  point  par  lequel  passent  les  axes  auxquels  le  cercle  est  rapporté  passent  par  le  point 
dont  les  coordonnées,  rapportées  aux  mêmes  axes  que  la  quartique  douuée,  sont  (a  cos  (u,  0). 
En  posant  F  =  0,  et  par  conséquent  M  =  O,  on  retrouve  un  théorème  démontré  au  n."  116. 
Nous  avons  exposé  la  doctrine  relative  aux  hyperbolismes  de  quatriòme  ordre  des  coni- 
ques, qu'on  vient  de  voir,  et  la  doctrine  relative  aux  hyperbolismes  de  troisième  ordre  des 
coniques  qu'on  trouve  aux  n."*  llõ  à  118  dans  un  écrit  insere  aux  Ánnaes  scientificos  da 
Academia  Pohjtechnica  do  Porto  (t.  ii,  p.    119). 
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VI. 


La  courl)o  du  diablo. 


314.     On  a  donné   le  nom  bisarre    de  courbe  du  diahle  à   la   quartique   représentée   par 
Téquation 

2^4  _  a;í  -  96  ahf-  +  100  a  V^  =  O, 

laquelle  fut  considérée  par  Cramer  dans  Vlntroduction  ã  VAnalyse  des  lignes  courhcs  (ITÕO, 
p.  19),  par  Lacroix  dans  le  Traité  élémentuire  de  Calcul  différentiel  et  iniégral  (1837,  p.  158), 
par  Briot  et  Bouquet  dans  la  Géométrie  analytique  (2/  ed.,  p.  197),  par  Laurent  dans  son 
Traité  d'Analyse  (t.  li,  p.  18Õ),  etc.  L'équation  polaire  de  la  même  courbe  est 


f/2  =  96a^  +  4a« 


cos^e 
cos  2Í 


On  voit  aisément  au  moyen  de  cette  équation  que  la  courbe   considérée   a  la  forme  indi- 
qiiée  dans  la  figure  %o.  Elle  est  syiuétrique  par  rapport  aux  ases  des  coordonnées  et  est  com- 

posée  de  deux  branches  iníiuies  coupant  Taxe  des  abscis- 
ses  aux  points  A  et  A',  oíi  p  =  +10a.,  et  ayant  pour 
asymptotes  les  droites  OB  et  OC,  qui  forment  avec  cet 

axe  des  angles  égaux  à -p,  et  d'une   branclie   finie   cou- 

pant  Taxe  des  ordonnées  aux  points  D  et  D',  ou  p=a  v  96, 
et  ayant  un  point  d'inflexion  double  à  Torigine  O;  les 
tangentes  à  la  courbe  en  ce  point  forment  avec  Taxe 
des  abscisses  des  angles  dont  la  valeur  6i  est  déter- 
minée  par  Téquation  24  ^49  cos- 6i.  Les  droites  passant 
par  Torigine  coupent  la  courbe  en  deux  points  réels, 
placés  sur  les  branches  intinies,  et  en  deux  points  ima- 

ginaires,  quand  Tangle  qu'elles  forment  avec  OA  est  compris  entre  O  et  -^ ;  elles  coupent  la 

4 

coui'be  en  deux  points  situes  sur  Ia  brancbe  finie  et  en  deux  points  iniaginaires,  quand  Fangle 

considere  est  compris  entre  6i  et  -^ ,  et  ne  coupent  pas  la  courbe  en  des  points  réels  dans 
les  autres  cas. 


Fig.  63 
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Pour   determinei"  les  poiíits  oíi  la  tangente  est  parallèle  aux    axes,    on    peut   recourir  à 

Téquation 

,_£c(£c2_50a2) 

d'oix  il  resulte  que  la  tangente  est  parallèle  à  i'axe  des  abscisses  aux  points  réels  D  et  D',  et 
aux  points  imaginaires  eorrespondants  aux  valeurs  +òaV2  de  Tabscisse,  et' qu'elle  est 
parallèle  à  Taxe  des  ordonnées  aux  points  A  et  A',  et  aux  points  E,  E',  F,  F',  ..., 
situes  sur  les  droites  eorrespondantes  aux  équations  ?/  =  +  4aV'o.  Les  tangentes  à  la  courbe 
aux  points  A,  A',  D  et  D'  forraent  un  rectangle  dont  les  sommets  coincident  avee  des  points 
de  la  courbe. 

315.     La  valeur  de  Faire  comprise  entre  un  are  de  la  courbe  considérée  et  deux  droites 
passant  par  le  centre  O  et  lefe  extrémités  de  ct-t  are  est  déterminée  par  la  formule 

A=ir%^.e=49.^.,-e„i-jiogi"";;'-;^^-;;o+;;. 

2j      '  V'        o        4     ^(sen2ei+ lj(sen2ôo— 1) 


Vil. 
Le  folium  siuiplc  ou  ovóide. 

316.  On  a  donné  le  nom  de  folium  simjtle  et  celui  d'uL-u'ide  à  la  courbe  ayant  pour 
équation  polaire 

(1)  p  =  rtcos''6 
et  pour  équation  cartésienne 

(2)  {x^  +  ff  =  ax\ 

Cette  courbe,  d'après  M.  Archibald  {Innugural-Dissertation.  Strassbourg,  1900,  p.  15),  fut 
étudiée  par  Viviani  dans  un  écrit  intitule:  Quinto  libro  di  Euclide  etc.  (Firenze,  1647)  et  fut 
considérée  aussi  par  Maclaurin  dans  sa  Geometria  orgânica  (1720,  p.  113).  La  même  quar- 
tique  fut  étudiée,  plus  tard,  par  G.  de  Longchamps  dans  la  Géumétvie  de  la  rhjle  (1890, 
p.  126),  par  M.  Brocard  dans  le  Journal  de  Mathématiques  spéciales  (1891,  p.  Sõ),  par 
Wittstein  dans  les  Archiv  der  Mathematik  (2.®  série,  t.  xiv,  1895,  p.  109),  etc. 

On  voit  aiséraent,  au  moyen  de  fune  de  ces  équations,  que  la  courbe  considérée  est  formée 
d'un  ovale  OKO'  (jig.  64)  ayant  pour  axe  00',  et  que  la  kngueur  de  cet  axe  est  égale 
à  a.  Les  droites  passant  par  O  coupent  la  quartique  en  trois  points  coincidant  avec  O,  et  ce 
VOL.    IV  MM 
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point  est  par  conséquent   triple;    les  trois  tangentes  à  la  coiirbe   à   ce   point  coincident  avec 

l'axe  des  ordonnées. 

En  diíFérentiant  Téquation  (2),  on  trouve 

4.xyy'  =  ?jy^  —  x^, 

d'ou  il  resulte  que  les  coordonnées  des  points  oii 
la  tangente  est  parallèle  à  Taxe  de  la  courbe  sont 

317.  Le  folium  simple  peut  être  coiistruit 
aisément  de  la  manière  suivante  (G.  de  Long- 
champs,  1.  c).  Prenons  deux  points  O  et  O',  dont 
ia  distance  soit  égale  à  a;  tirons  ensuite  par  le  point  O  une  droite  quelconque  OK,  et  par 
ie  point  O'  une  perpendieulaire  0'M  à  OK.  Par  le  point  M,  qu'on  vient  de  déterminer,  menons 
une  perpendieulaire  MH  à  00'  et  par  le  point  H  qu'on  obtient  ainsi,  une  perpendieulaire  HK 
à  OM.  Le  lieu  des  positions  que  K  prend,  quand  OM  varie,  est  le  folium  considere.  En 
effet,  on  a,  en  posant  OK  =  p,  K00'  =  6, 


Fiff.  64 


p  =  OH .  cos  6  =  OM  008^  e  =  00' .  eos3  6  =  a  cos^  Ô. 

Les  tangentes  et  les  normales  au  folium  peuvent  être  construites  d'une  manière  facile  au 
moyen  des  propriétés  suivantes  de  ces  droites : 

L°  En  faisant  Y  =0  dans  Téquation  de  la  normale 


Gr2-3^2)(Y-y)  =  4x^(X-a;), 


on  obtient  cette  autre: 


^  x'--^'-       Z{x^  +  f-) 

JL^X -. = ; 


3p 


4a; 


Ax 


4  cos  6 


OH, 


qui  determine  laliseisse  du  point   oíi   la   droite    considérée  coupe  Taxe  de  la  courbe   (G.    de 
Longchanips,  1.  c,  p.  127). 

2.^  On  voit  Af  niême  que  la  tangente  coupe  laxe  des  ordonnées  au  point  oii 


OK.  OH 


4  sin  e        4  OK 


3."  On  a 


S„  =  -4-  =  -  3«  cos*  6  sin  6>  =  -  3  OH  sin  Ô  =  -  3HK, 
ao 


S„  représentant  la  sous  normale  polaire. 
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Le  rayon  de  courbure  de  la  quartique  considérée  est  determine  par  la  formule 

acos^e(9-Scos2e)^ 


R 


4(3  — 2cos"^Ô) 


,    « 


doíi  il  resulte  que  la  valeur  de  ce  rayon  est  luiUe  au  point  O  et  égale  à  —r-    au   sommet   O', 
et  que  la  courbe  ne  possède  pas  de  points  d'inflexion  réels. 

318.     L'aire  du  foliuni  simple  a  cette  expression 


«•r 


■2  5 

A  =  «*/      cos6  6  c?6  =  —  ::«"-. 


o 


La  différentielle  des  ares  de  la  même  courbe  est  déterminée  par  la  formui 


ou,  en  faisant  6-=-^ — o), 


ds  =  a  cos^- d  {9 -S  COS' 6  f  dO, 


cZs  =  —  3a  sin-  o)    1 jr  sin-  co )  í  (7co. 


En  posant,  pour  abréger, 


V" 


9 


sin-  cu 


et  en  tenant  compte  de  la  identité  suivante,  qu'on  peut  vérifier  directement  ou  déduire  d'une 
formule  connue  de  la  théorie  des  intégrales  elliptiques: 

A(o  sin"^  (O  dm  =  — - . 1-  —-  Aio c/ío --d  (sin  2co  Aoj), 

2-i    Att)      24  b      ^  '' 

on  réduit  encore  Texpression  de  la  différentielle  considérée  à  la  forme 

dm 


ds  =  ~  — 

8 


+  7A(i)c/o 


■  d  ( sin  2co  Aco), 


d'ou  il  resulte  que    le  calcai   de   la  lonijaeur  des  ares  du  folium  simple  dépend  des  intégrales 
elliptiques  de  premiere  et  de  deuxième  espèce. 
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VIII. 


Le  foliuui  double  ou  bifoliuiu. 


319.     La  couibe  représentée  par  l'éqiiation  polaire 


(1) 

et  par  l"équation  cartésienne 
(2) 


p  =  cos-  o  (a  cos  6--b  sin  6) 


(x^  +  y^)'^  =  x^  (ax  +  iy) 


fut  nommée  par  G.  de  Longehamps/oíií<m  ãonhle  dans  un  article  inséré  en  1886  au  Journal 
de  Mathématiqiies  spéciales  et  dans  son  Es!>ai  sur  la  Gêométrie  de  la  règle  (1890,  p.  122). 
Cette  quartique  represente  la  solution  du  problème  suivant,  proposé  en  1869  dans  les  con- 
cours  pour  l'adraission  à  TEcole  Polyteclinique  de  Paris:  chercher  le  lieu  des  projections  du 
sommet  de  Vangle  droit  d'un  triangle  rectangle  isocèles  snr  les  cixes  des  paraholes  iangentes  aux 
trois  côtés  du  même  triangle  (XouveUes  Annales  de  Mathématiques ,  1869,  p.  378);  problème 
étudié  ensuite  par  G.  de  Longchamps  dans  le  travail  mentionné  ci-dessus  et  par  M.  Brocard 
dans  deux  articles  inseres  au  Journal  de  MafhémaHques  spéciales  (1887,  p.  66;  1891,  p.  108). 
On  peut  construire  aisément  la  courbe  eonsidérée  par  la  méthode  suivante,  donnée  par 
le  premier  de  ces  géomètres. 

Prenons  deux   droites   formant  un  angle  droit   AOB  fjig.  6õ)  et   sur   ces   droites   deux 

segments  OA  et  OB,  respectivement  égaux  à  a  et  h.  Par 
les  points  A  et  B  traçons  les  droites  AM  et  Bil,  perpendi- 
culaires  Fune  à  Tautre ;  par  le  point  M,  oíi  elles  sinter- 
ceptent,  menons  la  droite  MH,  perpendiculaire  à  AO,  et 
par  le  point  H  la  "droite  HK,  perpendiculaire  à  AM.  Le  lieu 
S^'  i  décrit  par  K,    quand  AM  varie,    en  tournant  autour  de  A, 

est  le  foliura  double. 

En  faisant,  en  effet,    AK=p,  KAH  =  6,  on  trouve 


.B 


H 

Fig.  G5 


p  =  AH  cos  e  =  AM  cos2  6  =  (AO  cos  6  +  OB  sin  6)  cos*  6. 


320.      En  posant  dans  Téquation  (1) 


a  =  k  sin  i 


h  =  k  cos  ( 


on  obtient  cette  autre ; 
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p  =  k  cos-  d  sin  (6  +  lu), 


d'ou  il  resulte  que,  si  les  nombres  a  et  ò  sont  positifs,  la  courbe  a  la  forme  indiquée  dans  Ia 

figure  66.  L'arc  ABO  correspond  aux  valeura  de  Q  comprises  entre  O  et  -^-;  Tare  OCDO  cor- 

respond   aux  valeurs  de   O  comprises   entre  —-  etr— w;  et  Tare  OEA  correspond  aux  valeurs 

du  même  angle  comprises  entre  x  —  u)  et  x;  aux 
autres  valeurs  de  6  ne  correspondent  pas  de  points 
distincts  de  ceux  qu'on  vient  de  mentionner.  Le 
segment  OA  est  égal  à  a.  La  quartique  a  un 
point  triple  à  O,  ou  sont  reunis  un  point  de  re- 
^  broussement  forme  par  les  ares  OB  et  OC,  tan- 
gents  à  Taxe  des  ordonnées,  et  un  point  simple 
de  l'arc  DOA;  la  tangente  à  cet  are  au  point  O 
fait  avec  Taxe  des  abscisses  un  angle  égal  à  —  w. 
jY     g^  En  difFérentiant  léquation  (2),  on  voit  que  les 

points  B,  C  et  E,  oíi  les  tangentes  sont  parallèles 
à  Taxe  des  abscisses,  sont  situes  sur  le  cercle  ayant  pour  équation 


ce  cercle  passe  par  le  point  triple  et  les  coordonnées  du  centre  sont  \-q- <^)  -^b 

321.     Le  folium  double  est  une  courbe  unicursale.  En  faisant,  en  effet,  dans  1'équation  (2) 
y  =  tx,  on  trouve 

a  +  èí  t(a-\-ht) 


(i+<*)- 


(H-f2)2 


t\i 


On  voit  au  moyen  de  ces  relations  que  les  valeurs  que  t  prend  aux  points  E,  B  et  C,  oii 
la  tangente  est  parallèle  à  Taxe  des  abscisses,  sont  déterminées  par  Féquation 

2ií3-[-3aí2_2èí  — a  =  0, 

et  que  les  valeurs  que  prend  la  même  variable  aux  points  D  et  F,  ou  la  tangente  est  perpen- 
diculaire  à  cet  axe,  sont  données  par  celle-ci : 

36<2  +  4a<_6  =  0. 


322.     L'aire   balayée   par  le  vecteur  d'un  point   du  bifolium,   quand   6  varie  depuis  O 
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ju8qu'à  d,  eat  déterminée  par  la  formule 

í;2     pB 


COS^lU 


A  =  -2         cos*  d  sin2  (6  -f  (u) « 
o 

cos  2(0 1    ^ (cos*  6  +-^  cos^  d  +  -k-ã)  ' 


F   /      ,  5         „  \rsm9cose  /      .„  ,    5        ,„  ,    3.5\  ,    1.3.5 


2"  V  8  ^"-"'VL        6         V        "  '   4  '    2.4/  '   2.4.6 

— -^cos5esin(e  +  2cu). 


IX. 


Le  trifolium. 


323.     La  courbe  dont  réquation  polaire  est 

(1)  p  =  4acos(26  — co)cos  (6  — co) 

fut  nomraée  trifolium  par  G.  de  Longchamps  et  étudiée  par  ce  même  géomètre  dans  son 
Traité  de  Géométrie  analytique  (1884,  p.  512),  dans  un  article  inséré  aii  Journal  de  Mathé- 
matiqiies  spéciales  (1887,  p.  203  et  220),  et  plus  tard  dans  son  Essai  sur  la  Géométrie  de  la 
regle  (1890,  p.  125).  La  même  courbe  fut  aussi  étudióe  par  M.  Brocard  dans  deux  artieles 
inseres  au  Journal  de  Maihématigues  spéciales  (1887,  p.  68;  1891,  p.  32,  56,  80,  106,  123 
et  177)  et  dans  un  autre  article  publié  dans  El  Progreso  matemático  (t.  II,  p.  271). 

Si  co  =  0,  le  folium  est  dit  droit;  dans  les  autres  cas  il  est  dit  oblique. 

Le  problème  qui  a  amené  G.  de  Longchamps  à  s'occuper  de  Tétude  du  folium  fut  celui  de 
la  recherche  de  la  podaire  de  Vhypocycloide  à  trais  rebroussements  par  rapport  à  un  point 
queleonque  du  cercle  tritangent ;  on  verra,  en  effet,  au  chapitre  consacré  à  eette  dernière 
courbe  que  cette  podaire  est  un  trifolium.  M.  Brocard  a  été  conduit  à  s'occuper  de  la  même 
courbe  par  un  autre  problème  qu'on  va  voir. 

Considérons  une  circonférence  de  centre  O  (fig.  67)  et  de  rayon  ógal  à  a,  un  point  P 
de  cette  circonférence  et  une  droite  OL.  Traçons  par  le  point  P  la  droite  variable  PR,  et 
par  le  point  R  ou  elle  coupe  la  circonférence,  la  droite  RS  parallèle  à  la  droite  Hxe  OL. 
Ensuite  prenons  sur  la  droite  RS,  à  partir  des  points  oii  elle  coupe  la  circonférence,  les 
segments  RM,  RM',  Sm  et  Sm',  égaux  à  PR.  Cela  pose,  cherchons  le  lieu  décrit  par  les 
points  M,  M',  m,  m',  quand  PR  varie,  en  tournant  autour  du  point  fixe  P. 
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Traçons  par  P  la  droite  PLi,  parallèle  à  OL,  et  reprósentons  par  m  l'angle  LOQ,  par  d 

Tangle  MPO   et  par   p  le  segment 
PM.  On  a 


Fig.  67 


RPM  =  RMP  =  MPLi 

=  MPO-LiPO  =  e-co, 

RPLi  =  2MPL,  =  2{Ô-(o), 

PK=2acosRPO 

=  2acos(RPLi+cu)  =  2acos(2ô-<o), 


et  par  consóquent 

p  =  PM  =  2PR  cos  (6  -  (u)  =  4a  cos  {6  —  w)  cos  (26  —  co). 

Le  lieu  cherché  coincide  donc  avec  le  trifolium. 

L'óquation  qu'on  vient  dobtenir  peut  être  mise  seus  la  forme 

(2)  p  =  4a  cos  6'  cos  (26'  +  (u), 

en  posant  d  —  m  =  d\  et  on  en  déduit  Téquation  cartésienne  de  la  courbe: 

(x-  -j-  y^f  =  4«x  (cc-  —  y-)  cos  co  —  8ax-y  sin  to, 

P  étant  Torigine  des  coordonnces,  PLi  Taxe  des  abscisses  et  la  perpendiculaire  à  cette  droite 
au  point  P  l'axe  des  ordonnées. 

324.  Conirae  conséquence  de  la  inanière  d'engendrer  le  trifolium  qu'on  vient  d'expo- 
ser,  on  obtient  aisément  la  propriété  suivante  de  cette  courbe,  signalée  par  M.  Brocard: 

Chacune  des  tangentes  au  cercle  PQR  pixrallèles  à  la  droite  OL,  est  aussi  tangente  au 
trifolium  en  deitx  jwints  équidistants  de  ses  points  de  contact  avec  le  mSme  cercle. 

En  effet,  si  la  droite  SR  se  meut,  en  se  couservant  parallèle  à  PLj,  et  devient  tangente 
au  cercle  PSR  au  point  K,  les  points  S  et  R  tendent  vers  K  et  la  droite  PR  tend  vers  PK;  et, 
puisque  les  segments  RM  et  Sm  sont  ógaux  à  PR,  les  points  de  la  courbe  M  et  m  tendent 
vers  un  même  point  U,  situe  sur  la  tangente  KT  au  cercle  considere,  et  tel  que  KU  =  PK; 
cette  droite  est  donc  tangente  au  trifolium  au  point  U.  De  même,  la  droite  KT  est  tangente 
au  trifolium  au  point  V,  oíi  KV=  PK. 

325.  Voici  encore  une  autre  propriété  remarquable  du  trifolium,  démontrée  aussi  par 
M.  Brocard: 

Les  points,  différents  de  P,  oii  le  cercle  PKR  coupe  le  trifolium  sont  les  sommets  d'un 
triangle  êquilatere. 
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En  efiFet,  les  points  d'intersection  du  cercle  considere  avec   le  trifolium    sont  determines 
par  l'équation  p  =  2a  cos  6  de  ce  cercle  et  par  l'équation  (1),  qui  peiít  être  mise  sous  la  forme 

p  =  2a  cos  e  +  2a  cos  (M  -  2m) ; 

les  valeurs  que  O  prend  à  ces  points  sont  donc  données  par  Téquation  (le  point  P  étant  exclu) 

cos  (36  —  2co)  =  O, 


d'ou  il  resulte 


6  =  30°  +  — CO,     90"  +  ^io,     150°  4-^(0,     210«  +  -|-'»- 

ó  o  O  ó 


Les  valeurs  des  angles  formes  par  PO  avec  les  droites  qui  passent  par  le  centre  du  cercle 
et  par  les  points  de  son  intersection  avec  la  quartique  considérée  sont  par  suite 

eC  +  yio,     180° +  y  O),     300"  +  -|-a>,     420°  +  ^  tu, 

et  la  diíFérence  entre  deux  de  ces  valeurs  consécutives  est  par  conséquent  égale  à  120°.  Le 
dernier  point  coincide  donc  avec  le  premier,  et  les  trois  premiers  divisent  la  circonférence 
du  cercle  considere  en  troia  parties  égales. 


326.     La  forme  de  la  courbe  considérée  peut  être  obtenue  aisément  au  moyen  de  Téqua- 
tion  (2),  comme  on  va  voir. 

Supposons,  pour  fixer  les  idées,  qu'on  ail  tu<^.  L'équation  (2)  fjig.  68)  fait  voir  que, 

quand   6'  varie   depuis  O  jusqu'à  -r — ,    p  varie  depuis  4a  costu  jusqu"à  0;    Tare  corres- 

pondant  de  la  courbe 
est  ABP.    Quand  6' 

varie  depuis  -j jr- 

jusqu'à  -j,  p  est  ne- 

gatif  et  sa  valeur  ab- 
solue  varie  depuis  O 
ju8qu'à  une  certaine 
limite  supérieure  et 
décroít  ensuite  jus- 
qu'à  0;  Tare  corres- 
pondant  de  la  courbe 
est  PDEFP.  Aux 
valeurs  de  d'  compri- 

Tl  o  (O 

ses  entre  —  et  -^-x —  correspond    Tare  PGIIKP,  et  aux  valeurs   de   d'  comprises  entre 


H 

B 

^^^-"■""'"^ 

'"'''                           ~~ 

^^^-^ 

^A 

Á 

\ 

r 

Fig.  68 
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—  í: — ^et  -  correspond  Tíirc  PLA.  Aux  valeurs  de  O'  supérieures  à  -  ne  correspondent  pas 

de  points  de  la  courbe  diíFérents  de  ceux  qui  précèd^nt. 

On  conclut  de  ce  qui  precede  que  la  quartique  consideres   a  un  point   triple   à  P,   et  que 


Ti 

les  trois  tangentes  à  ce  point  forment  avec  Taxe   des  abscisses   des  angles   égaux  à  -j- 

-       3  O) 

-  T —.    Une  des  tangentes  à  la  quartique  ait  point  triple  coincide  donc  avec  1'axe   des 


4        2' 


2  '   4  2 

ordonnées  et  les  deux  autres  sont  perpendiculaires  l'une  a  Vautre  (Brocard).    - 

Le  trifolium  a  deux  bitangentes  réelhs,  HB  et  Yjh,  paralleles  à  Vaxe  des  abscisses  (n."  324); 

les  valeurs  que  6'  prend  aux  points  de  cont;ict  sont  déterminées  par  Téquation 


qui  resulte  de  la  formule 


cos  (4o)'  +  co)  =  O, 
dy  cos  (46'  -f  tu) 


dx  2  cos  O'  sin  (36'  -j-  cu) 

et  elles  sont  donc 

TC        to         3  to         5  to         7  to 

"8"~"T'    "8""~T'     8"'~T'    T~~^' 

On  voit  par  Ia  mêine  formule  que  les  valeurs  que  6'  prend  aux  points  oíi  la  tangente  est 
parallèle  à  Taxe  des  ordonnées  sont 

■K         OJ         2"        to 

327.  Avant  de  terniiiier  cet  article,  noiís  allons  considérer  spécialement  le  folium  droit, 
pour  indiquer  un  mode  d'engendrer  cette  courbe  qui  n'a  pas  encore  été  remarque,  je   crois. 

Prenons  sur  une  droite  trois  points  A,  B  et  C  et  traçons  un  cercle  ayant  pour  diamètre 
le  segment  AB ;  ensuite  menons  par  le  milieu  du  segment  BC  deux  tangentes  à  ce  cercle. 
Le  lieu  des  positions  que  prennent  les  points  de  contact  de  ces  tangentes,  quand  le  point  B 
varie,  A  et  C  restant  fixes,  est  le  trifolium  droit. 

En  eífet,  en  représentant  par  4a  la  distance  des  points  A  et  C,  par  b  le  rayon  du  cercle 
et  par  (se,  ?/)  les  coordonnées  des  points  de  contact  des  tangentes  considérées,  rapportées  à 
la  droite  AB,  prise  pour  axe  des  abscisses,  et  à  la  perpendiculaire  à  AB  passant  par  A,  prise 
pour  axe  des  ordonnées,  et  en  reniarq'iant  que  Tabscisse  du  milieu  de  BC  est  égale  à  è  +  2a,, 
on  a 

£c2  -^f  —  2bx  =-■  o,     rf-={x-  b)  {b  +  2rt  —  íc), 
et,  en  éliminant  b  entre  ces  équations, 

{x^--\-rf-;-  =  Aax{x'--f). 

VOL.    IV  NN 
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X. 
Les  quaríiíiucs  de  M.  Ruiz-Castizo. 


328.     L'éqiiatioii 


(1)  y  =  ±[/x[\/p  —  ax±[^r  —  hx] 

ou 

[y^-  +  (a  +  J)  íc*  -  (2)  +  r)  xf  =  4a;2  (p  -  ax)  (;•  -  bx), 

dont  nous  allons  nous  occuper  maintenant,  comprend  comme  cas  particulier  Téquation 

y  =  yax  +  v  2ax  —  a;"^, 

considérée  par  Cramer  dans  V Introãiiction  à  VAnalyse  des  ligues  courhes,  p.  239,  et  les  quar- 
tiques  rencontrées  par  M.  Ruiz-Castizo,  dans  un  opuscide  intitule:  Estúdio  analítico  de  un 
lugar  geométrico  de  cuarto  orden  (Madrid,  1889),  comme  solution  du  problèrae  qui  a  pour 
but  de  déterminer  ie  lieu  engendre  par  un  point  d'un  segraent  de  droite  de  longueur  cons- 
tante, quand  ce  segment  se  déplace  sur  un  pian  de  manière  que  ses  extrémités  décrivent  une 
droite  et  une  circonférence  données. 

Dans  Tétude  succinte  que  nous  allons  faire  des  courbes  représentées   par   Téquation  (1), 
nous  supposerons,  pour  fixer  les  idées,  que  les  quantités  a,  h,  p  et  r  sont  positives  et  qu'on 

7)  T 

a,  J—<^-j-\    on   peut  voir   aisément  que    les  courbes   correspondantes  au   cas   oíi    toutes  ces 

quantités  sont  négatives,  ou  au  cas  oíi  quelques-unes  sont  positives  et  les  autres  négatives,  ont 
la  même  forme  que  celles  qui  correspondent  au  cas  oii  elles  sont  toutes  positives. 

II  resulte  immédiatenient  de  l'équation  (1)  que  chaeune  des  courbes  quelle  represente  est 
symétrique  par  rapport  à  Taxe  des  abscisses;  que  les  parallèles  à  Taxe  des  ordonnóes  passant 

par  les  points  dont  les  abscisses  sont  comprises  entre  O  et  -í-  coupent  cette  courbe  en  quatre 

points  réels  situes  à  distance  finie;  que  la  droite  £c=—   est   bitangente  à  la  même  courbe; 

et  que  les  autres  parallèles  ;i  Taxe  des  ordonnées  ne  la  rencontrent  pas  à  des  points  réels. 
On  voit  aussi,  au  moyen  de  la  même  équation,  que  la  quartique  considérée  possède  deiix  points 
doubles,  Tun  situe  à  Torigine  des  coordonnées  et  Tautre  determine  par  les  coordonnées 

^  =xi,     y  =  0, 


a  —  b 
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lorsque  />>?'  ou  p  <  )•;    ou   un  poiut  triple,  qui  coincide  avec  roíigine   des   coordonnées,    si 
p  =  r. 

En  développant  suivant  les  puissances  de  x  le  second  iiombre  de  réquation  (1),  on  obtient 
Tégalité 


y 


"^('-i+-)±^'('-í 


d'ou  il  resulte  que  les  deux  tangentes  à  ia  courbe  au  point  double  O  coincident  avec  l'axe  des 
ordonnées  quand  p  >  r  ou  p  <  r,  et  que  l'untí  de  ces  tangentes  coincide  avec  l'axe  des  ordon- 
nées  et  Tautre  avec  l'axe  des  abscisses  quand  p=r. 

Les  courbes  considérées  ont  donc  les  formes  indiquées  dans  les  figures  69,  70  et  71;  la 


premicre  hc^ure  correspond  au  cas  oii  X[  esl  eonipris  entre   O  et  —,  la  deuxièine  à  (^elui  oíi 

a 

a"i<0  ou  aj  > — ,  la  troisième  au  cas  oiip=?'.  Dans  le  premier  cas  la  courbe  a  un  tacnode 

à  O  et  un  noeud  au  point  (xi,  0),  d.ins  le  deuxiènie  cas  elle  a  encore  un  tncnode  à  O  et  un  point 
isole  ayant  pour  coordonnées  (x[,  0),  dans  le  troisième  cas  elle  a  à  O  un  point  triple,  forme 
par  la  réunion  d'un  point  siraple  et  d'un  point  de  rebroussement. 

On   peut   déterminer   les   abscisses   des    points    ou   la  tangente  est  parallèle   à   Taxe   des 
abscisses  au  moyen  de  Téquation 


y  =-^- 


p  —  2ax     .       r  —  2hx 


V  px- 


ax- 


Vrx  —  hx-  . 


^0, 
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ou  par  suite 


{p  —  2axf  (r  —  hx)  =  (?•  —  2 Jx)-  ( p  —  ax) ; 


et  on  peiít  determinei"  les  abscisses  des  points  dintlexion  au  moyen  de  réquation 


f  = 


1 


P- 


qui  donne 


_r  + 

{px  —  ax-)  (rx  —  bx^) 


=  0, 


7   7- 

—  ar  \/  — 
P 


pi)  —  ar  \ 


II  resulte  de  cette  dernière  formule  que  la  courbe  considérée  a  un  point  d'inflexion  réel 

et  deux  imaginaires  quand  cette  valeur  de  x  est  comprise  entre  O  et  — ,  qu'elle  n'a  pas  de 

points  d'inflexion  quand  p=^r,  et  qu'elle  a  trois  points  d'inflexion  imaginaires  dans  les  autres 
cas.  II  est  géométriquement  évident  que  le  eas  oíi  la  courbe  a  un  point  dMnflexion  réel  coin- 
cide avec  celui  ou  elle  a  un  point  isole,  et  que  par  suite  le  nombre  des  points  réels  ou  la  tan- 
gente est  parallèle  à  Taxe  des  abscisses  est  égal  à  deux  ou  à  quatre. 

Les  courbes  qu'on  vient  d'étudier  peuvent  être  engendrées  par  un  point  M  (fig.  72) 

d'un  segment  de  droite  BD,  quand  ce  seg- 
ment  se  déplace  de  manière  que  l'extré- 
mité  D  décrive  une  conique  quelconque 
donnée  ADE  et  Textrémité  B  décrive  la 
droite  RRi,  perpendieulaire  à  Taxe  AE  de 
la  même  conique  à  un  point  K  dont  la  dis- 
tance  au  point  A  soit  égale  à  la  longueur 
du  même  segment  BD. 

Supposons  premièrement  que  la  conique 
donnée  soit  une  ellipse  ayant  le  centre  à  C, 
et  que  les  axes  de  cette  ellipse  soient  égaux 
à  2a  et  2j5;  suppesons  encore  que  O  est  la 
position  iniciale  du  point  mobile  M.  et  qu'on 

^ x:   ^  P^r  censéquent  MD  =  OA,    MB  =  KO  et 

BD  =  KA. 

En  prenant  pour  origine  des  coordonnées 

le  point  O,  pour  axe  des  ordonnées  la  droite 

OY,  parallèle  à  RRi,  et  pour  axe  des  abscis- 

•f%-  '-  ses  la  droite  OC,  et  en  reprósentant  par  to 
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et  k  les  segments  KO  et  KA,  on  peiít  mettre  Téquation  de  Tellipse  sous  Ia  forme 

(X-k+m  +  ay  ,    Y2 


pâ 


1; 


et,  en  dósignant  par  x  et  y  les  coordonnóes  du  point  M  correspondant  au  point  D  de  Tellipse, 
on  a  par  suite 


3^  =  MP  =  MQ  +  QP  =  i^^MD'^  -  QD'^  +  QD  =  t/(A  -  mf  —  (X  -  a;)^  +  Y 
=  -^  [/a^--{X-k  +  m+af  +  ^/(A; -  wi)-' -  (X  - a;)^. 

Mais,  les  côtés  des  triangles  BML  et  BDS  sont  iiés  par  les  relations 

BM  _  LM  _  KP 
BD  ~  SD  ~  ^D" ' 

d'ou  il  resulte,  en  tenant  compte  des  signes  de  x  et  X, 

m        m  -\-  X 
k        m  -f-  X 

En  substituant  maintenant  Ia  valeur  de  X  donnée  par  cette  équation  dans  l'expression 
precedente  de  y,  on  voit  que  Ia  courbe  engendrée  par  le  point  M,  quand  le  segment  se 
déplace  dans  les  conditions  défiuies  plus  liaut,  est  représentée  par  Téquation 


/  —  «2  _  2mx  +  -  -  \  /—  x^  —  2^  av. 
ani  V  A' 


k  —  m 

y=    „ 


En  remplaçant  dans  cette  équation  j5  par  ^v — 1,    on  voit  que,    si  Ia  conique  donnée  est 
une  hyperbole,  la  courbe  engendrée  par  M  a  pour  équation 

m  am  y  k 

On  verrait  de  luênie  que,  si  Ia  conique  donnée  est  \a,  pumhule  définie  par  1'équation 

Y*  =  2a(X-A;+m), 
la  courbe  correspondante  serait  représentée  par  Téquation 


'  =  1  /  — - —  X  H ;; —  \/  —  x^  —  2mx. 


2ak       ,  k  —  m 

x-\ 

m  m 
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II  est  à  remarquei"  que,  si  le  poiíit  M  est  situe  k  gaúche  de  la  droite  RRi,  ou  doit  chan- 
ger  le  signe  de  m  dans  les  équatioas  qu'on  vieiít  d'obtenir;  dans  ce  cas  le  point  O  est  aussi 
situe  à  gaúche  du  point  K. 

La  méthode  par  laquelle  nous  venons  de  trouver  le  lieu  du  point  M  dans  le  cas  general 
de  coniques  est  une  généralisation  facile  de  la  méthode  employée  par  M.  Castizo  poiír  traiter 
la  même  question  dans  le  cas  particulier  du  cercle. 


XI. 
Le  bicorne. 


330.     Les  anglais  donnent  le  nom  de  Cocket  Hat  (EãucaHonal  Times,  1896)  à  la  courbe 
détinie  par  Téquation 

a;í  (a;í  +  yi)  _u  iax^-y  —  2a-x-  +  Sa^f  -  ia^y  +  «'  =  O, 

étudiée  ])ar  G.    de  Longchamps   dans   le   Journal  de  Mathématiques  spéciales   (1897,    p.    35) 
sons  le  nom  de  hicorne,  suggéré  par  M.  Brocard. 
En  mettant  cette  équation  sous  la  forme 


(1)  y- 

et  en  tenant  compte  de  régalité 


■  + 


,        —  Aax  +  X  Va*  —  a;- 

on  obtient  aisément  la  forme  de  la  courbe  (jig.  73).  Elle  est  symétrique  par  rapport  à  l'axe 

des  ordonnées,  qu'elle  coupe  à  deux  points  C  et  D, 

dont  les  ordonnées  sont  égales  .à  a  et  à  -^  <í>   et 

oii  la  tangente  est  parallèle  à  Taxe  des  abscisses. 
Ce  dernier  axe  est  coupé  par  la  courbe  à  deux 
points  de  rebroussement  A  et  A',  dont  les  abscis- 
ses sont  égales  à  a  et  —  a,  et  les  tangentes  à 
ces  points  forment  avec  A'A  des  angles  de  40°  et 
passent  par  suite  par  le  sommet  C.  Les  paral- 
lèles  à  Taxe  des  ordonnées  passant  par  les  points 
de  l'axe  des  abscisses  compris  entre  les  points  A 


Fig    73 
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et  A'  coupent  la  courbe  en  deiix  points  réels.  Noas  ajouterons  encore  que  Ia  même  quartique 

a  un  point  isole  à  Tintíni.  

En  posant  dans  Téquation  (1)  x  =  ^  a-  —  t-,  il  vient 


2a  — t, 


5 


ia  branche  supérieure  de  la  courbe  correspondant  aux  valeurs  positives   de    t   et    la  branche 
inférieure  aux  valeurs  négatives  de  cette  variable ;  et  par  suite 

d'-y       x'y"-y'x"        a2(3(-2a) 


dx^-  x'^  t{2a-tf 


La  quartique  eonsidérée  a  donc  deux  points  d'inflexioD,  correspondants  aux  valeurs  de  t 
données  par  Téquation 

3<  — 2a  =  0, 

et  dont   les  coordonnées   sont   par  conséquent  (i-rr-v  5,  -.5-«)- 

331.     En  faisant 

V/^2372  =  ;(<  +  «) 

dans  les  expressions  des  coordonnées  des  points  de  la  courbe   en   fonction  de  t,   données  au 
n."  précédent,  on  obtient  les  égatités 

2az  a(l-z^f 

x^  


l+Z^    '       ^  (l+22)(l  +  322)   ' 

qui  déteriuinent  x  H  y  en  fonction  rationnelle  de  z.  II  en  resulte  que  le  bicorne  est  un  quar- 
tique unicursale. 

332.  On  peut  eonstruire  aisément  le  bicorne  par  le  procede  suivant,  donné  par  M^"^  Char- 
Ictte  Scott  dans  V Intermédiaire  des  mathématiciens  (1896,  p.  2Õ0). 

Dócrivons  deux  circonférences  (C)  et  (C)  (fiçj.  74)  de  rayon  égal  à  a,  tangentes  l'une  à 
Tautre,  et  prenons  un  point  quelconque  M  sur  la  circonféreuce  (C).  Ensuite  trayons  la  paral- 
lèle  MP  à  la  droite  qui  passe  par  les  centres  C  et  C  des  deux  circonférences,  et  la  polaire 
AB  de  M  par  rapport  à  (C).  Les  droites  MP  et  AB  se  coupent  à  un  point  K  qui  appartient 
au  bicorne. 

Pour  démontrer  cela,  prenona  pour  origine  des  coordonnées    le   centre    de  (C),   pour  axe 
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des  ordonnées  la  droite  CC   et  pour  axe  des  abscisses   la  perpendiculaire  à  cette  droite  au 

point  C ;  les  équations  des  deux  eirconférences  sont 

X2+Y2  =  a2^     X2  +  (Y  -  2a)2  =  «2, 
et  Téquation  de  la  polaire  AB  du  point  M  est 

(«1,  3/i)  étant  les  coordonnées  de  ce  point.  Or,  les  coordon- 
nées   (x,   y)   du   point  K   doivent  satisfaire  à  cette  équation 
^  et  les  coordonnées  (xi,  ^i)  de  M  doivent  satisfaire  à  Téqua- 
tion  du  cercle  (C) ;  on  a  donc 


et 


Fig.  14 


a;  =  £Ci ,     xxi  -\-  yyi  =  a-, 


Eu  éliminant  maintenant  xj  et  ?/i  entre  ces  équations,    on   trouve   une  autre  qui  coincide 
avec  Téquation  (1). 


XII. 


Concboidos  focales  dos  coniqnes. 

333.  Considérons  une  ellipse  et  sur  chacune  des  droites  qui  passent  par  l'un  des  foyers 
prenons,  à  partir  du  point  A  ou  cette  droite  coupe  la  courbe,  un  segment  AM  de  longueur 
constante  /;.  Le  lieu  des  points  M  qu'on  obtient  ainsi  est  la  conchotde  focale  de  Tellipse  don- 
née. 

II  resulte  immédiatement  de  cette  définition  que,  comrae  Téquation  polaire  de  IVllipse, 
rapportée  à  un  foyer,  est 

^ P 

'  1 +6  008  0 

l'óquation  de  la  conclioide  correspondante  est 


U) 


p' 


1  +  e  cos  6 


■h; 
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les  constantes  j)  et  e  sont  liées  aux  axes  2<,i  et  2h  de  lellipse  par  les  relations 

1-2  V^«2_i2  g 


])  = )     e  = 

L'équation  cartésienne  de  la  conchoide  considérée  est 

(2)  [x^  +  r  -  ^^e^f  =  (f"'  H-  y")  (P  +  h-  exf. 

334.  Poiír  déterminer  la  furnie  de  cette  courbe,  on  peiít  clierelier  preniièrement  les 
points  multiples,  en  égalant,  pour  cela,  les  dórivées  partielles  par  rapport  k  x  et  y  des  deux 
membres  de  cette  équation.  Ou  trouve  ainsi  qu'elle  possède  trois  points  doubles  ayant  pour 
coordonnées  (O,  Oj,  (xi,  y\),  (xi,  — yi),  les  valeurs  de  a^i  et  ?/i  étant  déterminées  par  les  égalités 

P+h         _  _,  /\p-^h){he^—p  —  h) 


x\  =" )     yi  = 


v/' 


En  différentiant  deux  fois  réquation  \2)  et  en  posant  ensuite  x'  =  0  et  ^  =  0,  on  trouve  que 
les  coefficients  angulaires  des  tangentes  à  la  quartique  considérée  à  Torigine  sont  exprimes 
par  réquation 

~\  {P  +  'i)  b^  +  ak         ^  ^     '^' 

d'oú  il  resulte  que  y'  est  réel  quand 

h-^  +  2aJi-rb^^0, 
ou  par  suite 

ih-\-a'rc)  (/í  +  a— c)^0. 

Donc,  si  h  est  négatif  et  sa  valeur  absolue  est  comprise  entre  a — c  et  a-\-c,  la  courbe  a 
un  noeud  à  1'origine  des  coordonnées;  si  h  =  c  —  a  ou  h=  —  a  —  c^  elle  y  a  un  point  de  re- 
broussement ;  dans  les  aidres  cas  la  quartique  y  a  un  point  isole. 

On  voit  encore,  au  moyen  de  Texpression  de  yi,  que  les  conditions  pour  que  cette  quantité 
soit  réelle  sont 

p+h>0,     he^  >  p> -{- h ;      ou     p-\-h.<0,     lie"- <  p -\- h ;     ou    ^  +  /i  =  0;     ou     hé^=p-\-h. 

Les  deux  premières  inégalités  donnent  h  >  — p  et  h  <  —  a  et  sont  par  conséquent  incom- 
patibles.  Tl  resulte  des  autres  inégalités  que  yi,  est  réel  quand  la  valeur  de  /(  est  comprise 
entre  —a  et  —jj,  et  quand  elle  est  égale  à  Tun  ou  à  Tautre  de  ces  nombres, 
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Donc,  les  points  douhles  ayant  pour  eoordonnées  (a-i,  +?/i)  sont  rkls  qiiand  h  est  nó- 
gatif  et  sa  valeur  absolue  est  comprise  entre  p  et  a  ou  est  égale  à  Tune  ou  à  Tautre  de  ces 
quantités. 

L'explication  géométrique  de  l'existence  des  points  douhle.s  mentionnés  est  bien  facile.  En 
effet,  si /i  est  négatif  et  sa  valeur  absolue  est  comprise  entre  a — c  et  a-\-c,  c'est-à-dire  entre 
les  nombres  correspondants  aux  segments  FA  et  FB,  il  existe  deux  vecteurs  de  l'ellipse,  FP 
et  FQ  (fig.  7ô),  dont  la  longueur  est  égale  à  /;.  Par  conséquent  le  foyer  F  est  un  point  de 
'a  conchoíde,  correspondant  aux  points  P  et  Q.  de  l'ellipse.  De  même,  si  Ia  valeur  absolue 
de  h  est  comprise  entre  p  et  a,  c'est-à-dire  entre  les  nombres  correspondants  aux  segments 
FR  et  AO  (fig.  76),  if  existe  deux  cordes  égales  de  Tellipse,  SSi  et  UUi,  qui  passent  par  le 


Fig.   75 


foyer  et  dont  la  longueur  est  égale  au  double  de  la  valeur  absolue  de  h;  alors  chacun  des 
points  M  et  M|,  situes  au  milieu  de  ces  cordes,  est  un  point  de  la  conchoíde,  correspondant 
aux  deux  points  de  Tellipse  qui  forment  les  extremités  de  la  corde  qui  passe  par  ce  point, 
et  il  est  par  conséquent  un  point  double  de  cette  conchoíde. 


335.  II  resulte  de  tout  ce  qui  precede  et  de  la  définition  de  conchoíde,  que  les  courbes 
considórées  admettent  les  formes  qu'on  va  voir. 

8i  h  est  une  quantité  négative  et  sa  valeur  absolue  est  comprise  entre  a  —  c  et  p,  ou  entre  a 
et  a  -r  c,  la  courbe  a  la  forme  indiquée  dans  la  figure  75,  oíi  h  —  AK  =  BH  et  FA  <  BH  <  FB. 
Si  la  valeur  absolue  de  h  est  comprise  entre  p  et  a,  la  courbe  a  la  forme  indiquée  dans  la 
figure  76,  oíi  h  =  AK  =  BH  et  FR  <BH  <  AO.  Dans  les  deux  cas,  les  abscisses  des  points  H 
et  K  sont  égales,  respectiveraent,  à  a  —  c-\-}i  et  —(a  +  c-\-k),  et  les  tangentes  au  point  F 
sont  FP  et  FQ. 

Si  h  =  c  —  a  ou  /«  =  — (c  +  a),  le  point  H  coincide  avec  Fi,  et  la  courbe  possède  un  point 
<ie  rebroussement  en  F  (fig.  77). 
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Si  h  =  —p  =  —  FR,  la  conrbe  a  La  forme  indiquée  dans  la  figure  78.  Alors  les  tangentes 
au  point  F  coineident  avec  Taxe  des  ordonnées. 


B^ F ^ 


Fig.  77 


Fig.  78 


Si  k  =  —  a,  la  courbe  a  la  forme  indiquée  dans  la  figure  79.  Alors  les  points  doubles  M 

et  Ml  qu'el!e  possède  au  cas  correspon- 
dant  à  la  figure  76,  sont  reunis  à  O. 

Dans  toHS  les  autres  cas  la  courbe 
est  eomposée  dun  ovale  et  dun  point 
isole  à  F;  alors  elle  n'a  pas  d'autres 
points  doubles  réels. 

336.  Etudions  maintenant  la  con- 
choiãe  focale  de  1'hyperhole. 

Comme  réquation  polaire  de  cette 
conique,  rapportée  à  Fun  des  foyers 
comme  pôle.  est 


Fig.  7.9 


pr 


P 


1  +6  cos  6 


ou 


P  = 5 

a 


Va^+V- 


2a  et  2h  représentant  les  axes,  p   le  paramètre  et  e  rexcentrieité,   Téquation  polaire  de  la 


conchoide  focale  est 
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P +  ;,. 

l+ecosô         ' 


et  Téquation  cartésienne  de  la  même  coiirbe  est  donc 

(x*  +  3,2  _  h^^y.  _  (a,2  _|_  ,f.^  ( j3  ^  /j  _  e^)2. 

On  voit  au  moyen  de  cette  équation,  en  proeédant  comine  dans  le  cas  de  la  conchoide  de 
Tellipse,  que  la  courbe  qu'elle  represente  a  iin  noeud  à  rorigine  des  coordonnées  F  quand 

[h  —  a  —  c)  (h  —  a-\-c)>  O, 


c'est-à-dire  quand  /í>a  +  c  et  quand  h<:^a  —  c;  et  que  la  même  courbe   a   un  2^oint  de  re- 
hroussement  à  F  quand  h  =  a-\-c  et  quand  h  =  a  —  c,  et  un  point  isole  dans  les  autres  cas. 
On  voit  aussi  aisément  que  les  points  ayant  pour  coordonnées 


«1  = 


p-^h 


'-yi 


W' 


(p+h){he''-p-h) 


] 


sont  douhles,  et  que  ces  points  sont  réels  iorsque  h<.a  et  lorsque  A< — p^  et  imaginaires  dans 

les  autres  cas. 

La  courbe  est  formée  de  deux 
branclies  intinies,  correspodantes 
au.K  deux  branclies  de  Thyperbole, 
lesquelles  se  coupent  quand  /í  >  « 
et  sont  tangentes  Tune  à  Tautre  si 
h  =  a.  L'une  de  ces  branehes  est 
MPQ  (fig.  80,  SI  et  82)  et  rea- 
semble  à  celles  de  Thyperbole. 
L'aiitre  a  la  forme  DFKHKi  FDi 
indiquée  dans  la  figure  80,  quand 
k>a-\-c;  elle  a  la  forme  DFKi 
HKFDi  indiquée  dans  la  figure 
81,  quand  h<^a  —  c  et  h^—p; 
et  elle  a  la  forme  indiquée  dans  la 
figure  82,  quand  h  <  a  —  c  et 
h<;_^  —  p.  Si  A  =  a  4-  <-•  ou  A  =-- a  —  c, 
les  points  H  et  F  coincident,  et  la 

courbe  a  un  point  de  rehroussemmt  cn  F,    comme  dans  le  cas  de   la  conchoide   de  l'ellipse. 
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Si  A—  -■  p,  la  fourbe  prend  dans  'es  environs   du   puiut   F  une  forme  semblable  à  celle  que 

prend  la  conchoíde  elliptique  dans  les 
environs  du  point  F  de  Ia  figure  78 ; 
dans  ce  cas  les  deux  tangentes  en  F  à 
la  courbe  coincident  avec  Taxe  des 
ordonnées.  Dans  tous  les  autres  cas, 
la  deuxième  branche  de  la  conchoíde 
ressemble  à  celle  de  Thyperbole  dont 
elle  derive. 


^  337.     Envisageons  maintenant  en 

particulier  le  cas  de  la  conchoíde  el- 
liptique oii  A  =  —  a  et  le  cas  de  la  con- 
choíde hyperholique  ou  h  =  a. 

L'équation   des   deux   conchoides 
prend  dans  ce  cas  la  forme 


P 


1  +  ecos  6 


_    c-\-a  cos  6 
"*"    a  +  ccos6 


laquelle  coincide  avec  celle    des  courbes    rencontrées  par  Jarabek   (Mathesis,   t.    v,   p.  161) 
comme  solution  du  problème  suivant : 

Soient  M  (Jlg.  83)  un  point  d'une  circonférence  de  centre  C,  A  un  point  fixe  du  plan  de 


fl— X 


Fig.  83 
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cette  circonférence,  AK  une  perpendiculaire  à  la  droite  AM,  et  K  le  poiíit  d'intersection  de 
AK  avec  CM;  on  demande  le  lieu  décrit  par  K,  quand  M  parcourt  la  circonférence. 

Pour  déduire  l'équation  de  ce  lieu,  désignons  par  a  le  rayon  de  la  circonférence  et  par  c 
la  distanee  CA,  et  supposons  que  le  point  A  soit  situe  à  Tintérieur  de  la  circonférence,  c'est-à- 
dire  qu'on  ait  c<a. 

En  représentant  par  o  et  Oi  les  coordonnées  polaires  CK  et  KCA,  on  trouve 

KM«  =  (a  -  p)2  =  AK2  +  AM2 ; 
mais 

AK2  =  {i-2-Lc2-2pccosei,     AM2  =  a2  +  c2-2accos&, ; 


donc 


ou,  en  faisant  di  =  Ò  ■ 


c  —  acos6i 

0  =  c :z 

'  c  cos  di  —  a 


c  +  acos6 


a-\-c  cos  6 


La  courbe  qui  répond  au  problème  est,  par  suite,  la  conchoide  elliptiquc  correspondante  à 
h  =  —  a. 

On  verrait  de  même  que,  si  c  >  «_,  c'est-à-dire  si  le  point  A  est  situe  à  Fextérieur  de  la 
circonférence,  la  coui'be  qui  satisfait  au  même  problème  est  la  conchoide  hyperhoUque  cor- 
respondante k  h  =  a. 

Les  courbes  de  Jarabek  furent  étudiées  par  ]M.  Dewulf,  qui  en  a  remarque  l'identité 
avec  les  concboides  mentionnées  (1.  c,  p.  113),  et  par  M.  Neuberg,  qui  a  indique  quelques 
problemas  de  Géométrie  à  deux  et  à  trois  dimensions  qui  sont  résolus  par  ces  courbes. 

33".  Noas  avons  mentionné  déjà  Téquation  de  la  conchoide  focale  de  la  parábola  au 
n."  122,  oíi  Ton  a  vu  que,  si  léquation  de  la  parabole  est 

^       P 

^    1-cose' 

p  représentant  le  double  de  la  distanee  du  foyer  à  son  sommet,   1'óquation  cartésienne  de  Ia 
conchoide  focale  correspondante  ast 

{x^  +  y^  +  hxf  =  {p  +  A  +  xf  («2  +  2,2). 

Cette  équation  est  idantique  à  celle  qui  resulta  da  Téquation  de  la  conchoide  elliptiqua  en 
y  posant  c  =  — 1.  Pour  obtenir  les  points  doubles  de  la  conchoide  parabolique,  il  suííit  donc 
de  faire  c  =  —  l   dans  les  formules  par  lesquelles  on  determine  ceux  de  la  conchoide  ellipti- 
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que.  On  voit  ainsi  que  la  conchoide  focale  de  la  parahole  possècle  un  noeud,  coincidant  avec 
le  foyer  de  la  parabole  correspondante,  quand  /'<  — -Ç^  un  point  de  rebroussement  quand 
h  =  —  i—,  un  point  isole  quand  A>  —  ^.  Elle  possède,  en  outre,  deux  autres  ^oinís  doubles 
ayant  pour  coordonnées 

l-ip  +  h),     ±l/=^I7+^], 

lasqueis  sont  réels  quand  /)  <—p  et  quand  h  =  —p,  et  imaginaires  quand  h> — p. 

Voici  maintenant  les  formes  quepeut  prendre  la  conchoide  focale  de  la  parabole  NMAMiNi 
(Jig.  84,  8õ  et  86),  dont  le  foyer  est  F. 

W  Si  Ã>— ^,  ^  représentant  la  distance  AF,  la  courbe  est  composée  d'un6  branche 


rk X 


A X 


Fig.  84 


Fig.  85 


de  configuration  analogue  à  celle  de  la  parabole  correspondante  et  d'un  point  isoU  coincidant 
avec  F. 

2."  Si  h  —  —p,  la  conchoide  considérée  a  la  forme  indiquée  dans  la  figure  84.  La  courbe 
a  alors  à  F  un  noeud  d'osculation  et  les  tangentes  à  ce  noeud  coincident  avec  la  perpendiculaire 
à  Taxe  de  la  courbe. 

3."  Si  h  est  compris  entre  —  ^  et  —p,  la  conchoide  a  une  forme  que  ne  diflfère  pas  de 

celle  qui  precede  que  par  la  forme  du  noeud,  lequel  est  semblable  à  celui  que  possède  la 
conchoide  de  i'ellipse  dans  le  cas  considero  dans  la  figure  75. 

4."  Si  h  =  —  -^,  la  conchoide  considérée  a  un  point  de  rebroussement  ;i  F  (Jig.  85). 
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5."  Si  7i  < — 2'^  la  courbe  a  Ia  forme  indiquée  dans  la  figure  86. 

Dans  tous  ces  cas,  la  courbe  s'étend  jusquà  Tinfini  dans  le  sens  des  abscisses  négatives. 

Mais  il  convient  de  remarquer  que  entre  les  modes  comine 
la  conchpide  hj-perbolique  et  la  conchoide  parabolique  ten- 
dent  vera  l'infini,  il  existe  une  différence  essentieile.  En 
effet,  Ia  conchoide  de  Thyperbole  possède  deux  asyinptotes 
rectilignes,  qni  coincident  avec  celles  de  la  conique  corres- 
pondaute;  au  contraire,  la  conchoide  de  Ia  parabole  n'a  pas 
d'asymptotes  à  distance  finie.  Cependant  cette  dernière  con- 
choide admet  pour  asymptote  curviligne  Ia  parabole  dont 
elle  provient. 


± X 


339.  Les  courbes  qu'on  vient  de  considérer  et  le 
limaçon  de  Pascal  sont  les  seules  conchoides  des  eoniques 
dont  Téquation  est  du  quatrième  degré.  Dans  tous  les  autres 
cas,  Téquation  de  la  conchoide  d'une  conique  est  une  courbe 
du  sixième  ou  du  huitième  degré. 

En  eíFet.  en  prenant  pour  origine    des   coordonnées  un 
'^'  point  quelconque   du   plan   de   la   conique  et  pour  axe  une 

droite  parallèle  à  un  axe  de  la  même  conique,  Féquation  polaire  de  cette  courbe  prend  la  forme 

(A  cos^  Ô  +  B  sin-  6)  f-  -t-  (D  cos  Ô  -!-  E  sin  Ô)  p  +  F  =  0. 


L'équation  de  la  conchoide  correspondante  est  donc 

(A  cos--  Ô  +  B  sin'^  6)  (p  +  h)-  +  (D  cos  Ô  +  E  sin  6)  fp  +h)  +  F==0. 

Or,  cette  équation  represente  deux  courbes,  distinctes  ou  coincidentes,  qiiand  ello  est 
décomponible  rationnelleiuent  en  deux  facteurs  du  premier  degré  par  rapport  à  p,  c'est-ii  dire 
quand  Téquation  de  la  conique  est  susceptible  de  cette  même  décoinposition ;  dans  les  autres 
cas  Téquation  considérée  represente  une  seule  courbe. 

L'óquation  de  la  conique  est  décomponible  de  la  manicre  mentionnée  quand  Torigine  des 
coordonnées  coincide  avec  un  foyer  de  la  conique,  et  quand  on  a  F  =  0,  c'est-à-dire  quand 
cette  origine  est  située  sur  Ia  conique.  Dans  le  premier  cas,  on  a  les  conchoides  focales  qiron 
vient  détudier.  Dans  le  second  cas,  la  conchoide  de  la  conique  est  représentée  par  Téquation 


(A  cos2  6  +  fí  sin-  6)  (p  +  A)  -f  D  cos  6  +  E  sin  6  =  0, 
OU;  en  coordonnées  cartésiennes, 

(Ax»  +  B^«  +  Da;  +  Ey)^  (a:«  +  f)  =  /<"  ( Aa;»  +  Bf)\ 
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d'ou  il  resulte  qii'elle  est  une  eourbe  du  sixiume  orJre  quaiul  A  est  différent  de  B.  ]\í;iis,  si 
A  =  B,  cette  équation  se  décompose  daas  eelle  dun  cercle  de  rayon  nul  et  celle  du  liiuaçoii 
de  Pascal. 

Dans  les  autres  cas,  la  conchoide  est  une  couibe  du  huttihne  ordre^  repiésentée  par  Téqua- 
tion 

[(Aa;2  +  B/)  (x2  +  2/'  +  ^')  +  (Da'  +  %  +  FK^'  +  y')?=  ^'(í«'+2/')[2(Aa;'-f  B?/^)  +  Da:4  E7/J2, 

quand  les  constantes  A  et  B  sont  diíFérentes,  et  eile  est  une  eourbe  du  sixième  ordre,  qnand 
A  =  B,  c'est-à-dire  quand  la  conique  se  réduit  à  un  cercle.  Dans  ce  dernier  cas,  róquation 
de  la  conchoide  peiít  être  réduite  à  la  forme 

(«2  +  rf  +  Dix  +  h^  +  ¥f  {x^  +  f)  =  A^  [2  {x^-  +  ,/)  +  Dix]\ 
par  un  changement  de  la  direotion  des  axes  des  coordonnées. 


xiir. 

Notice  sueeiíite  sur  rorigiiie  et  Ic  «léveloppoiueiit  de  la  thóoric  «les  quarfuiuos. 

340.  Après  avoir  consaeré  les  chapitres  iv  et  v  à  Tétude  de  quelques-unes  des  qunrti- 
ques  les  plus  reniarquables  et  du  plus  grand  intérêt,  nous  terminerons  la  partie  de  cet  ouvrage 
destinée  spécialement  à  ces  courbes  par  quelques  indications  suecintes  des  écrits  les  plus  im- 
portants  concernant  Torigine  et  le  développement  de  la  théorie  générale  des  mêraes  courbes. 

L'étude  des  courbes  du  quatrième  ordre  est  la  continuation  iraniédiate  et  Textension  natu- 
relle  de  celle  des  courbes  du  troisièrae  ordre,  entreprise  et  fondée,  comrae  d'ailleurs  nous 
Favons  déjà  remarque,  par  Newton  dans  sa  célebre'  Enumeralio.  Mais,  comrae  la  nouvelie 
étude  est  beaucoup  plus  difficile  et  complexe,  ses  progrès  ne  furent  pas  aussi  rapides  que 
ceux  que  la  première  avait  réalisés  en  peu  de  teraps;  et  aujourd'hui  encore  le  chapitre  de  la 
Góométrie  des  courbes  relatif  aux  quartiques  ne  possède  pas  entièrement  Torganisation  systé- 
matique  harmonieuse  et  parfaite  de  celui  des  cubiques.  Cela  se  coraprend  aiséiiient,  car  le 
nonibre  des  formes  qu  il  faut  considérer  dans  les  quartiques  dépasse  notablement  celui  des 
cubiques,  et  les  difficultés  de  l'analyse  qu'il  faut  employer  pour  Tétude  des  premières  courbes 
sont  aussi  três  supérieures  à  celle  des  cubiques. 

Les  quartiques  furent  envisagées  d'abord  par  Maclaurin  dans  sa  Geometria  orç/anica,  pu- 
bliée  en  1730;  et  presque  simultanément  par  Bragelongue  en  trois  méraoires  presentes  à 
TAcad-ímie  des  Sciences  de  Paris  en  1730,  1731  et  1732.  Queiípie  tenips  aprcs  le  même 
sujit  fut  considere  par  Euler  dans  le  chapitre  xi  du  tome  II  de  son  Introductio  in  analysin 
injinitorum,  et  par  Cramer  dans  son  Introducfion  à  Vanalyse  des  ligues  courbes,  qui  ont  donné 
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les  preinières  classitications  de  ces  courbes,  basées,  coinme  celle  de  Newton  poiír  les  cubiques, 
sur  la  natiire  des  points  situes  à  rinfini 

Le  olassemeiít  des  quartiques  suivi  par  Euler  fut  examine  et  corrige  de  quelques  erreurs 
par  Piíicker  dans  uii  mémoire  inséré  au  tome  i  du  Journal  de  Liuuville;  et  postérieurement 
ce  géomètre,  lui-même,  a  établi  une  autre  classement  beaucoup  plus  parfait  des  raêraes  courbes, 
base  sur  la  nature  des  points  singuliers,  dans  sa  Theorie  der  algehraichen  Curven  (Bonn,  1839). 

Le  problème  de  rénumération  systématique  des  formes  qui  représentent  les  quartiques  a 
été  étudié  de  nouveau,  d'une  manière  profonde  et  avec  de  richesse  de  details,  par  Zeiithen 
dans  un  remarqiiable  éerit  inséré  au  tome  vii,  p.  140,  des  MafJiematische  Annalen.  Un  pré- 
cieux  complément  à  cette  étude  est  une  brouchure  parue  récemment  à  New- York  sous  le 
titre:  On  the  forms  of  the  Plane  Quartic  Curves,  dont  Tauteur  est  M.  R.  Gentry,  et  oii  l'on 
ti"Ouve  exposés  et  comraentés  les  résultats  obtenus  par  Térainent  géomètre  danois  dans  le 
mémoire  qu'on  vient  de  mentionner. 

Dans  le  classement  des  quartiques  adopte  par  Zeiithen,  dont  nous  venons  de  faire  men- 
tion,  jouent  un  role  fondamental  non  seulement  les  points  singuliers  de  ces  courbes,  mais 
aussi  les  hitangen'es  aux  mêmes  courbes.  Ces  droites  singulières  n'existent  pas  dans  les 
cubiques,  et  leur  étude,  dans  le  cas  des  quartiques,  a  donnó  Torigine  à  de  beaux  et  impor- 
tants  travaux,  parmi  lesquels,  par  son  role  fondamental,  nous  devons  citer  un  de  Steiuer, 
insere  au  tome  XLix  du  Journal  de  Crelle,  et  ceux  de  O.  Hesse,  inseres  aux  tomes  XLIX,  Lti 
et  LV  du  même  recueil. 

Le  classement  des  quartiques  au  moyen  de  leurs  points  singuliers  doit  être  naturellement 
précédé  d'une  étude  approfondie  de  ces  points,  en  commeneant  pour  observer  que,  dans  les 
quartiques  il  existe  non  seulement  des  points  singuliers  de  la  même  nature  que  ceux  que  nous 
avons  reneontrés  dans  les  cubiques,  lesquels  sont  dits  ordinaires,  mais  encore  d'autres  points 
singuliers  d'un  ordre  i^lus  élevé.  L'énumération  de  ces  nouveaux  points  et  la  détermination 
de  1'équivalence  de  ehaciin  d'eux  avec  un  certain  nombre  á&  points  ordinaires  sont  des  ques- 
tions  primordiales  étudiées  par  Cayley  en  plusieurs  travaux  remarquables  publiés  dans  le 
tome  V  des  Mathemtttical  Papers. 

Parmi  les  questious  relatives  aux  jioints  singuliers  qui  ont  atliré  Tattention  des  géomè- 
tres,  nous  meníionnerons  celle  de  la  disposition  des  points  d'inflexion  et  celle  de  la  détermi- 
nation du  nombre  des  points  réels  de  cette  catégorie.  La  première  de  ces  qu'  stions  a  été 
étudiée  par  M.  Brill  èn  plusieurs  écrits  intéressants  publiés  dans  les  Matkemafische  Annalen 
(t.  XII,  p.  90;  XIII,  p.  103,  17Õ  et  517),  ou  sont  considérées  les  quartiques  à  point  double; 
elle  n'a  pas  eu  de  solution  satisfaisante  jusquà  présent  pour  les  quartiques  dépourvues  de 
points  doubles.  La  deuxième  question  fut  envisagée  par  Zeiithen  (1.  c),  qui  a  montró  que 
les  courhes  du  quatrilme  ordre,  sans  points  douhles,  possedent  hiiit  points  d'injle.vion  réels, 

En  termiiiant  ces  indications  três  siiccintes  sur  la  tliéorie  générale  des  quartiques,  nous 
ajouterons  que  dans  Touvrage  magistral  de  Salmon,  Courhes  planes,  déjà  cite  ici  souvent,  est 
consacré  à  cette  théorie  un  chapitre  substantiel  par  lequel  on  en  peut  aborder  Tétude. 


CHAPITRE  YI. 


SUR  QDELQDES  CÔURBES  DD  SIXIÈME  ET  DU  HDITIÈME  ORDRE. 


La  coiirbc  de  Watt. 


341.  La  courbe  <h  Watt  est  engendrée  par  uii  point  M  du  côté  BC  d'un  quadrilatère 
articule  ABCD  (fig.  87),  quand  ÂB,  BC  et  CD  varient,  le  eôté  AD  restant  fixe.  Cette  courbe 

joue,  en  eflet,  iin  role  important  daiis  la  théorie  de 
1  artífice  cinématique  pour  la  transmission  du  mou- 
veinent  dans  les  machines  à  vapeur  invente  à  la  fin 
du  xviir  siècle  par  le  célebre  ingénieur  J.  Watt. 

La  courbe  qu'on  vient  de  definir  a  été  considérée 
par  un  grand  nombre  de  géomètres.  Ainsi,  elle  fut 
étudiée  par  Prony  dans  sa  NouveUe  Architectuve 
lujdrauUque  (Paris,  1796);  par  Hachette  dans  son 
Hisfoire  des  machines  à  vapeur,  o:i  est  donnée  1'équa- 
tion  de  cette  courbe;  par  Vincent  dans  les  Mémoires 
de  la  Société  Rot/ale  des  Sciences  de  Lille,  1837,  et 
dans  les  Xouvelles  Annulcs  de  ]\l<íthématiques  (t.  Vli,  p.  (34,  1848);  par  S.  Koberts,  Cayley  et 
Clififord  dans  les  Pruceedings  of  tlie  London  matliem atiçai  Sociehj  (187fi  et  1878);  par  Lacolonge 
dans  les  Mémoires  de  la  Société  des  Sciences  plit/siques  et  naturelles  de  Bordeaitx  (1885, 
p.  101);  etc. 

Dans  l'étude  que  nous  allons  faire  de  la  courbe  de  Watt,  nous  supposerons  que  les  côtés 
AB  et  CD  du  quadrilatère  sont  égaux  et  que  le  point  M  est  situe  au  niilieu  tle  BC.  On  pour- 
rait  obtenir  aisément  Fóquation  générale  de  ia  courbe,  mais  elle  est  assez  i-unipliipiée  pour 
qu'elle  soit  utilisable,  et,  pour  Tétudier  dans  les  autres  cas,  on  a  bisoin  de  recourir  aux 
niéthodes  grapbiques  et  cinéuiatiques,  qu;  nVntrent  pas  dans  autre  plan. 
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342.  On  peut  obteiiir  aisément  réquation  de  la  coiirbe  de  Watt,  qiiand  AB  =  CD  et 
BM  =  MC,  parle  procede  suivant,  employé  par  Catalan  {Mathesis,  1885,  p.  154). 

Soient  MO  la  droite  qui  passe  par  le  miiieii  de  BC  et  AD;  BE  et  CF  deiix  parallèles  à 
MO;  et  EF  une  parallèie  à  BC.  Comine  les  triangles  AEO  et  OFD  sont  égaux,  et,  par 
conséquent,  les  droites  AE  et  FD  sont  parallèles  et  égales,  les  triangles  AEB  et  FCD  sont 
aussi  égaux.  Les  angles  AEB  et  DFC  sont  donc  égaux  et  en  même  temps  supplémentaires, 
et  par  suite  ils  sont  droits. 

Cela  pose,  faisons  AO  =  a^  BM  =  c,  AB=^b,  et  supposons  que  p  et  6  représentent  les 
coordonnées  polaires  OM  et  MOD  du  point  M,  rapportées  au  point  O  comme  pôle  et  à  la 
droite  GD  comme  axe.  En  envisageant  les  triangles  rectangles  CDF,  ODGr  et  OFO,  on  obtient 
les  relations 

p3  =  i2_FD2,     DG  =  asine,     FG^  =  c^  -  «Vos^  6, 
doiit  il  resulte  que  ViJquaUon  polaire  de  la  courbe  de   W<itt  est 


p2  =  i2  _  [a  siu  e  -  \^V-  —  «2  cos»  df, 
ou  6  doit  varier  depuis  — r.  jusqu'à  -;  ou 


p2  ^bi-[asm6±\  C-'  -  a^  cos'^  ©jS 

oíi  d  doit  varier  seiílement  depuis  O  jusqu'à  -. 

En  posant  dans  cette  équatioii  a'=pcos6,  ^  =  psin6,  on  obtient  Véquation  cartésienne  de 
la  courbe  considérée  (Lacolcnge,  1.  c.) : 

(a;2  +  ,j^js  _  2B--Í  (x2  -i-  ff  +  (B4  +  4a2^2^  (^2  u.  f)  _  i„^Y.  =  o, 

OÍl 

BC)  o      ■       T  -1  o 

-  =  a--\-o-  —  C-; 

cette  courbe  est  donc  du  sixième  ordre. 

Nous  remarquei-ons  ici  qu'on  pourrait  arriver  à  Téquation  générale  de  la  courbe  de  Watt, 
(it  par  suite  à  celle  qu'on  vient  d'obtenir,  par  une  voie  purement  analytique,  en  exprimant 
que  les  distances  de  B  à  A,  de  C  à  D,  de  M  à  B  et  de  M  à  C  sont  úgales  à  des  quantités 
données  et  que  le  point  M  est  situe  sur  la  droite  BC.  Ou  obtient  ainsi  cinq  équations,  ou 
entrent  les  cordonnées  {x,  y)  du  point  M  et  les  coordonnées  (a;',  y')  et  (cc",  y")  des  points  B 
et  C.  Eu  élimiuant  les  quatre  dernières  coordonnées  entre  ces  équations,  on  trouve  Téqua- 
tion  du  lieu  de  M.  Nous  ne  reproduirons  pas  ici  Tanalyse  par  laquelle  on  obtient  cette  resul- 
tante; on  la  peul  voir  dans  le  deuxième  écrit  de  Vincent  menttonné  ci-dessus. 

343.     La  forme  de   la   courbe  envisagée  peut  étre  détermince  aisément   au   moyen   de 
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Téquation  polaire  de  cette  coiirbe,  en  tenant  en  même  temps  cumpte  dii  uiode  comtue  elle  est 
engendrée.  On  voit  d'abord  (jig.  88)  que  la  courbe  est  symétrique  par  rapport  aux  axes  des 

cooi-données ;  qu'elle  a  uii  point  duuble  à  Tori- 
gine  O ;  qu'tílle  coupe  perpendiculairement  Taxe 
des  ordonnées  en  deux  points  réels  M  et  M), 
determines  par  Téquation 

p-  =  i--(a-c)2, 

et  en  deux  points  iuiaginaires  ;  et  qu'elle  coupe 
Taxe  des  abscisses  en  deux  points  S  et  Si,  deter- 
mines par  Téquation 

p- ^  a- -|- o-  —  c- ^  ±5-, 

j.     ou  les  tangentes  forment  avec  cet  axe  des  angles 
CO  donnés  par  la  relation 


tang  O)  =  + 


B2 


a  v/c2  -  a2  ' 


ces  derniers  points  sont  réeh,  mais  isoles,  quand 
on  suppose,  corame  daus  le  problème  de  Méca- 
nique  qui  a  donué  Torigine  à  Tétude  de  cette 
courbe,  qu'on  a  a  >  c.  On  voit  aussi  que  la  courbe 
n'a  pas  de  branches  infinies  et  que  sa  forme  se 
ressemble  à  celle   d'un  huit,  quand  les  côtós  du 


Fig.  88 

quadrilatère  peuvent  prendre  la  position  indi- 
quée  dans  la  figure  89,  ou  le  milieu  de  BC 
coincide  avec  le  niiiieu  de  AD,  ce  qui  ar- 
rive  seulement  quand  les  trois  segments  a, 
è  et  c  peuvent  former  un  triangle.  Nous  con- 
sidérons  seulement  ce  cas,  qui  est  celui  qui 
est  applicable  à  la  théorie  des  machines  íi 
vapeur. 

En  cherchant  au  moyen  de  Téquation 
polaire  de  ia  courbe  les  valeurs  que  prend  6 
lorsque  p  =  O,  et  en  représentant  par  O'  ces 


Fig.  8!> 
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valeurs.  on  a  la  formule 

B* 

2ab 

qui  determine  les  angles  formes  par  les  tangentes  à  la  eourbe  à  Torigine  avec  Taxe  des 
abseisses.  Mais,  à  chaque  valeur  de  6'  donnée  par  eette  équation,  il  correspond  pour  p  non 
seulement  la  valeur  p  =  0,  mais  encore  les  valeurs  déterminées  par  Téquation 

P"  ~  P  ~  P  ' 

íesquelles  sont  réelles  quand  on  suppose,  comme  dans  le  problème  de  Watt,  ò--f  c->a'^.  On 
en  conclut  que  chacune  des  tangentes  à  la  eourbe  considérée  à  Torigine  des  coordonnées 
coupe  eette  eourbe  en  deux  autres  points  K  et  Ki  (fig.  88). 

Pour  déterminer  le  point  L  ou  Tangle  formo  par  le  vecteur  d'un  point  de  la  eourbe  avec 
OX  devient  minime,  on  peut  employer  1'équation 

c-  =  a-  cos-  6, 

qui  exprime  que  les  deux  valeurs  de  p  correspondantes  à  une  même  valeur  de  O  sont  égales. 
En  représentant  donc  par  6"  eet  angle,  on  a 

coso"  = } 

a     • 

et  ensuite,  pour  déterminer  la  valeur  du  vecteur  da  point  cherché, 

La  même  eourbe  possède  deux  points  d'inflexion  à  son  centre;  elle  possède  encore  óvi- 
demment  deux  autres  entre  O  et  L,  dans  le  quart  IMKO  de  la  eourbe,  et  six  autres  dans 
les  restants  quarts. 

Dans  rapplieation  du  quidrilatère  articule  aux  machines  à  vapeur  il  faut  ilonner  aux 
côtés  de  ce  quadrilátero  des  dimeusions  telles  que  Tintervalle  dans  lequel  la  eourbe  engendrée 
par  M  se  eonfond  sensiblement  avec  les  tangentes  au  point  d'inflexion  O,  soit  assez  grand; 
et  par  ce  motif  la  eourbe  considérée  est  désignée  souvent  par  le  nom  de  courhe  à  longue  in- 
Jlexion.  Le  problème  qui  a  pour  but  de  déterminer  ces  dimeusions  de  maiiière  à  obtenir 
le  meillour  résultat  possible,  problème  qui  fut  considere  par  Watt,  ne  peut  être  rcsolu 
qu'approximativement.  On  en  trouve  une  solution  géométrique  dans  Tirapoi^tant  ouvrage  de 
M.  tlaton  de  La  Goupillière  intitulo:  Ti-ailê  des  viécanismes  (Paris,  18(U,  p.  193),  et  dans 
l'óerit  de  Lacolonge  mentionné  ei-dessus  la  même  question  est  examinóe  analytiquement. 
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34-t.     Dans  Tétude  qu'on  vient  de  faire  de  Ia  courbe  de  Watt,  on  a  supposé  que  lea  para- 

mètres  a,  6  et  c  satisfont  à  des  conditions  imposées  par  le  problèrae  de  Mécanique  qui  a 
amené  à  son  étude.  Mais,  quand  ces  paramètres  ne  satisfont  aux  conditions  mentionnées,  la 
courbe  peut  être  étudiée  de  la  niêiue  manière,  eii  tenant  compte  des  remarques  suivantes  sur 
la  nature  des  points  singuliers  que  la  courbe  possède. 

1."  L'origine  des  eoordonnées  est  un  i^^^wt  douhle,  ou  les  tangentes  forment  avec  Taxe 
des  abscisses  des  angles  dont  les  valeurs  6'  sont  déterminées  par  l'équation 

sm  w  =  +  -r-^  > 
2ab 

ou  Ton  duit  empbyer  le  signe  supérieur  quand  B^  est  une  quantité  positive,  et  le  signa  infé- 
rieui'  dans  le  cas  contraire. 

La  courbe  possède  donc  à  l'origine  un  noeud  si  4a-ò->B*,  et  un  point  isoJé  quand 
4a2i2<B2. 

2°  Les  points  ayant  pour  eoordonnées  (+  B,  0)  sont  douhUs,  et  les  tangentes  à  la  courbe 
en  ces  points  forment  avec  Taxe  des  abscisses  les  angles  to  determines  par  la  formule 

B2 

tango)  ^+  ; 

ay  c'  —  a^ 

la  courbe  a  donc  à  chacun  de  ces  points  un  noeud  réel  quand  B^>0  et  c>a^  et  nn  noeud 
imaginaire  quand  B-<;0  et  c>a;  si  c<^a,  les  points  consideres  sont  isoles. 

II  convient  d'ajouter  encore  que  la  courbe  a  six  asymptotes,  dont  les  équations  sont 

2/  =  i  ííc^     ?/  =  +  í  (íc  +  «) ,      ?/  =  i  í  (a-'  —  f')i 

et  qu'elie  possède  deux  points  triples  imaginaires  à  Vinjini. 

II  est  à  remarquer  le  cas  particulier  oíi  a  =  c.    Alors   Tóquation  polaire   de  la  courbe  est 

et  par  conséquent  la  courbe  engendres  par  M  est  une  lemniscate  elliptique  (n."  189)  quand 
b^2a,  une  lemniscate  hyperboUque  (n."  198)  quand  h<^2a^  et  est  composée  de  deux  cercles 
quand  b  =  2a.  Si  l)  =  av2,  cette  équation  devient 

p'  =  2a2  (1  —  2  cos*  6)  =  2a^  cos  26 ; 

la  courbe  consideres  est  donc  alors  une  lemniscate  de  Bernoxdli  (n.°  205).  Cette  manière 
d'engendrer  la  lemniscate  de  Bernoulli  a  été  donnée  par  Carbonnelle  dans  la  Nouvelle  Cor- 
reapondance  mathématique  (1879,  p.  249  et  233). 
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Avant  de  passer  à  Tétude  d'une  autre  courbe,  il  eonvient  de  remarquei-  que  le  problèrae 
de  la  transformation  du  mouvement  circulaire  en  mouvement  rectiligne,  dont  Watt  a  donné 
une  solution  approchée  au  raoyen  du  quadrilatère  articule  considere  ei- dessas,  fut  résolu 
rigoureusement  par  Peaucellier  en  1864  au  moyen  d'un  appareil  forme  aussi  par  des  tiges 
articulées  (Noitvelles  Annales  de  Mathématiques,  2."  série,  t.  iii,  p.  414,  1864;  t.  xii,  p.  71, 
1873),  et  que  ce  géomètre  a  fait  connaitre  des  appareils  de  la  même  nature  pour  le  trace  mé- 
canique  des  eoniques,  du  limaçon  et  de  la  cissoide.  LMnvention  de  Peaucellier  a  été  Torigine 
d'une  série  d'études  de  Sylvester,  Hart,  Clifford  et  S.  Roberts,  publióes  dans  le  Messmger  of 
Mathematics  (t.  iv  et  v),  et  d'un  écrit  de  Mannheim,  insere  au  Bulletin  de  la  Société  mathé- 
matique  de  France,  consacrés  au  trace  mécaniques  des  courbes  au  moyen  des  systèmes  arti- 
cules. Nous  ne  nous  arrêterons  pas  sur  la  description  des  divers  appareils  qu'on  a  employés 
dans  ce  but,  et  nous  renvoyons  pour  son  étude  à  Tintéressant  opuscule  de  M.  Neuberg  inti- 
tule: Sur  qiielques  systèmes  de  tiges  articules;  trace  viécanique  des  lignes  (Liège,  1886). 


II. 
L'astroTde. 


345.  On  designe  par  le  nom  ã'astro'ide  la  courbe  qui  enveloppe  les  droites  qui  coupent 
les  côtés  OA  et  OB  (Jig.  90)  d'un  angle  droit  de  manière  que  la  longitude  du  segraent  ao, 
compris  entre  ces  côtés,  soit  constante. 

Pour  obtenir   Téquation   de  cette  courbe,  prenoiís  les  droites  OA   et   OB  pour   axes   des 

coordonnées    et   remarqiions    que    Téquation    de    la 
droite  ao  est 

a  et  |3    représentant,   respectivement,    les   seguients 
Ort  et  Oo,  et  qu'on  a 

l  représentant  le  segnient  ao. 

L'équation  de  IVnveloppe    elierché  resulte  donc 

de  réliniination  de  «.   S  et  -^  entre   ces  équations 

da 
et  celles-ci : 


SC  p 
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Pour  faire  cette  élimination,  reraarquons  que  les  deux  deriiières  équations  donnent 


et  que  par  suite,  si  Ton  pose 


X        y 


X        y 

■^3  =  ^3 


la  preraière  équation  se  transforme  dans  celle-ci : 

dont  il  resulte,  en  tenant  compte  de  Tidentité  a'^+|5*  =  í^,  \=l—'^. 
On  a  donc 

JL  L 

et  par  suite 

2^  3_         _2 

(1)  x'^y^=l\ 

qui  est  Téquation  cartésienne  de  la  courbe  considérée. 

L'équation  qu'on  vient  d'obteiiir  peut  encore  prendre  Ia  forme 

(a;2  ^.f-  _  l-.f  +  2W  x^-f-  =  O, 

d'ou  il  resulte  que  \'astro'ide  est  une  courbe  dii  sixième  ordre. 

346.     En  partant  de  Téquation  (Ij  et  en  tenant  compte  des  relations 

A  1 

,  íy\^         „  1   /a;\3    xy'-y 

on  determine  aisément  la  forme  de  la  courbe.  Elle  est  symétrique  par  rapport  aux  axes  des 
cooi-données  et  aux  bissectrices  des  Tangles  de  ces  droites,  et  possède  quatre  points  de  rebrous- 
sement  (fig.90)  A,  Aj,  B,  Bj,  situes  à  la  distance  l  du  centre  O;  elle  a,  en  outre,  quatre 
noeuds  iraaginaires,  dont  les  coordonnées  sont 

03  =  +  il,    y  =  i  il, 
VOL.  IV  QQ 
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et  deiix  points  de  rebroussement  imaginaires  à  lintini,  et  elle  ne  possède  pas  de  points  d'in- 
flexion. 

L'ordonnée  Yq  du  point  ou  la  courbe  coupe  Taxe  des  ordonnées,  la  soiis-tangente,  la  sous- 
normale  et  les  longueurs  de  la  tangente  et  de  la  normale  sont  exprimées  par  les  formules 

347.     En  comparant  Téquation  de  la  tangente  à  Tastroide, 

1.  L  i_ 

x'Y  +  /  X-iPxyf  =0, 

à  Téquation 

mY  +  vX  +  1=0, 
on  obtient  les  relations 

^  =  —  Q'y)    %    v=—{i-x)   % 

dont  il  resulte,  en  tenant  conipte  de  (1),  Véquation  tangentielle  de  laítroíde 

1  +  1  =  ^- 
u-       v^ 

cette  courbe  est  donc  de  la  qnatrième  classe. 

318.     On    trouve   aisément,    en    appliquant  la  formule  générale  eorrespondante   à  cette 
question,  que  le  rayon  de  courbure  R  de  Tastroide  au  point  {x,  y)  est  determine  par  Tóquation 

W=21lxy. 

La  développée  de  la  niême  courbe  peut  être  obtenue   aisément,    en    remarquant   d'abord 
que  rastroide  peut  être  représentée  par  les  équations 

(2)  x  =  lsn\^t,     i/=lcos^t, 

t  étant  une  nouvelle  variable  indépendante;  ces  valeurs  de  x  et  y  vérifient,  en  effet,  l'équa- 
tion  (1).  En  partant  de  ces  relations  et  en  appliquant  des  formules  de  Calcul  différentiel  bien 
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connues,  on  trouve  que  les  coordonnées  (xi,  yi)  du  point  de  la  développée  eorrespondant  au 
point  (x,  y)  sont  déterminées  par  les  formules 

xi  =  ls'm^t-\-3l  cos- 1  sin  tj     yi=l  cos^  t-\-2l  sin-  í  cos  t, 

ou,  en  prenant  pour  nouveaux  axes  des  coordonnées  les  bissectrices  des  angles  formes  par 
les  axes  primitifs, 

V^2  ,      /2 


/2  /2  í       ' 

yi  = -^(xi  +  i/i)-=-^l{s\nt+costy  =21  cos^U—  — 


T. 

OU,  en  faisant  t  =  fi-^—-} 
4- 


X'i  =  2ls\n^ti,     7/i  =  21  cos^  ti . 


On  voit,  au  moyen  de  ces  équations,  que  la  développée  de  1'astroide  est  une  autre  tistroide 
ayant  le  mênie  centre  que  la  premiere  et  inscrite  dans  un  cercle  de  rayon  double  de  celui  oú  est 
inscrite  la  première.  Les  droites  passant  par  le  centre  et  par  ses  points  de  rébroussements  for- 
ment  des  angles  de  45"  avec  les  droites  passant  par  le  centre  et  par  les  points  de  r^roussement 
de  Vastroide  donnée. 

349.  La  valeur  de  Taire  comprise  entre  rastroide,  Taxe  des  ordonnées  et  le  vecteur  du 
point  (x,  y)  peut  être  calculée  par  la  formule 

^  -^ f  Íyd^-^dy)  =  ^^r- j\m^2tdt^y^-{t-^ún^t^- 
o  o 

En  posant  t  =  -^  et  en  multipliant  le  résultat  par  4,  on  voit  que  l'aire  de  Tastroide  est 
égaieà  A-Z-^. 


350.     La  longueur  de  chacun  des  ares  de  l'astroide  compris  entre  les  points  eorrespon- 
dants  aux  abscisses  O  et  o;  est  donnée  par  la  formule 


s  = 
o 


r  Vdx^  +  dy^t^-òl  f  sintcostdt  =  -jlún^t  =  —  (lx^f  5 


donc,  la  longueur  de  1'arc  de  rastroide  compris  entre  les  points  (O,  l)  et  {x,  y)  est  proportionelle 
au  carré  de  Vahscisse  x. 
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3 

La  longueur  de  Vare   compris   entre   deux  poin's   de  rebroussement  est  égale  à  -^  l  (Jean 

Bernoulli:  Opera  omnia,  t.  iii,  p.  446). 

II  resulte  de  la  dernière  formule  et  de  Tégalité  R  =  3Z  sin  í  cos  í,  en  éliminant  t, 
Véquation  intrinseque  de  l'astroíde,  savoir 

R2_6;s-4s-^. 

3 

En  remplaçant  s  par  s-\-  —  l,  cette  équation  peut  être  réduite  à  la  forme 

R2-^4sí  =  ^Z2. 

II  resulte  encore  des  formules  precedentes  que,  si  Ton  represente  par  («',  y')  les  coordon- 
nées  du  centre  de  gravite  d'un  are  de  Tastroide  compris  entre  le  point  A  et  un  point  quel- 
conque  de  Tare  BA,  et  par  s  la  longueur  de  cet  are,  on  a,  en  appliquant  des  formules  de 
Mécanique  bien  connues, 

/s  r'  3 

xds  =  W-    l    smUcostdt^-^l-ún^t, 

o  o 

/'  r'  3 

yds  =  dl^   /    cos^<sin<(Zí  =  — r2(l  — cos^í)- 

o  o 

á  2 

Si  s  represente  le  quart  BA    de   la  courbe,  on  a  s  = -^  l,    et   par   conséquent    x'  =-^l, 
2  /O 

y'  =  —  l.  Le  centre  de  gravite  de  Vare  AB  est  donc  situe  sur  la  bissectrice  de  Vangle  AOB   à 

distance  du  centre  O  égale  à  -j-lv2. 

Les  resultais  qu'on  vient  d'obtenir  fuient  indiques  par  M.  Hatou  de  La  Goupillière  dans 
un  Mémoire  sur  la  recherclie  des  centres  de  gravito  des  courbes  et  des  surfaces  qii'il  a 
publié  dans  le  cabier  XLiii,  p.  141,  du  Journal  de  VÈcole  Polytechnique  de  Paris.  lis  sont 
des  corollaires  de  tbéorèmes  généraux  sur  les  ares  et  les  centres  de  gravite  des  courbes 
cycloidales,  donnés  par  cet  éminent  géomètre  dans  ce  beau  mémoire,  théorèuies  qu'on  verra 
plus  loin. 

351.  L'astroide  fut  étudiée  par  Jean  Bernoulli  au  lieu  mentionné  ci-dessus,  uú  il  en 
a  obtenu  Téquation,  la  foruie  et  la  longueur.  La  même  courbe  fut  aussi  cousidérée  par 
D'Alembert  dans  le  volume  correspondaut  à  1748  des  Mémoires  de  1'Académie  des  Sciences  de 
Paris  et  dans  ses  Opuscules  (t.  iv,  n."  xxiii).  Le  nom  par  lequel  cette  courbe  est  connue  lu 
a  été  donné  par  Amstein  (Société  vaudaise  des  Sciences  naiirelles,  t.  xv,  p.  175). 

Le  nombre  des  travaux  qu'on  a  eousacré  à  i'astroide  est  considérable.  On  peut  voir  dans 
les  Nouvelles  Annales  de  Mathématiques  (2."  série,  t.  Xiii,  p.  534  et  t.  xiv,  p.  94)  une  interes- 
sante notice  de  M.  Hatou  de  La  Goupillière  sur  ces  travaux,  dont  plusieurs  se  i-apportent  à 
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des  niodes  d'engendrer  cette  courbe.  Parini  ees  manières  de  lobtenir  nous  mentioiínerons 
celles-ci : 

1."  L'eiwelo}?pe  ã'une  ellipse  variant  de  maniere  que  le  centre,  les  directions  des  ares  et  la 
fomme  des  dimensioiís  des  mcines  axes  reste  constante,  est  Vasiróide. 

2."  Uastroide  est  le  lieii  du  sommet  cVune  parabole  qui  roíde  sttr  deux  droies  perpendi- 
culaires  1'une  à  Vautre,  en  se  déformaut  de  maniere  que  le  foyer  dêcrive  une  circonférence 
autour  du  point  d'intersection  de  ces  deux  droifes  (Bispai :  NouveUes  Annales  de  Mafhênndi- 
quês,  2."  série,  t.  iv,  p.  331). 

3.°  Le  lieu  des  points  qui  ont  pour  coordonnêes  orthogonales  les  rayvns  de  courbure  d'une 
ellipse  aux  extrémités  de  ses  diametves  conjugues,  est  Vastroide  (Brassine,  Xouvelles  Annales  de 
Mathématiques,  2.»  série,  t.  ii,  p.  12). 

D'autres  modes  d'engendrer  fastroide  ont  été  donnés  par  Pigeon  [Xouvelles  Annales  de 
Mathématiques,  2."  série,  t.  iii,  p.  60);  par  Leraoine  (1.  c,  t.  xiii,  p.  334);  par  Barbarin 
(1.  c,  t.  XIV,  p.  328);  ete. 

La  courbe  qu'on  vient  d'étiulier  será  retroiivée  plus  loiu,  dans  le  c-Iiapitre  consacré  aux 
courbes  cycloídales,  ou  Ton  verra  quelle  est  le  lieu  décrit  par  tai  point  d'une  circonférence  de 

rayon  égal  à  —r-l  roulant  intérieurement  sur  la  circonférence  d'un  cercle  fixe  de  rayon  êgal  à  l. 

Ce  théorème  a  été  attribué  a  Sturin  {Xouvelles  Annales,  t.  i,  p.  395).  A  cause  de  ce  dernier 
mode  de  génération,  Tastroide  fut  désignée  par  Montucci  (Comptes  rendus  de  VAcadémie  des 
Sciences  de  Paris,  t.  LX,  p.  440  et  846)  par  le  uom  de  cubo-cychtde. 


III. 
Les  coui"l)es  parallèlcs  h  rastroíde. 


352.  Si  Ton  prend  sur  chacune  des  normales  à  une  courbe  donnée,  à  partir  du  point 
<ii!i  elle  coupe  orthogonalement  cette  courbe,  dans  les  deux  seus,  des  segmenta  de  longueur 
constante  Ji,  on  obtient  deux  courbes  ou,  en  quelques  cas,  deux  branches  d'une  même  courbe, 
qui  sont  dites  paralleles  h  la  preniière.  II  resulte  de  cette  définition  que  les  rayons  de  cour- 
bure R  et  Ri  de  la  courbe  donnée  et  de  la  nouvelle  courbe  sont  lios  par  la  relation 
Ri=R  +  /i^  et  par  conséquent  qu'elles  ont  le  même  nombre  de  points  d'inflexion. 

Si  la  courbe  donnée  est  une  astrotde,  les  courbes  paralleles  correspondantes  jouissent  de 
quelques  propriétés  interessantes  que  nous  allons  indiquer. 

Pour  obtenir  d'abord   Téquatiun    de  ces  courbes,    reuiarquons  que  les  équatiuiis   de   Vas- 
iróide 
(1)  x=lsm^t,     y  =  li;os^t 
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donnent  -^  =  —  cott,  et  que,  par  conséquent,  f  represente  Tangle  forme  par  la  normale  aii 

point  (x,  y)  avee  Taxe  des  abscisses.  II  en  resulte  que  les  courbes  paraUeles   à   celle-là  peu- 
vent  être  représentées  par  les  équations 


(2) 


x  =  l  sin^*  t  -f  h  cos  ?,     y  =  ^  cos^  í  +  ^  sin  í, 


h  étant  une  constante  positive  ou  négative. 

353.  La  forme  de  cliacune  des  courbes  parallèles  à  Tastroide  peut  être  obtenue  aisé- 
ment.  II  est  évident  qu'elle  ne  possède  pas  de  branches  infinies  réelles  et  qu'elle  est  symétrique 
par  rapport  aux  bissectrices  des  angles  formes  par  les  axes  des.coordonnóes,  c'est-à-dire  par 
rapport  aux  bissectrices  des  angles  formes  par  les  droites  joignant  le  centre  de  Tastroide  à 
ses  points  de  rebroussement.  Ces  dernières  droites  ne  sont  pas  d'axes  de  symétrie  de  la 
courbe  parallèle  à  Fastroíde,  mais  elles  sont  des  axes  de  symétrie  du  couple  de  courbes  qui 
correspondent  à  deux  valeurs  de  h  de  Ia  même  grandeur  absolue  et  de  signes  contraíres.  On 
voit  au  moyen  des  équations 


(/a;       ,-,   .   ,  ,    .  ây 

^r— =  Dí  sm- í  cos  í  —  «  sni  í,     —^ 

dt  '       dt 


=  —  3  ? cos*  t  sin  t-\-h  cos  t 

que  eliacune  des  courbes  consi- 
dérées  posscde  qiiatre  points  de 
rebroussement  à  distance  tinie,  dis- 
tincts  ou  cuíncidents,  correspon- 
dants  aux  valeurs  de  t  déterminées 
par  Téquation 

Us\n2t=2h, 


lesquels  sont  réeJs  quand  4/i- <  9/- 
ou  4/r^  =  9/-,  et  imn (]inaires  dans 
le  cas  contraire.  Cette  courbe  pos- 
sède donc  une  seule  branche,  qui 
a  la  forme  d'un  ovale  quand 
4/i^^9r-,  et  la  forme  indiquée 
dans  ia  figure  91,  ou  une  forme 
analogue  oii  les  ares  IMJIi  et  M0M3 
se  coupent  en  deux  points  de  CD, 
dans    le    cas    contraire.    EUe    n'a 


pas   de  points  d'inflexion,  puisque    l'astroide  n'a  pas  nussi  de  points  de  cette  nature. 

On  determine  aisénient  la  condition  pour  que  la  courbe  ait  des  noeuds  réels.  Remarquons 
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pour  cela  que  Taxe  CD   est   represente   par  réquation  y^-x=0,  et  que,  par  eonséquent,  il 
coupe  la  courbe  aux  points  correspondants  aux  valeurs  de  í  détenuinées  par  Téquation 

l  (sin'  1 4-  cos^  f)  +  ^  (°°®  *  +  ^"'"  ')  =  ^' 
qui  donne 

sin  í -f  cos  í  =  O,     Um2t  =  2{l-\-K). 

Aux  valeurs  de  t  qui  véritit-nt  la  preraière  de  ces  équations  eorrespondent  les  points  C 
et  D  de  la  courbe.  Aux  valeurs  de  t  qui  satisfont  à  Tautre  eorrespondent  deux  noeiíds,  dis- 
tinets  ou  coincidentes,  situes  sur  CD,  qui  sont  récls  quand  4(A  +  ?)-^Z-,  et  imaginaires  dans 
le  cas  contraire. 

De  mêiue,  Taxe  BA  rencontre  la  courbe  aux  points  A  et  B  et  à  deux  noeuJs  correspon- 
dants  aux  valeurs  de  t  déterniinées  par  Téquation 

l  sin  2t  =--  2  (/)  -  /), 

qui  sont  réels  quand  ■i{h  —  l)-^l-,  et  imaginaires  dans  le  cas  contraire. 

Nous  ajouterons  encore  que,  si  4h^  =  l-,  deux  uoeuds  coincident  avec  le  centre  de  la 
courbe,  oii  elle  a  alors  un  noeud  à  tangentes  coincidentes  (tacnode) ;  et  que,  si  4/i^  =  9Z-, 
deux  des  noeuds  et  lea  points  de  rebrousseiuent  mentionnés  ci-dessus  forment,  en  se  réunis- 
sant,  deux  points  triples  à  tangentes  coincidents,  situes  sur  Tun  des  axes  de  la  courbe.  La 
courbe  a  dans  ce  dernier  cas,  coiume  on  a  déjà  dit,  la  forme  ovale. 

354.  Pour  continuer  Tétude  des  courbes  mentionnées,  cherchons  maintenant  la  longueur 
du  segment  d'une  tangente  quelconque  determine  par  les  points  d'intersection  de  cetle  droite 
avec  celles  qui  eorrespondent  aux  équations 

Y  =  Xtang,3,     Y  =  Xtang,3'. 

Comme  la  tangente  considérée  a  pour  équation 

Y  —  l  (cos^  t  +  h  sin  i)  +  [X  —  l  sin^  t  —  h  cos  /]  cot  t  =  O, 

les  coordonnées  (Xi,  Yi)  et  (X-2,  Y^)  des  points  mentionnés  sont  détenuinées  par  les  formules 

(ls\nt  cos  t  +  h)  cos  [5       „        (Z  sin  t  cos  t-\-'h)  sin  ,S 
^f  = 70 — i^ '      J'-i  = õ IT ' 

COS(p  — í)  C05(^—t) 

(Zsiní  cos <  + /Ocos  |B'  (Zsinícos<  +  Ã)9Ín  |3' 

^^  cos(i5'-<)  '        '  cos  (?'-<)  ' 

vt  la  longueur  A  du  segment  conipris  entre  ces  points  est  exprimée  par  cette  autre: 

{l  sin  t  cos  t  -\-  li)  sin  (^  —  ^') 

^        cos  (p  — O  cos  O'  — í) 
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11  resulte  de  cette  ég.alitó  que  la  condition  pour  que  les  droites  considérées  limitent  sur 
toutes  ItíS  tangentes  à  Tastroíde  un  seginent  de  longueur  constante  A,  cest  qu'on  ait,  quelle 
que  soit  la  valeur  de  t, 

sin  (p  —  ^')  Q  sin  t  cos  t-\-h)  =  ti.  [cos  P  cos  p'  —  cos  (^  +  ?')  sin^  t  +  sin  {^  +  P')  sin  t  cos  <], 

et  par  conséquent 

(3)  ;isin(P  — P')  =  Aços  p  cos  P',     tangP  tangP'=  1,     Zsin  (p  — p')  =  Asin  (p  +  P'). 

Pour  déterminer  la  valeur  de  p,  nous  élirainerons  de  la  dernière  équation  P'  et  A  au 
raoyen  des  deux  preniières,  ee  qui  donne 

(4)  Atang^p  — ZtangP  +  A  =  0, 
et  par  conséquent  

*'°^P  = 2h 

De  niême 


tangp'  =  ^^^^^^ 

Donc  p  et  P'  sont  les  deux  racines  de  Téquaticn  (4). 

Après  avoir  determine  ainsiies  valeurs  de  p  et  p',  on  obtient  au  nioyen  de  la  première 
des  équations  (3)  celle  de  A. 

II  resulte  de  ce  qui  precede  qu'à  toute  courhe  parallile  à  l'astro'ide  correspondent  deux 
droites  qui  ãéternúnent  par  leiírs  infersecfions  avec  les  tangentes  à  cette  courhe  des  segments  ãe 
longueur  constante.  Ces  droites  sont  réelles  quand  r->4/i*,  imaginaires  si  P<-ih-,  et  cotnci- 
dent  lorsque  l-  =  4h-. 

On  en  conclut  ausai  que,  si  Z->4A-,  toufe  courhe  parallèle  à  Vastrotde  est  Venveloppe 
d'une  droite  qui  se  déplace  de  manière  que  la  longueur  du  segment  compris  entre  deux  autres 
droites  fixes  rtiste  constante. 

On  voit  aussi  aisément  que,  réciproquement,  Venveloppe  d'une  droite  qui  se  dép)lace  de 
manihre  que  la  longueur  du  segment  A  comjyris  entre  deux  autres  droites  données  soit  constante, 
est  une  courhe  parallèle  ã  Vastroide. 

En  efifet,  en  prenant  pour  axe  des  abscisses  la  droite  qui  passe  par  le  point  d'intersection 
des  deux  autres  droites  raentionnées  et  forme  un  angle  de  40°  avec  la  bissectrice  de  Tangle 
2a  de  ces  dernières  droites,  et  en  désignant  par  p  et  P'  les  angles  que  ces  mêmes  droites 
forment  avec  Taxe  des  abscisses,  on  a 
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Ces  angles  |5  et  ,3'  satisfont  donc  à  la  deuxième  des  éqnations  (3),  et,  si  A  represente  la 
longiieur  dii  segraent  donné,  la  première  et  la  troisième  équation  déterminent  ensnite  h  et  ?, 
et  font  voir  que  ia  courbe  parailcle  <à  l'astroide  représentée  par  les  équati  ins 

A  A 

•X  =  — — j—  sin'  i,     y  =  —. — =—  cos'  t, 
sin  2a  sin  2a 

correspondante  à  la  valeiír  de  h  déterminée  par  Tcxpression 

cos  f-^  — a)cos(4-  +  a)  , 

h  =  —  A , — =  — —A  cot  2a, 

sin  2a  2 

est  Tenveloppe  luentionnée  dans  Ténoncé  du  théorème. 

353.  L'enveloppe  des  droites  qui  coupent  les  côtés  d'un  angle  quelconque  2a  en  deux 
points  tels  que  le  segment  qu'ils  liiuitent  ait  une  longueur  constante,  fut  étudiée  pour  la  pre- 
mièr*^  fois  dans  les  tomes  I  et  v  des  Nouvelles  Annales  de  Mathématlques  par  Merlieux  et 
Joachmislhal.  Salmon  (Courbes  planes,  p.  148)  a  remarque  la  coincidence  de  ce  lieu  avec  une 
courbe  parallèle  à  Tastroíde,  et  quelques  auteurs  Tont  nommée  tetracuspide,  k  cause  des 
quatre  points  de  rebroussement  réeis  qu'elle  possède.  On  a  attribué  cette  déaignation  à  Bella- 
vitis;  mais,  corame  nous  Tavons  fait  remarquer  dans  un  article  inséré  au  Matliésis  (t.  xxi, 
1901,  p.  217),  la  courbe  à  laquelle  cet  illustre  góomètre  a  donné  ce  nom  est  difierente  de 
celle  qui  precede  et  será  étudiée   plus  loin.    Nous  avons  appelé   Tenveloppe   correspondante 

aux  cas  oii  a>— -  ou  a<--7-,  astroide  à  deux  axes,  dans  un  article  publió  dans   El  Pvogreso 

mathemático  (2.°  série,  t.  ii,  1899),  et  celle  qui  correspond  au  cas  ou  a  =  -— ,  astroide  à  quatre 
axes. 

336.  L'aire  comprise  entre  la  courbe  représentée  par  les  éqnations  (2)  et  les  vecteurs 
des  deux  points  oíi  la  norraale  forme  des  angles  égaux  à  Íq  et  fi  avec  Taxe  des  abscisses,  est 
exprimée  par  la  formule 

1     i'ti/    d>i  da.\  ,        1   /,,       3  „\ 

'o 
hl  ^ 

+  "2-  (cos  2<i  —  cos  2^q)  +  7^  í'  (sin  4<i  —  sin  it^). 

1  3 

Eu  posant  <„  =  — -  z,  í|  =  — -  r,  et  en  multipliant  le  résultat  par  4,  on  trouve  que  la  valeur 
4  4 

VOL.    IV  UR 
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de  Taire  totale  de  la  courbe  est  déterminée  par  la  furniiile 

3     ^ 


A  =  ::    k 


8     J 


La  longueur  des  ares  de  la  même  courbe  peiít  être  obtenue  aisément  au  moyen  de  la  for- 
mule 

-=-  =  +  (31  sin  t  cos  t  —  h), 

d'ou   il  resulte,  en  représentant  par  f^  et  í|  les  valeurs  que    t  prend  aux  extrémités  de  Tare 
considero  et  en  supposant  ees  points  corapris  entre  les  mêmes  points  de  rebroussement, 


■  =  ±  I  y  Z  (sin  2f,  —  sin  'It^)  -  h  (í,  -  g  1 , 


ou  Ton  doit  choisir  le  signe  de  manière  que  la  valeur  de  s  soit  positive. 

Si  la  courbe  n'a  pas  de  points  de  rebroussement  réels,  sa  longueur  est  égale  à  2(6?+^~)- 

35".  Pour  rendre  plus  facile  Tétude  des  courhes  paralMes  á  Vasiroide,  nous  avons  em- 
ployé,  pour  faire  cette  étude,  les  relations  (2),  au  lieu  de  Téquation  cartésienne  de  ces  courbes. 
Si  Ton  veut  obtenir  cette  dernière  équation,  il  faut  éliminer  t  entre  les  équations  (2).  On 
obtient  ainsi,  par  un  calcul  que  nous  ne  reproduirons  pas  ici,  Téquation  suivante: 

[3  (a;*  +  y^  - 1'-)  -  4h^-f  +  [27%-  9A  {x^  +  y^)  -  l8Ph  +  Sh^]^  =  0. 

On  obtient  aussi  aisément  Véqiiation  tangentielle  des  mêmes  courbes  en  comparant  lequa- 
tion  de  leurs  tangentes 

Y  sin  í  —  X  cos  í  =  Z sin  í  cos  t-\-h 
à  Tóquation  iíY-f  i;X=  1.  On  trouve  ainsi  les  relations 

sin  t  cos  t 

'     f  =  —  zr-. — —-—r ) 


ísin<cos<  +  /i  Zsinícosí  +  /i 

d'ou  il  resulte,  par  Télimination  de  t, 

Ihi^v^-  +  {2}il  -  1)  («2  +  yí)  -^  /,2  ^,(»+  i,2j2  _  Q. 
les  courbes  considérées  sont  donc  de  quatrième  classe. 
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IV. 


La  (lévoloppée  de  rdlipse  et  de  riiyporbole. 


358.     L'astroide  est  coiuprise  dans  la  classe  de  coiirbes  définies  par  réqiiation 


(l) 
ou 


í)* +(!-)■'=■. 


?)-+fi~- 


■^'írfi='. 


qui  comprend  aussi  la  développée  de  l'ellipse.  Cette  dernière  eourbe  fiit  considéiée  pour  Ia 
première  fois  par  Hiiygens  dans  Téci-it  intitule:  De  horelogio  oscilla'orio,  paru  en  1673; 
l'ellipse  est,  en  efFet,  une  des  courbes  auxquelles  le  grand  inventeur  de  la  théorie  des  déve- 
loppées  a  appliqué  ia  luème  tliéorie  dans  cet  ouvrage  célebre.  La  même  eourbe  est  Tenveloppe 
des  normales  à  1  ellipse,  et  elle  separe,  par  eonséquent,  la  région  du  plan  ou  sont  situes  les 
points  d'ou  Ton  peut  mener  à  cette  conique  quatre  normales  réelles  de  celle  qui  contient  les 
points  par  lesquels  passent  deux  normales  réelles  et  deux  imaginaires.  Cette  division  du  plan 
de  Tellipse  en  deux  régions  déterminées  par  la  condition  precedente  fut  remarquée  par  Apol- 
lonius,  le  célebre  fondateur  de  la  tliéorie  des  coniques,  qui,  sans  considérer  explicitement  la 
eourbe  (1),  Ta  ainsi  indirectement  définie. 

Les  courbes  représenlées  par  réquation  (1)  ont  la  forme  indiquée  dans  la  figure  92.  Elles 

sont  symétriques  par  rapport  aux  axes 
des  coordonnées  et  possèdent  quaive 
poinfs  de  rehroussement  réels  A,  C,  B 
et  D,  ayant  jiour  coordonnées  (a,  0), 
{—a,  0),  (O,  ò),  (O,  —b).  Comme  Téqua- 
tion  qu'on  obtient  en  posant  dans  Téqua- 
tion  (1)  a;  =  aa")  et  ?/=Jj/i  coincide  avec 
celle  de  rastroide,  on  vuit  que  toutes 
les  courbes  représentóes  par  Féquation 
(1)  sont  affiiies  de  Tastroide,  et  que, 
par  eonséquent,  elles  possèdent,  comme 
cette  dfrnière  eourbe,  deux  poin's  de 
rebroustemeJit  imaginaires  à  Vlnfini  et 
quntre  noetids  inia<jinaires  à  distancefinie, 
et  qu'elles  n'ont  pas  de  points  d  inflexion. 


Fig.  92 
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350.     L'équation  de  la  tangente  à  la  courbe  (1)  au  point  (a;,  y)  est 

Al  ± 

(2)  {a^x) '  Y  +  (ò*y) '  X  =  («262  a;,/) ^ , 


et  ii  en  resulte  que  les  coordonnées  des  points  P  et  Q,  dlntersection  de  eette  droite  avec  les 
axes  sont 

^    J.  Ai- 

{0,h^y'),     (a'x\0). 

Si  par  ces  points  on  trace  les  droites  PM  et  QM,  pai'allèles  à  ces  axes,  ou  determine  im 
point  M,  dont  les  coordonnées  sont 

3       3  7  3       3 

xi  =  a     X    ,      y.i  =  b    y     ; 

et  en  substituant  dans  Féquation  (1)  les  valeurs  de  x  qui  résiiltent  de  ces  relations,  on  obient 
celleci: 

4  4 

íc:       y% 

Dono,  si  la  tangente  PQ  à  la  courbe  représentée  par  Véquation  (1)  varie  ãeposition,  le  point  M 
décrit  une  elUpse  qui  passe  par  les  points  de  rebroussement  de  la  prendi' e  courbe ;  et,  récipro- 
quemenf,  Venveloppe  des  positions  que  jjrend  PQ,  quand  M  décrit  Vellipse  (3),  est  la  courbe  (1). 

360.  Les  courbes  représentées  par  Féquation  (1)  sont  les  enveloppes  des  ellipses  corres- 
pondantes  aux  Véquations 

a*  ^   pí       ^'      a  ^  6       ^• 

En  effet,  en  dérivant  les  deux  membres  de  ces  équations  par  rapport  à  a,  fl  étant  consi- 
dérée  couime  une  fonction  de  a,  on  obtient  les  équations 

'      y"-   d'^     „      1.1    t/3 


Jí_  -L  A_  __£_  _  o     _  -I-  —  —i-  =  O 

«3^  P3      rf„   -^'       a^   b      drj.  ' 


rf,3 


et,  pour  trouver  Tenveloppe  des  ellipses  considérées,  il  faut  éliminer  a,  ,3  et   j-  entre  les  quatre 
équations  precedentes.  Or,  les  dernières  équations  donnent 


3y«  ^  ax"- 
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et  par  uoiiséqueiit,  en  faisaiit  ax-=^'ka^, 

b 

et,  en  substituant  ces  valeurs  de  x^  et  y-  dans  1'éqiiation  de  Tellipse  et  en  tenant  compte  de 
la  deiixièine  des  óquations  données,  on  troiive  ^=1,  et  pourtant 

II  suffit  de  remarquei-  luaintenant  que,  si  Ton  substitue  ces  valeurs  dans  la  relation  qui 
lie  p  à  a,  on  obtient  Téquation  (1),  pour  compléter  la  démonstratioa  du  théorème  énoncé. 

361.     Les  valeurs  de  £c  et  y  données  par  les  équations 

a!  =  asin^<,     y  =  bcos^t 

vérifient  Tóquation  (1);  par  conséquent  la  courbe  considérée  peut  être  représentée  par  ces 
équations,    ou    t    represente    une    variable    indépendante.    En    posant    dans    ces    équations 

tang  — í  =  3,  on  obtient  celles-ci: 

8az3  _6(l-zV 

qui  expriment  a;  et  ;/  en  fonctiõn  rationnelle  de  z  et  dont  il  resulte  que  la  courbe  considérée 
est  iinicursale.  On  pouvait  prevoir  cette  circonstanee,  car  Ia  courbe  possède  dix  points  dou- 
bles,  et  son  genre  est  donc  égal  à  0. 

En  coinparant  Téquation  des  tangente?  à  la  courbe  à  cette  autre: 

mY  +  vX  =  1, 
on  obtient  les  reiations 

b'*yH^  =  1 ,      a-xv^  =  1 . 

En  éliniinant  maintenant  k  et  ^  entre  ces  équations  et  Téquation  (I),  on  obtient  Véquation 
tangentielle  de  la  courbe  que  cette  dernière  équation  represente,  savoir: 


et  on  voit  que  cette  courbe  est  de  quatrihne  classe 


342 


On  obtient  aisément,  au  moyen  de  Téquation  qu'on  vient  d'obtenir,  les  foyers  de  la  courbe 
correspondante,  en  appliquant  une  méthode  utilisée  déjà  au  u."  195.  En  posant,  pour  cela, 
V  =  iu,  on  trouve 

Donc,  les  équations  des  tangentes  à  la  courbe  ayant  pour  coeffieientes  angulaires  +  i  et 
— i  sont 


+  vV-62  ( Y  ±  iX)  =  ab, 

et  par  conséquent  les  eoordonnées  de  ses  foyers  réels  sont  (     .  ^,  0],  en  supposant  b'>a. 

D'un  autre  côté,    i"équation   de  Tellipse  dont  la    courbe  détinie    par   léquation  (1)  est   la 
dóveloppée  est 

Donc,  les  foyers  de  la  courbe  (1)  coincident  avec  ceux  de  Vellipse  dont  elle  est  la  développée, 

362.     L'aire  comprise  entre  la  courbe  (1),    Taxe    des  ordonnées  et  le  vecteur  du  point 
{x,  y)  est  déterminée  par  la  formule 


1    /*'  3        r' 

Ái  =  -Tr-  j   (ydx  —  xdy)  =  -^  ab  j    sm-2tdf, 


ou,  en  représentant  par  A  Taire  comprise  entre  l'astroíde  correspondnnte  kb  —  a  et  les  mêmes 
droites, 

Aí=Aa. 

a 

3 

En  partieulier,   Vaire  limitée  par  la  courbe  est  égale  à  —-Tnb. 

o 

La  rectification  de  la  courbe  considérée  peut  être  obtenue  au  moyen  de  ia  formule 

s=  Ç  \/dõc^^~df  =  2,  f  sin  t  cos  t  \' a'^  sin- 1 -{-b'(^osU  .dt 
o  o 

=  3  r  sin  t  cos  <  ^b'^  +  {a^  —  b^)aiT^t .  dt, 


n 
d'ou  il  resulte 


'=-,^w+i^'-'-^')'4-b'\ 


a^  —  b^ 

La  longueur  totale  de  la  courbe  est  donc  éqale  à  4  -;= rs ' 

a^  —  6'' 
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363.     La  développée  de  Thyperbole  est  représentée  par  Téquation 


2^ 

a;\3 


2_ 

b 


=  1. 


et  on  en  déduit  des  conséquences  analogues  à  celles  qui  résultent  de  Tóquation  (1). 

La  nouvelle  courbe  a,  comme  on  le  voit  aisément,  la  forme  indiquée   dans    la   figure  93. 

EUe  est  coraposée  de  deux  branclies   infinies  MAN   et  PBQ,    syméti-iques   par   rapport   aux 

axes  des  eoordonnées,  et  possède 
ãetix  points  de  rebroussement  róels 
A  et  B,  ou  a;  =  a  et  cc  =  —  a,  et 
deux  autres  imaginaires  ayant 
pour  eoordonnées  (O,  bi)  et 
[O,  —  hi).  La  même  courbe  pos- 
sède encore  deux  points  de  re- 
broussement à  1'infini  et  quatre 
noeuds  imaginaires  à  distance 
finie. 

La  courbe  consideres  peut  être 
représentée  par  les  deux  équa- 
tions 


Fig.  93 


x=^{é  +  e-')\     y  =  -^{^-e-'f, 


í  représentant  une  nouvelle  variable   indépendante.    En  faisant  e'  =  z^   on   obtient   ces  autres 
relations 


a;  = 


«(g-+l)^ 
8z3 


y- 


b{z'-\? 
8z3 


qui  déterminent  o;  et  ^  eu  fonction  rationnelle  de  z.  La  courbe  considérée  est  dunc  unicursale. 
Ou  voit  aussi  aisément  que  Véquatlon  tangentielle  de  ia  développée  de  TUyperbole  est 


_l 1_ 


1, 


et  que  \es  foyers  de  cette  courbe  coincident  avec  ceux  de  Thyperbole  dont  elle  est  la  déve- 
loppée. 


364.     Avant  de  terminer  la  doetrine  relative  aux  dóveloppées  de  l'ellipse  et  de  l'hyper- 
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bole,  nous  rappellerons  encore  que  ees  développées  et  les  quartique  cruciforme  et  puntiforme 
sont  rattachées  par  des  relations  interessantes  indiquées  aux  11.°'  304  et  305. 

Nous  remarquerons  enfin  que  la  courbe  définie  par  réquation  (1)  est  un  cas  particulier 
d'une  classe  de  coiirbes  représentées  par  la  même  équation  rapportée  à  des  axes  de  direction 
arbitraire.  Dans  le  cas  oíi  ces  axes  sont  obliques,  la  courbe  a  la  forme  indiquée  dans  ia 
figure  94 ;  alors  les  tangentes  aux  points  de  rebroussement  sont  des  diametres  conjugues  de 
la  courbe. 

Les  courbes   qu'on  vient   de  definir  ont   été  étudiées,    sons  le  nom  de   fetracmpides,   par 

Bellavitis  dans  son  Sposizione  dei  Método  delle 
Equipollenze  (iíodena,  1854,  n."^  189-191)(i). 
On  peut  généraliser  à  toutes  ces  courbes  les 
propriétés  de  la  développée  de  Tellipse  déraon- 
trées  aux  n."^  358  et  359.  On  a  confondu 
queiquefois  les  tetracuspides  avec  les  courbes 
parailèles  à  l'astroide,  comme  nous  Tavons  déjà 
dit;  mais  ces  courbes  sont  distinctes.  Les  tetra- 
cuspides possèdent,  comme  les  courbes  parailèles 
à  Tastroide,  qualre  points  de  rebroussement, 
mais  les  tangentes  à  ces  points  sont  toutes  dis- 
tinctes dans  le  cas  de  ces  dernières  courbes  et 
se  réduisent  à  deux  dans  le  cas  des  tetracus- 
pides. Nous  ajouterons  encore  que  la  tetracus- 
pide  a  deux  points  de  rebroussement  imagi- 
naires  à  1  infini,  et  que  pour  lui  donner  ce  nora,  on  tient  compte  seulement  des  points  de 
rebroussement  réels. 


Fig.  94 


V. 


Le  soarabíe. 


30õ.  Considérons  deux  droites  AO  et  OB  perpendiculaires  Fune  à  Tautre  (fig.  95)  et 
un  segmenf  rectiligne  AB  mobile  de  grandeur  constante,  dont  les  extrémités  soi^nt  situées 
sur   ces   droites.   Prenons    sur   la   bissectrice  OX  de  Tnngle   AOB   un   point  fix     P,    et  par 


(')  Une  tiaduction  française  de  ceMémoire  f 1 1  publirc  par  M.  Laisant  dans  les  Novvdies  Annalet  de 
Maihématiques  (2."  sórie,  t.  xiii). 
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ce  point  raenons  une  perpendiculaire  PM  à  AB.  Le  lieu  décrit  par  M,  quand  AB  varie,  est 
la  poãaire,  par  rapport  au  point  P,  de  l'enveloppe  de  AB,  c'est-à-dire  de  Vastroule,  et  a  été 

nominé  «caraòee  (Laurent :  Traité  d' Analyse,  t.  ii,  p.  183; 
Painvin :  Géomctrie  analijtique,  p.  432,  etc). 

Pour  obtenir  l'équation  de  cette  coiirbe,  prenons  le 
point  P  pour  origine  des  coordonnóes,  OP  pour  axe  des 
abscisses  et  la  perpendiculaire  PY  à  OP  pour  axe  des  or- 
données,  et  cherchons  les  équations  des  droites  AB  et  PM, 
qui,  par  leur  intersection,  déterniinent  le  point  M.  En 
jiosant,  pour  cela,  OA  =  a,  OB=p,  PO  =^  a^  et  en  remar- 
quant  que  la  droite  AB  passe  par  les  points  A  et  B  dont 
les  coordonnées  sont 

(lal/2-fl,    -y«v'2),    (lp/2-fl,     Yrn/2), 

Fig.  95  on  voit  que  Téquation  de  c(  tte  droite  est 

La  droite  PM  est  perpendiculaire  à  AB,  et  par  conséquent  son  équation  est 

(|5-f  a)7/  +  (,3-a)a;  =  0. 
On  a  encore,  l  représentant  la  grandeur  du  segraent  AB, 

«2  +  ^--'=;*. 

L'équation  cartésienne  de  la  courbe  resulte  de  Télimination  de  a  et  [5  entre  les  deux  der- 
iiières  équations  et  cette  autre: 


^-i-(x-^pl/2+a]a;  =  0, 


qui  est  une  conséquence  des  deux  premières,  et  elle  est  donc  celle-ci: 
(1 )  4  (a;2  i-  ,f  +  axf  {x^  +  /)  =  l^  {y^  -x^-)K 

L'équation  polaire  de  la  même  courbe  est 


(2) 


p  =  —  a  cos  6  +  -„-  i  cos  26 
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366.     Nous  allons  chercher  maintenant,  au  moyen  de  cette  équation,  la  forme  de  la  coiu"be 
considérée. 

I."  Pour  cela,  supposons  premièrement  qu'on  ait  /<2a. 

En  considérant  d'abord  la  partie  da  la  courbe  correspondante  à  léquation 


(3) 


1 


p  =  —  a  cos  d ^-  ?  cos  26, 


représentons  par  6i  le  plus  petit  des  angles  positifs  qui  vérifient  celie-ci : 


a  cos  6  -f  -5-  Z  cos  26  =  O, 


c'est-à-dire  Tangle  determine  par  réquation 


cos  61  = 


—  a-hV^M^ 


n 


Cet  angle  est  inférieur  à  — ,  et,  qiiand  6  varie  depiiis  O  jusqu'à  6i,  p  est  négatif  et  varie 

depuis  — a — ^Z  jusqii'à  0;  le  point  (6,  p)   de 

Cl 

la  courbe   décrit    alors   larc   AM'B  (jíg.   96). 

Quand  ensuite  6  varie  depuis  b\  jusqu'à  -^,    p 

1  . 

varie  depuis  O  jusqu'à  —  Z,    et  le  point   (6,  p) 

décrit  Faro  BC;  et,  quand  enfin  6  varie  entre 

-                           .      ,       .      1   ,  .         .,  1 

X    -T-   et   -,    p    vai-ie  depuis  -^í  jusquaa ^, 

et  le  point  (6,  p)  parcourt  larc  CD.  La  partie 
de  la  courbe  correspondante  aux  valeurs  de  6 
coraprises  entre  t  et  2-  est  symétrique  de  celle 
quon  vient  de  dcterminer,  par  rapport  íi  Taxe 
des  abscisses. 

Considérons   maintenant    la    partie    de    la 
niênie  courbe  correspondante  à  léquation 


Fig.  96 


(4) 


p  =  —  a  cos  b-\--^J  cos  26 


Si  Ton  reraplace  dans  Téquation  (3)  6  par  MBX,  on  trouve,  en  faisant  MBX  =6',  léqua- 


tion 


p  =  —  a  cos  6'  — —l  cos  26', 
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qui  determine  un  poiíit  M'.    Si   mainteiiant  oii  reraplace  dans  réquation  (4)  f)   par  6' -f -,    on 
obtieiít  léquation 

p  =  a  cos  6'  +  —  Z  cob  26', 

qui  determine  le  même  point  M'.  Par  conséqiient  Féquation  (4}   determine   les  luêmes  points 
que  léquation  (3). 

2."  On  envisage  de  même  le  cns  oíi  í>2a. 

Alors  les  deux  valeurs  de  cos  6  déteiMuinées  par  Téquation 


acose  +  — Zfos2e  =  0 


sont  inférieures  à  Tunité  et  de  signes  contraíres,  et  à  ces  valeurs  correspondent  deux  valeurs 
de  Ô,  que  nous  représenterons  par  ôi  et  —  6i,  comprises  entre  — ^  et  -^ ,  et  deux  autres,  que 

nous  représenterons  par  62  et  — di,  comprises  entre ^  et  — ~  et  entre  -^  et  -;:     Quand  f) 

prend  les  valeurs  O,  6|,  -^-,    62   et  -,    le    vecteur    p 

aequiert  les  valeurs  —  a  — .y  ^,  O,  —rl,^)  et  a ^l, 

et   la  courbe   a  par  suite  la  forme    indiquée  dans   la 
figure  97,  oíi 

AB  =  a  +  4-^.     BD  =  a-4-/.     60=4"^. 

367.  II  resulte  de  Tanalyse  qui  precede  que  le 
scarabée  possède  ti'0Í8  points  multiples  B,  S  et  S' 
à  distance  finie.  Pour  déterminer  leurs  coordonnées, 
appliquons  Ia  mélhode  générale  correspondante  à  ce 
problème,  laquelle  conduit  aux  deux  systèmes  d'équa- 
tions 


d'ou  il  resulte  que  Torigine  des  coordonnées  est  un  de  ces  points,  comme  on  le  savait  déjà,  et 

que  les  coordonnées  de  S  et  S'  sont  í ^a,  —  aj   et  ( —  "õ"  "•'  ""  V  " )  •  ^'^"^  ajouteruns  que 

le  point  B  est  quadruple  et  que  les  deux  autres  sont  doubles.    On   determine   les   coefficients 
angulaires  Xi,  'L-2,  'h  et  U  des  tangentes  à  la  courbe  considérée  au  point  B  par  Téquation 


Aa^(K^+l)^l\K^-lf, 
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qui    resulte   de    1'équation   (l)   en  y   posant    )/  =  '/.r;   les  quatre    tangentes  sont  donc-  réelles 
quand  l^'2a,  et  en  sont  réelles  seulement  deux  quand  l  <^2a. 

II  est  à  reiuarqiier  encore  que  la  courbe  considérée  a  deus  points  doubles  à  Tinfini,  car 

1  Vi  . 

en  posant   dans   son  équation  x  =  —  ?  2'=       >  on  obtient   une   transformée   qui   represente 

Xl  X\ 

une  courbe  ayant  deux  noeuds  iuiaginaires  aux  points  (O,  i  O- 

Les  tangentes  et  les  normales  à  la  courbe  peuvent  être  obtenues  au  moyeu  de  la  sous- 
normale  polaire,  laquelle  est  déterminée  par  la  formule 

S„  = -=^  =  a  sin  6  X  Z  sin  26. 
df) 

368.     La  valeur  de  Taire  balayée   par   le  vecteur   p,  quand  6  varie  depuis  O  jusqu'à  6, 
peut  être  calculée  par  la  formule 

1     r'>  .  „       a'-    /J    .    ,         .....   „.  ,    l'     C\.    ,    -   -.-rfg 


qui  donne 


A  =  -^/    píf/e  =  ^-/     (l+cos26)í76  +  —   /    (1+C0S46) 

0  0  I) 

1^—T-\   (cos 36  +  cos 6) c?6, 
ò 

A  =  ^(«2  +  ^^e^ilsi„4e  +  ^sin3e+|-«2sin26  +  -Jsine. 


VI. 

t 

L'atiii)htlialoid('. 

369.     La  courbe  définie  par  Téquation  polaire 

(I)  p^íp  — Ã)  +  A:"-sec--e=0 

fut  rencontrée  par  Haughton  dans  ses  recherches  sur  la  forme  de  la  surface  des  mers  re- 
couvrant  une  sphère  attractive,  et  fut  appelée  par  ce  géomètre  atriphthaloide.  Les  propriétés 
géométriques  de  cette  courbe  furent  étudiées  par  K.  Townsend  dans  un  travail  intitule:  On 
geometrical  properties  of  the  Airiphthahid,  inséré  aux  Procenlings  of  the  Royal  Irish  Academy, 
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1882,  et  par  G.  de  Longcliainps  dans  une  Note  insérée  au  Journal  de  Mathémafiques 
spéciales,  t.  xvii,  1893,  p.  63,  oíi  est  donnóe  une  métliode  pour  en  coiistruire  les  tan- 
gentes. 

L'équation  cartésienae  de  1'atriphthaloide  est 

(2)  x^{x^-\-i/)  =  (hx^-kh'^, 

et  il  en  resulte  une  manière  de  construire  cette  courbe.  En  effet,  en  faisant  j.-  +  3/*  =  p",  on 
trouve 


<^)  ^=±v/ilí' 


et  par  conséquent  une  circonfórence  de  rayon  arbitraire  p,  ayant  le  centre  à  Torigine  des 
coordonnées,  determine  par  son  intersection  avec  les  droites  représentées  par  ces  équations 
huit  points  de  la  courbe,  lorsque  p  est  compris  entre  deux  nombres  couvenableraent 
choisis. 

370.  Pour  déterminer  la  forme  de  la  uourbe,  remarquons  d'abord  qu'elle  est  symétrique 
par  rapport  aux  axes  des  coordonnées.  Remarquons  ensuite  que,  en  raettant  Téquation  (2) 
sons  la  forme 

(4)  f-'"^^-"', 

on  voit  inimédiatement  que  l'axe  des  ordonnées  en  est  une  asymptote,  et  que  les  droites  paral- 
lèles  à  cet  axe  coupent  la  courbe  en  deux  points,  réels  ou  imaginaires,  situes  à  distance  finie. 
Cette  asymptote  rencontre  la  courbe  en  six  points  coíncidents  situes  à  Tinfini,  oii  elle  a  un 
point  quadruple.  La  courbe  a  encore  deux  asymptotes  imaginaires,  dont  les  équations  sont 
y^ix  et  y  =  —  ix,  et  chacune  de  ces  droites  est  encore  tangente  à  la  même  courbe  en  deux 
autres  points. 

En  donnant  maintenant  à  Téquation  (4)  la  forme 

(^£C^  - /fc3  —  £c3)  ( /ia;2  _  p -j.  a,3) 

y-  = -. ' 

on  vuit  que  les  abscisses  des  points  ou  la  courbe  rencontre  Taxe  des  abscisses  sont  les  ra- 
cines  des  équations 

(5)  «3  — Ãa;2  +  P  =  0,     x^^hx^-li^  =  0, 

et  que,    si  a,    p  et  Y   représentent   les   racines  de  la  première  de  ces  équations,   celles   de  la 
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deuxième  sont  —  «,  —  ^  et  —  y,  et  on  a 

^  ~  V  as* 

Cela  pose,  noiís  allons  considérer  les  trois  t-as  qiii  peuvent  se  présenter. 

1."  Si  les  trois  racines  a,  |5  et  y  sont  réelles,  c'est-à-dire  si  4:h^'^21P,  la  courbe  coupe 
Taxe  des  abscisses   en  six  points  A,   A',   B,  B',  C,  C  (Jig.  98),   dont  les  coordonnées   sont, 

respecfiveinent,  (O,  a), 
(O,  -a),  (O,  p),(0,-p), 
(O,  Y),  O,  -Y).  Ensup- 
posant  alors  «^  <  (5-  <  y^, 
les  valeurs  de  y  sont 
imiiginaires  qiiand  a;->Y^ 
et  qnand  a-  <  03^  <  [5^, 
et  sont  réelles  lorsque 
,3-<a;*<Y^  et  lorsque 
x'-  <  «'-.  Par  conséqiient 
la  courbe  possède  deux 
branches  infinies  passant 
par  les  points  A  et  A', 
qui  ont  pour  asymptote 
coinmun  Taxe  des  ordon- 
nées,  et  deux  ovales  pas- 
sant par  les  points  B,  C, 
B',  C.  Les  tangentes  à 
la  courbe  aiix  points  A, 
A',  B,  B',  C,  C  sont 
parallèles  à  Taxe  des  ordonnées. 

2."  Si  4A3  =  27A;^,  deux  des   racines   a,    P  et  y  sont  égales,  et,  en  résolvant    la    première 

12  2 

des  équations  (õ),  on  trouve  a  =  — ^h,  ^  =  —  h,  -^^  —  h.  Donc  les  points   B   et   C  coínci- 

o  o  o  /        ^  \ 

dent  et  les  ovales  sont  remplacés  par  deux  points  isoles  ayant  pour  coordonnées  (  +  tt  fh  ^J  )  • 

3.°  Si  4/t3<27/w^,  deux  des  racines  de  la  première  des  équations  (5),  a  et  P  par  exem- 
ple, sont  imaginaires.  Alors  le  produit  des  facteurs  íc*  — «^  et  y'^  —  p^  est  positif,  et  la  valeur 
de  y  est  par  conséquent  iinaginaire  qiiand  a;- >  Y',  et  est  réelle  quand  x^  varie  entre  O  et  y"  ; 
la  courbe  se  réduit  par  suite  aux  deux  branches  intinies. 

371.  Cherchons  maintenant  les  points  de  Tatriplitlialoide  oii  l'ordonnée  y  prend  une 
valeur  maxinie  ou  minime. 

Considórons,  pour  cela,  premièrement  les  branches  fiuies  de  la  courbe,    correspondantes 


Fiff.  98 


aux  equations 
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x'  +  y^  =  9\    ?  =  h-^,    (p>0:>. 


En  diffórentiant   la  première   de  ces  equations  et  en  tenant  compte    de  la    deuxième,   on 

trouve 

X  dx  -\-  y  dy  ■—  p  dp  =  — j-  p  dxj 

et  par  conséquent,  en  faisant  y'  =  0  et  ea  éliminant  ensuite  x-, 

2pfp-A)2  =  P, 
et  enfin,  en  faisant  p  =  pi  +  A_, 

(6)  P?  +  Ap?-yA^  =  0. 

Cette  équation  et  la  relation  p  =  pi  -f-  A  déterminent  les  valeurs  que  prend  le  rayon  p  du 
cerele  considere  au  n."  368  aux  points  ou  l'ordonnée  y  prend  une  valeur  raaxime  ou  minime. 
Les  equations 


x.=  ±v/-  — '    y^±^9--i 


(7)  x=±U ,     y^±V?--x^- 

déterminent  ensuite  les  coordonnées  de  ces  points,  lesquelles  sont  réelles  quand  0>pi>  —  k 
et  p^>a;^. 

De  uiême,  pour  déterniiner  les  points  des  branches  infinies  de  la  courbe  considérée,  eor- 
res])ondantes  aux  equations 

í»^ + 2/^ = p^  p = ^  -  ''^ 

oíi  //  prend  une  valeur  maxime  ou  minime,  on  peut  employer  les  equations 

(6')  p3_^pi+^í;3_0^ 


p  =  p,-*,   a'=v/— ,    y=^' 


pi 

qui  admetteiit  des  solutions  réelles  quand  pi>/í  et  p->a;-. 

On  voit  aussi  aisément  que,  quand  les  ovales  consideres   ci-dessus  existent,   la  courbe 
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]>ossèfle  seiílement  qiiatre  points,  M,  N,  M'  et  N',  oii  l>^s  ordonnées  sont  maximes  oti  luinimes, 
et  que,  si  ces  ovales  n'existent  pas,  la  courbe  ne  possède  pas  de  points  de  cette  nature. 
Poiír  cela,  envisageons  \es  polyn ornes  de  Shirm  correspoiídants  à  Féquation  (6): 


p?  +  Àp?-lp,    3p?  +  2/íp„    -|A'p,+l/c^     ^(2-- 


1  „      „  .  .  ..  2  „     ,    1   „       9  /„      21k'\k' 

W  )  h 


Pour  que  les  deux  ovales  mentionnés  existent,  il  faut  qu'on  ait  4ã2>2TA-^,  et  alors  les 
polynomes  précédents  prennent  les  signes  suivants,  quand  011  y  fait  pi=0  et  pi  =  —  /; : 

+ 
p,  =  0,         _      O      +     + 

pi=  — A^     —     +     —     +. 

Par  conséquent,  entre  pi=0  et  pi  =  —  /;  existent  deux  valeurs  réelles  de  pt  qui  satisfont 
à  Téquation  (6),  et  auxquelles  il  correspond  des  valeurs  positives  de  p  et  des  valeurs  réelles 
de  X.  Mais,  comme  le  nombre  des  points  d'ordonnce  maxime  ou  minime  de  chaque  demi- 
ovale  BMC  doit  étre  évidemment  impair,  les  valeurs  de  y  correspondantes  à  Tune  de  ces 
valeurs  de  pi  sont  réelles  et  celles  qui  correspondent  à  l'autre  sont  imaginaires,  et  les  ovales 
ne  peuvent  par  conséquent  posséder  que  quatre  points  M,  N,  M'  et  N'  oíi  y  soit  maxime  ou 
minime. 

Pour  considérer  maintenant  les  branches  infinies  de  la  courbe,  reraarquons  que  le  nombre 
des  racines  de  Téquation  (6')  comprises  entre  h  et  x  est  égal  à  celui  des  racines  de  Téqua- 
tion  (6)  comprises  entre  — h  et  — oc,  et  qH'il  peut  être  determine  au  moyen  des  signes  sui- 
vants, que  prennent  les  polynomes  consideres  cidessus  en  y  faisant  pi  =  —  cc,  pi  =  —  h: 

pi  =  —  ac,  —      +      —      + 

pi  =  — '«>  —    +    —    +; 

ce  nombre  est  donc  égal  à  zero,  et  poiírtant  les  branches  infinies  de  la  courbe  ne  possèdent 
pas  de  points  d'ordonnée  maxime  ou  minime. 

Envisageons  maintenant  le  cas  ou  la  courbe  ne  possède  pas  dovales,  c'esl-àdire  le 
cas  ou  4/i^^27  A;^. 

Pour  résoudre  alors  la  question,  il  faut  chercber  le  nombre  des  racines  de  Péquation  (6') 
comprises  entre  h  et  co.  Ce  nombre  est  égal  à  celui  des  racines  de  Téquation  (ti)  comprises 
entre  —  A  et  —  oo,  et  peut  donc  être  obtenu  au  moyen  des  signes  que  prennent  les  polynomes 
écrits  ci-dessus  dans  les  cas  suivants: 

1."  Si  27P>12A^ 

pi  =—  GC,  —        +        —        — 

Pl=-/í,  -        +        +        -. 
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2."  Si  27  P  <  8  /i3, 

pi  =  — cc,  —      +      —      + 

pi  =  —  Jh  —    +    —    +. 

3.»  Si  21k^<:V2k3  et  27â;''>8/í3, 

pi  =  —  00,  _      4-      _      _ 

p,  =  -/í,  _-!.__. 

On  voit  iloiic  que,  dans  tous  ces  cas,  le  nombre  des  racines  de  réquation  (6)  comprises 
entre  /;  et  cc  est  égal  à  O,  et  que  par  conséqiient  la  courbe  ne  possède  pas  de  points  d'or- 
donnée  inaxirae  ou  minime. 

372.  L'abscisse  du  point  oíi  la  noniiale  à  ratriphthaloide  coupe  Taxe  des  abscisses  est 
déterminée  par  1'égalité 

X  =  a.  +  yy  =  ±-^, 

qui  peut  être  utilisée  pour  le  tracó  de  cette  droite. 

La  déteruiination  des  points  d'inflexiuii  de  Tatriplitlialoule  dépend  d'une  équatiou  du  cin- 
quième  degré,  qu'on  obtient  du  luode  suivant. 

Remarquons,  pour  cela,  que  cette  courbe  peut  être  représentée  par  les  équations 

(8)  x^  +  ^^  =  fA    x^-=     ''' 


h  —  p 

p  désignant  maintenant  une  variable  indépendante  jwsitivt:  ou  négative,   et    que    de  ces  équa- 
tions résultent  d'abord  ces  autres : 

(9)  {x^y!j')x'=21c'ç,     ^  =  h~k^x-\ 

et  ensuile  celle-ci: 

yS  4-  yy"  -j-  1   =  2/.:*  U.-3    '^'-^   -  Gp  /^3  ^^  4  _  4/^6  ^  -C  _  Qp/,^  a,-*. 

En  posant  maintenant  y"  =  ^\  mi  obtient  1'cquation 

?/'-  =  4¥'  X-"  -  Gp  k'^  X-'*  -  1 , 

d'oii  il  resulte,  en  éliininant  y'  a\i  moyen  de  la  premicre  des  relations  (9j  et  eiisuite  y-  et  x- 
au  moyen  des  équations  (8),  cette  équation  du  cinquième  degré: 

G  f^  -  1 2  /íp''  -f  G  h'-  f  -r  1 5  ky  -  1 8  hk^ç  +  4  hVc'^  =  O, 

VOL.    IV  TT 
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par  laqiielle  oi\  determine  les  valeurs  que  o  prind  daiis  les  points    d'inflexion.   Les  coordon- 
nées  de  ces  points  sont  déterminées  ensuite  par  les  éqnations  (8). 

3í3.      La  quadrature  de  Tatriplithaloíde  dépend  de  Tintégrale 

fydx^  fx-^ \/{hx^--k'^f  —  x^ dx, 

ou,  en  faisant  x-  =  t, 

fydx  =  ^  ft-^  l  't[{ht-Pf--W] . dt, 

ou 


=  5 


ou 


lydx  =  (h-  —  1       — T- 2/i  k^  /  ^-  -L  z-3  j  — ^= 

Cette  quadratura  dépend  dono  de  trois  intégrales  elliptiques  de  premiere,  deuxième  et  troi- 
sième  espere,  qu'un  réduit  aiséineiit  à  la  forme  normale  adoptée  par  Weierstrass. 


VII. 
La  t'ourl)e  de  Talbot 


374.  On  designe  par  le  noni  de  couvhe  de  Talbot  Tenveloppe  des  droites  perpendiculaires 
aux  diamètres  d'une  ellipse  à  leiírs  extrémités.  Cette  courbe  a  été  envisagée  par  ce  géomètre 
(Anncdes  de  Mathématiqiies  de  Gergonne,  t.  XIV,  j).  280),  qui  a  remarque  que  la  longueur  de 
ses  ares  peut  étre  représentée  par  une  intégrale  elliptique  de  preniière  espèce  et  par  une 
fonction  algébrique  des  coordonnées  de  ses  extrémités,  en  donnant  ainsi  pour  la  premiere 
fois  un  exemple  d'une  eourbe  qui  satisfait  à  cttte  eontlitiun.  L'étude  de  la  forme  de  la 
méme  courbe  fut  faite  par  Roche  dans  le  recueil  mentionnó  (t.  xiv,  p.  207). 

II  resulte  iraraédiatement  de  la  définition  qu'oii  vifut  de  donner  de  la  courbe  de  Talbot, 
que  cette  courbe  possède  un  centre  et  que  sa  podaire,  par  rapport  à  ce  centre,  est  lellipse 
qui  figure  dans  sa  définition. 

Pour  elierdier  Téquation  de  la  courbe,  considérous  les  équatious  paramètriques  de  Tellipse 
nientionnée: 

a;  =  a  cos  Cp,     7/  =  Jsintp, 
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et  remarquons  que  l'équatiou  du  diamètre  qui  passe  par  le  point  {x,  y)  est 


Y  =  — Xtang'f, 


et  que  Téquation  de  la  droite  perpendiculaire  à  ce  diamètre  à  ce  point  est 

6Y  sin  'f  -|-  cCS.  cos  cp  —  i^  sin-  tp  —  «^  cos-  tp  =  0. 

La  courbe  de  Talbot  est  l'enveloppe  des  droites  représentées  par  cette  équation,  et  son 
équatiou  cartésienne  resulte  par  conséquent  de  réiimination  de  '^  entre  la  niênie  équation  et 
cette  autre: 

hY  cos  'f  —  ciX.  sin  'f  +  (a*  —  h-)  sin  2'f  =  0. 

On  verra  ei-dessus  le  résultant  de  cette  élimination.  lei  nous  remarquerons  que  ces 
équations  donnent  ces  autres:  -' 


(i) 


X 


^  («2  +  c2  sin2  cp),      Y  =  -^  '^  («2  -  2c2  +  c2  sin2  ■^\ 


ou  c^  =  a^  — 6^,  lesquelles  déterminent  ies  coordonnées   (X,    Y)    des  points  de   la   courbe   en 
fonction  d'un  paramètre  arbitraire  tp,  et  qui  vont  être  euiployées  pour  Tétudier. 

375.     II  resulte  imiuédiatement  de  la  détinition  de  la  courbe  de  Talbot  que  cette  courbe 


*— X 


est  syiuétrique  par  rapport  aux  axes  des  coordonnées  et  qu'elle  est  tangente  à  Tellipse  con 
sidérée  aux  extrémités   des  deux  axes   (Jiij.  99).  II  en  resulte  aussi   que    Tangle   forme   par 
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ses  tangentes  avec  l'axe  des  abscisses  varie  toiíjours  dans  le  luême  seus,  et  que  par  consé- 
quent  elle  n'a  pas  de  points  d'inflexion  réels. 
On  voit  par  les  relations 

-^r-  = '  («  —  ~c  -\-  àc-  sin-  z>),      — ;—  =  —j—  (a^  —  2c-  +  àc-  sin-'J>) 

d'f  a     ^  '  dtf  b     ^ 

que  Ia  même  conrbe  possède  quatre  points  de  rehroussement ,  determines  par  Téquation 

a2_2o2  +  3c2sin'cp  =  0, 

d'oú  résultent  pour  ç>  des  valeurs  réelles  lorsque  a^  =  h-  ou  o-  >  ò-,  et  des  valeurs  imagi- 
naires  dans  le  eas  contraire. 

L'axe  des  ordonnées  coupe  la  courbe  aux  deux  extrémités  B  et  D  du  petit  axe  de  Tellipse, 
et  aux  deux  points  doubles  imaginaires  determines  par  Téquation  a- -}- c' sin- cp  =  0.  L'axe  des 
abscisses  coupe  ia  même  tburbe  aux  extrémités  A  et  C  du  grand  axe  de  Tellipse  et  aux 
deux  points  doubles  determines  par  Téquation  ccos'f  =  +  J^  lesquels  sont  réels  quand  a*^2J* 
et  imaginaires  dans  le  eas  contraire. 

II  resulte  de  tout  ce  qui  precede  que  la  courbe  a  la  forme  indiquée  dans  Ia  figuie  99 
quand  a*>2i*,  et  celle  d'un  ovale  convexe  quand  a-<2b'.  Si  «-  =  2J-,  la  courbe  a  aussi  la 
forme  d'un  ovale  convexe,  mais  elle  possède  un  point  triple  à  tangentes  coincidents  à  chacune 
des  extrémités  du  grand  axe  de  lellipse;  ces  points  sont  foruiés  par  la  réunion  des  points  M, 
K,  Q  et  des  points  N,  L,  P. 

On  voit  aisément  que  la  valeur  du  rayon  de  courbure  de  la  courbe  de  Talbot  peut  être 
caiculée  par  la  formule 

P   _  (a^-  -  -  2c^  +  3c^  sin-  cp)  (a^  sin^  -^  +  h^  cos-  'f )  ^ 

d'ou  il  résidte  que  la  courbe  na  pas  de  points  d'inflexion. 

3"<í.  La  reotitication  de  la  courbe  de  Talbot  dépend  d'iine  intégrale  elliptique  de  première 
fspèce,  commi  on  va  le  voir. 

En  partant,  en  effet,  de  la  relation 


rfcp 


et  en  faisant 


^(a^-2c^+3c^sir^^{^  +  ^), 


q2  _  J2  

k^  = -j —  >     A'f  =  / 1  —  A;*  sin*'f , 
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on  obtieiít  la  relation 


^2 2c'  3c^ 

ds  = y A'^  d'f  +  — =—  sin^  tp  Acp  rftp, 


qui,  eii  teiiant  coiiipte  de  l'identitó 

8in2  tp  Atp  d'f  =  ^=;2-  •  -1^  +  "'w  ^  ^'f  «^'f  -  "i"  (^  [sin  2<p  A<p], 


prend  la  forme 


ds  =  b  —~- -y-  d  [sin  2(p  As] . 

A'^         66       ^         I     ij 


On  a  donc  le  résultat  obtenu  par  Talbot 

o 
et,  en  particulier, 

"1"  dtp 


'='/■ 


A.p 


On  peut   donc   representei"  géométriquement   une   intégrale  elUptique   de  premiere  espèce 
complete  k  module  k  au  moyen  de  la  longueur  dun  are  de  la  eoiirbe  considérée. 
La  courbe  de  Talbot  est  unicursale.  En  posant,  eu  effet,  dans  ies  équations  (1) 

1  -  f-  2< 

on  obtient  ceiles-ci: 


2t[a^  +  c^^V-t^]  &^+(«^ 

a{l^-f'f         '  6(1-'   ■"-""' 


í2  -  3c2)  <2 


qui  fu  déterminent  Ies  coordonnées  en  fonction  rationnelle  de  la  variable  t. 

L'équation  cartésienne  de  la  inême  courbe  peut  être  obtenue  par  Télimination  de  tp  entre 
Ies  équations  (1),  comme  on  a  déjà  dit,  ou  au  moyen  de  Télimination  de  t  entre  celles  qu'on 
vient  décrire.  Ce  calcui  a  été  fait  par  Tortolini  {Nouvelles  Annales  de  Maihématiques,  1846, 
p.  36õ),  qui  a  obtenu  une  équation  du  síxième  degré,  mise  plus  tard  par  Bourget  (I.  c,  1880, 
p.  236)  sous  la  forme  suivante: 

[3  {a^x^  +  h'^y^)  -  4  (a»  +  6*  -  a%^)f 
+  4  [9  (26-^  -  a^)  a^x^  +  9  {2a'-  -  b"-)  by  +  4  (a^  +  è^)  (2a'  +  2i'  -  Õa^ò^)]»  =  0. 
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377.     Oii  peut.  rappi-oclier  de  Ia  eourbe  qu'oii  vieiít  d'étudier,  celle  qui  est  déíinie  par  les 
équationa 

considérée  par  Legendre  dans  son  Traité  des  fondions  elUptiques  (1S25-1832,  t.  i,  p.  36), 
ligne  qui  a  une  forme  analogue  à  celle  de  la  eourbe  de  Talbot.  L'équation  des  tangentes  à 
la  nouvelle  eourbe  est 

b  (Y  cos  (p  +  6X  sin  cpl  =  1  —  k]  sin'  *, 

et  par  conséquent  réquation  de  sa  podaire,  par  rapport  au  eentre,  est 

M  {hhf  +  x')  {x"  +  fY  =  [hy  +  (1  -  A-?)  x^f. 
La  podaire  de  Ia  eourbe  de  Legendre  est  donc  une  ellipse  lorsque 

í=  +  ^í  =  l, 

et  dans  les  autres  cas  elle  est  une  eourbe  du  sixième  ordre.  Dans  le  premier  cas,  Ia  eourbe 
de  Legendre  est  identique  à  une  eourbe  de  Talbot. 

On  voit  aisément  que,  si  ò  et  ki  sont  liées  par  cette  relation,   la  longueur  des  ares  de  la 
courbs  considérée  est  déterminée  par  la  formule 

s=    /     -^-  —  sintpcos'^  Atp, 
ou 


Aíp  =  j/l  —  A-*  sin''  'f . 

La  eourbe  qu'on  vient  de  eonsidérer  a  été  employóe  par  Téminent  géomètre  pour  repré- 
senter  les  intégrales  elliptiques  de  première  espèce  de  module  égal  kk\.  II  a,  en  effet,  dé- 
montré  qu'on  peut  déterminer  algébriquement  les  deux  extrémités  d'un  are  dont  la  grandeur 
soit  égale  à  une  intégrale  elliptique  de  première  espèce  de  module  /vi  donné. 


VIII. 
Les  toroídes. 

378.  On  a  déjà  dit  que  les  eourbes  qu'on  obtient  en  prenant  sur  ehaque  normale  à  une 
eourbe  donnée,  à  partir  du  point  ou  elle  eoiipe  cette  eourbe,  deux  segments  de  grandeur 
constante  h,  sont  appelées  courhes  paralleliis  à  la  eourbe  donnée,  et  que,  si  R  et  Ri    repré- 
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âentent,  respectivement,  les  rnyons  de  courbure  de  Ia  courbe  doniiée  et  d'iine  des  courbes  qui 
lui  sont  parallèles,  on  a  Ri  =  R  +  ^"- 

II  resulte  de  cette  définition  que  Tenveloppe  d'un  cercle  dunt  le  ceutre  décrit  une  courbe 
donnée,  est  forme  par  deus  courbes  parallèles  à  celle-là. 

Les  courbes  parallèles  à  Vellipse  furent  appelées  toroides  par  Breton  de  Champs  dans  un 
éerit  inséré  aux  Nouvelles  Annnles  ile  Mathématlques  (1884,  t.  iil,  p.  442),  oíi  il  en  a  fait 
létude,  car  ces  courbes  sont  identiques  à  celles  qui  liinitent  les  aires  qu'on  obtient  en  pro- 
jetant  le  tore  sur  les  piaus  non  perpendiculaires  à  son  axe.  Cette  coiucidence  des  deux  clas- 
ses de  courbes  peut  être  reconnue  aisément,  en  reiíiarquant :  que  le  ture  est  Tenveloppe  des 
splièj'es  de  rayon  constant  k  ayant  le  centre  sur  la  circonférence  d  un  mêuie  cercle;  que  la 
projection  de  ce  cercle  sur  chacun  des  plans  consideres  est  une  ellipse,  et  que  les  projections 
de  ces  sphères  sur  le  niême  plan  sont  des  cercles  de  rayon  égal  à  k  ayant  le  centre  sur  cette 
ellipse;  et  que  ces  cercles  sont  tangentes  aux  courbes  qui  limitent  la  projection  du  tore. 
Ces  dernières  courbes  enveloppent  donc  un  système  de  cercles  de  rayon  constant  ayant 
le  centre  sur  Tellipse,  et  elles  sont,  par  conséquent,  parallèles  à  cette  ellipse. 

On  determine  aisément  la  forme  des  courbes  parallèles  à  Tellipse  au  moyen  de  leur  défi- 
nition, en  tenant  compte  de  la  relation  Ri  =R+A". 
On  voit,  en  effet,  que  le  rayon  de  courbure  R 
est  toujours  tini,  et  que  par  conséquent  ces 
courbes  n'ont  pas  de  points  d'inflexion.  On  voit 
aussi  que  celle  qui  correspond  à  Tégalité 
Ri  =  R-f-  A-  n'a  pas  de  points  de  rebroussement 
réels,  mais  que  celle  qui  correspond  à  Téga- 
lité  Ri  =R  —  A:  a  qitatre  points  de  rebrousse- 
ment E,  F,  H  et  Gr,  situes  sur  la  développce 
ACBD  de  Tellipse  considérée,  lorsque  k  est 
eoniprise  entre  les  valeurs  niaxime  et  minime 
du  rayon  de  courbure  de  Tellipse  correspon- 
dante,  car  alors  il  existe  quatre  points  de 
Tellipse  tels  que  R  =  A"  et,  par  conséquent, 
Ri  =  0.  Cliacune  des  courbes  parallèles  à  l'el- 
lipse  a  dunc  la  forme  d'un  ovale  convexe, 
ou  la  forme  EFNIIGME,  indiquée  dans  la 
figure  100,  oii,  d  après  la  théorie  générale  des 
développées,  AM  est  égale  à  la  longueur  de 
Tare  AE  de  la  développée  de  Tellipse  consi- 
dérée, CP  à  celle  de  Tare  CE,  etc.  Dans  ce 
dernier  cas,  les  points  M  et  N  coincident  avec 
le  poiíit  O  quand  Taro  AE  est  égal  à  AO,  et 
les  ares  EMG  et  FNH  ne  se  coupent  pas  quand 
Tare   AE    est   plus  petit  que  le  segment  AO. 
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379.  Les  courbes  parallèles  à  lellipse  furent  étiuliées  par  Cayley  en  1860  dans  le  tome 
III  des  Annali  di  Maiematica  de  Tortolini  {Mathematical  Papers,  t.  iv,  p.  152),  et  plus 
tard  par  Breton  de  Cliainps  dans  l'écrit  mentionné  ci-dessus.  Mais  la  base  de  la  théorie 
analytique  des  raêraes  courbes  avait  déjà  été  établie  par  Cauehy  {Comptes  rendus  de  VAca- 
démie  des  sciences  de  Paris,  1841,  p.  1062),  qui  avait  remarque  que,  si  le  ceôfKe  dii  cercle 
represente  par  réquation  '"^^ — 

décrit  Tellipse  correspondante  à  eette  autre: 

on  obtient  réquation  de  Tenveloppe  de  ce  cercle  en  élimiiiaiit  d'abord  a  et  P  entre  ces  équa- 
tions  et  les  relations 

(1)  •        a^^^^i^l^^e, 


ce  qui  donne 

^^>  (e +  «-)■"     '    (e+6^f  '       {9  +  a^y  ^  {fí-'-'rb-'-f 

et  en  éliminant  ensuite  6  entre  ces  équations. 

Cette  élimination  fiit  effeetuée  premièrement  par  Catalan  {XouveUes  Anncdes  de  Mathé- 
matiques,  1844,  t.  in,  p.  553)  et  ensuite,  au  moyen  d'iine  analyse  plus  siraple,  par  Cayley 
(1.  o),  qui  ont  obtenu  une  équation  algébrique  du  huitieme  dngré,  que  ce  dernier  géomètre  a 
mise  sous  la  forme 

A^B^ -L  4H^  +  4A2C  +  18ABC  -  270^  =  O, 
ou 

A  =  a;^  -L  j,2  _  /,-2  _  ,,2  _  Ifi^     B  =  b^-x^  +  ahf  -  a^-k'^  -  b'-k'-  -  aVj'*,      C  =  aW-k''-. 

Cayley  a  fait  l'étude  de  la  courbe  considérée  au  moyen  de  eette  équation;  mais  on  peut 
déduire  directement  les  propriétés  de  cette  courbe  des  équations  (2),  eomme  nous  Tavons 
fait  dans  un  écrit  inséré  aux  Mémoires  coitronms  et  aiitres  mémoires  jnibJiét.  par  rAcadémie 
Royale  de  Belgiqiie  (1898,  t.  LViii),  dont  nous  allons  extraire  la  partie  qui  se  rapporte  à  la 
même  courbe.  On  peut  voir  dans  le  même  écrit  plusieurs  théorèmes  Eur  les  normales  à 
Tellipse  que  nous  y  avons  obtenus  au  moyen  des  courbes  ([iii  lui  sont  parallèles. 

380.     Les  deux  courbes  parallèles  à  une  ellipse  donnée  correspondantes   aux  équations 
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Ri=R  +  ^  et  Ri=R  —  k   sont  denx  branches  d'iine  mime  coiirhe  algéhrlqu-i,   dont  les  poinís 
sont  determines  par  les  équations  suivantes: 


(3) 


qiii  résuítent  des  équations  (2)  et  qiii  expriment  les  coordonnées  de  ces  points  en  fonctiou 
d'un  paramètre  S.  Les  points  réeis  de  cette  eourbe  correspondent  aux  valeurs  de  6  comprises 
entre  hk  et  ak,  et  entre  —  hk  et  —  ak. 

II  resulte  aussi  des  mêuies  équations  (2)  les  relations 

dx  _  y  +  a-^-A:-  dy b' ^  a?h--k^ 

et  par  suite 

ãy  __     /¥'^^¥lâ a;  (6  +  b') 

líx  V   aVâ-d^  ~       ij(d-{-  d')  ' 

On  peut  déterminer  au  iiKiyen  de  ces  équations  et  des  équations  (3)  la  forme  des  foroides, 
et  on  retrouve  ainsi  les  résultats  déjà  obtenus  ci-dessus  géométriquement,  au  moyen  de  la 
considération  de  la  développée  de  Tellipse ;  on  peut  déterminer,  au  raoyen  des  mêmes  équa- 
tions, les  points  singuliers  imaginaires  de  la  eourbe  et  la  nature  des  points  que  la  eourbe  pos- 
sède  à  rinfini. 

381.  En  cherchant  preinièrement  les  noeuds  que  la  eourbe  possède  à  distanee  finie,  nous 
examinerons  les  trois  cas  suivants: 

1."  Soit  k^^a.  Si  Ton  fait  6  =  —  b'\  il  vient 

Comme  on  a  k'^a'>b,  les  points  de  la  eourbe  determines  par  les  deux  premières  équa- 
tions sont  imaginaires,  et  en  uliacun  de  ces  points  y'  a  deux  valeurs  différentes,  déterminées 
par  la  troisiènie ;  la  eourbe  a  par  eonséquent   en  ehacun  de  ces  points  un   noeud  imaginaire. 

En  posant  maintenant  6  =  —  a",  on  obtient  les  équations 


,.s  n  y^'-^\/T. 1        ,      _^^{a'-b'){a*-b-'k') 

(6)  «  =  0,     v  =  ± V  k'  —  a\     y  =±^ s ' 

'  a  u  y 

qui  déterminent  deux  points  de  la  eourbe  sur  l'axe  des  ordonnées,   en  ehacun    descpiels  y'  a 

VOL.    IV  UU 
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dfus  viileurs  léelles  quand  /.:<-p,  deiix  valeiírs  iinaginaires  quand  k>  j~.  Dans  le  premier 

cas,  la  courbe  a  deax  noeiíds   réeis   siir  Taxe  des  ordonnées   (qui    coíncident   quand   /,-=n); 
dans  le  sec-ond  cas,  elle  a  deux  points  isoles. 

2."  Soit  niaintenant  (t^k>b.  La  conrbe  a  alcrs  quatie  noeuds  imaginaires.  Les  valeurs 
des  coordonnées  de  ces  points  résultent  des  éqiiations  (5)  et  (6). 

3."  Soit  k^h.  Alors,  si  l'on  ak^ — ,  la  coiirLe  possède   deux  noeuds  réels  (qui  coinci- 

dent  quand  k  =  h),  dont  les  coordonnées  sont  déterniinées  par  les  formules  (5),  et  elle  a  deux 

noeuds  imaginaires,    dont   les   coordonnées    résultent   des  formules    (6);    si    Fon  a   A;  < — ,1a 

courbe  possède  encore  deux  noeuds  imaginaires,   et,  au  lieu   des  deux    noeuds   réels,    elle   a 
deux  points  isoles. 

De  cette  discussion  il  i'ésulte  le  tlióorèine  suivant: 

Chacune  des  conrhc.s  algébrigues  représentées  par  les  équations  (3)  a,  à  distance  finie,  quafre 

noeuds.  Deux  de  ces  jjoints  sont  toxijours  imaginaires;  les  mitres  sont  aussi  imaginaires  quand 

a'  b^ 

k  est  compris  entre  b  et  a,  et  ils  sont  réels  dans  le  cas  contraire.  Si  A' >  -y  ou   k  <^ — .  ces  der- 

.  .    7,  b  a 

niers  iwints  sont  isoles. 

3Sã.     Les  valeurs  que  6  prend  aux  points  de  rebrousscment  doivent  satisfaire  aux  équa- 

dx       ^,    dy      ^      .,  ,  ,        ,  , , ,         . 

tions  -77-  =  ^';  ~7Z'  =  '-'j  *^''^s  sont,  par  consequent,  clonnees  par  1  equation 

On  en  conclut  qu'il  existe  quatre  rehroussements  réds,  quand  la  racine  réelle  de  cette 
equation    est   comprise   entre   — bk   et  — ak,    c'est-à-dire    quand    k   satisf.iit   aux   conditions 

i'  a- 

—  </:<;-=-;  la  courbe  a,  en  outre,  liuit  j)oints  de  rebruussement  imaginaires.  Quand  ces  con- 
ditions ne  sont  pas  salisfaites,  la  courbe  a  douze  2'oinls  de  rebrousscment  imaginaires. 

Les  points  de  rebi'oussement  peuvent  encore  être  obtenus  d'une  autre  manière.  Ils  doi- 
vent, en  effet,  satisfaire  h.  Féquation  R*  =  A',  R  représentant,  comme  ci-dessus,  le  rayon  de 
courbure  de  Tellipse  envisagée,  ou 

A  1.  1 
a*p2_^iV  =  A-^  a^  b'\ 

Cette  equation  represente  trois  ellipses,  une  réelle  et  deux  imaginaires,  lesquelles  déter- 

luinent,  au  moyen  de  leui's  intersections  avec  l'ellipse  proposée,    douze   points,    dont   quatre 

b-         a^ 
sont  réels  quanl  A'  est  compris  entre  —  et  -j-.  Les  centres  de  courbure  correspondants  à  ces 

points  de  fellipse  proposée  sont  les  points  de  rebrousscment  cherchés. 

«^       .  ■  ^" 

383.     Dans  Tétude  precedente,  on  n'a  pas  considere  le  cas  deA;=  t-,  ni  celui  de  k  =  — . 
'  '  b  a 
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Dans  le  preinier  de  ces  cas,    les  points   de   rebroussement   róels   et  les  noeuds    réels    qiii 

existent  siir  l"axe  des  oi-données  quand  a<A;<-=-,  fonnent,  en  se  réunissant  en  lés  extré- 

mitéã  du  grand  axe   de    la  développée   de  Tellipse,   deux  points  triples,    ou   la  tangente    est 
parallòle  à  i'axe  des  abscisses    La  courbe  a  alors  la  forme  dun  ovale  convexe. 

Si  A;  =  — ,  les  points  de  rebroussement  réels  et  les  noeuds  róels  qui  existent  sur  Taxe  des 

abscisses  quand  b>k> — ,  forment,  en  se  réunissant  en  les  extrémités  du  petit  axe  de  l'el- 

lipse,  deux  points  triples,   oíi  la  tangente  est  parallèle  à  Taxo   des  ordonnées.    La   courbe   a 
encore  la  forme  dun  ovale  convexe. 

384.     Pour  completer  Tétude  des  points  singuliers  de  la  toroide,   il  faut  encore  étudier 
les  points  situes  à  Tintini,  et,  pour  ceia,  nous  eu  allons  chercher  les  asymptotes. 

II  resulte  des  équations  (3)  que,  quand  d  tend  vers  O,  x  tend  vers  í  oo,  et  y  vers  cc ;  et, 

si  Ton  prend  les  vaieurs  de   oj    et  ^  qui   ont  le  raême  signe,  —   tend   vers  j-  i.    De  niêrae, 

?/  ,  *-^ 

quand  6  tend  vers  oo,  x  tend  vers   oo  et  —  vers  i. 

On  a  ensuite,  dans  le  premier  cas, 

Hm  (x-^i^  =  ±    .     ^         lim  \ibk  fl+-í)  (l-^^  +  ---) 

-?--(-T)('-^á.+-)i=±4^'^- 

Donc  la  courbe  a  deux  asymptotes  dont  les  équations  sont 

b    •'  ~  b 
ou 


a  a 


<  t  aussi  deux  asymptotes  reprcsentées  p.'ir  Téquation 

h    .     ,    k 
V  = 

Dans  le  seeond  cas 


-K'+;)('-fr+...)i=±.>^. 


364 

Dono  la  courbe  a  encore  qiiatre  asymptotes  imaginaires,  dont  les  équations  sont 


y  =  ix  +  i  \^a^  —  b-,      y  =  —  ix  +  i  Va?  —  5^. 

A  cliacun  cies  couples  cFasyniptotes  qu'on  vient  d'obtenir  correspond    un  noeud  à  Tinfini. 
La  toroíde  possède  par  conséquent  qiiatre  noeuds  imaginaires  k  Tinfini. 

Les  points  de  Tintini  peuvent  être  étudiés  encore  aii  moyen  des  équations   qu'on    obtient 

1  ?/ 

en  remplaçant   dans   les  équations   (2)   x   par  —  et  ?/  par  — ,  savoir 


%2_e/í 


La  courbe  représentée  par  ces  équations  coupe  Taxe  des  ordonnées  en  quatre  points,  dont 

les  ordonnées  sont  égales  à  i,  — i,  — i, i,  et  Fon  peut  voir,  en  procédant  comme  pour 

les  noeuds  de  la  courbe  (3),  que  ces  points  sont  des  noeuds  de  la  nouvelle  courbe. 

385.  On  vient  de  voir  que  la  toroiãe  possède  ãottze  j^oints  de  rehroussement  et  huit 
noeuds,  ou  deux  points  tiiples,  six  noeuds  et  huit  points  de  rebroussement.  On  en  conclut,  au 
moyen  de  la  formule  de  Pliícker  employée  au  n.°  147,  que  cette  couibe  n'a  pas  de  points 
dinflexion  ni  réels  ni  imaginaires,  comme  on  Tavait  déjà  dit.  On  en  conclut  encore  que  ces 
courbes  sont  du  genre  un,  ce  qui  resulte  d'ailleur8  immédiatement  de  la  forme  des  équations  (3), 
qui  déterminent  aj  et  «/  en  function  rationnelle  de  6  et  du  radical 


On  en  déduit  enfin,  en  8'appuyant  sur  la  formule  de  Plikker  écrite  au  n."  85,  que  la 
classe  de  cette  courbe  est  égale  à  quatre,  et  que  par  conséquent  son  équation  tangeutielle  est 
du  qualrihne  degré. 

On  trouve  facilement  cette  équation  au  moyen  de  Féquation   de   la  tangente   à  la  courbe 


v/a^^-e^    Y        \/r--b^k'-     ^_^ 


En  comparant,  en  effet,  cette  équation  à  cette  autre 
on  trouve 


\6+k^)/ãi^b^'  (6 +  4') /aí -6» 
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d'ou  il  resulte,  en  éliininant  6,  réquatiou  cherchée 

[(a2  -  k'-)  u*  +  (è^  -  k-^)  u^-  -  Vf-  =  4k'-  (it*  +  v^-). 

On  peut  determinei-  aisément,  au  moyen  de  cette  équation,  les  foyers  de  la  courbe  consi- 
dérée,  en  employant  une  méthode  déjà  appliquée  souvent  dans  eet  ouvrage.  On  trouve  ainsi 
que  la  toroide  a  deux  foyers  réels,  qui  coíncident  avec  It-s  foyers  de  Tellipse,  et  que  ces 
foyers  soiit  singuliers  (n."  28). 

Les  coordonnées  eartésiennes  et  tangentielles  des  courbes  parallèles  à  iVllipse  peuvent 
être  encore  représentées  par  des  fonctions  elliptiques  méroinorphes  d'un  même  argument.  En 
faisant,  en  effet,  dans  les  formules  (3),    6  =  bkt   et   ensuite  t  =  snu,  et  en  supposant    que   le 

module  de  cette  fonction  est  cgal  à  — ,  on  trouve 

^b^./ci-e'-  =  bk  v/r=T2  =  bk  sn  ií,       \W»k''-6*  =  aA;  v/l  —  -^  í*  =  ^•  da  u, 

et  par  consóquent 

(bk  sn  ?í  +  a-)  en  w  «  (k  sn  ti  —  S)  dn  m 

^0  =  - ,       •  — — 1     y  = ,  

sn  ií  V  6^  —  «-  sn  ?í  V  a'  —  6- 

On  peut  exprimer  de  même  les  coordonnés  tangentielles  ii  et  v  par  des  fonctions  ration- 
nelles  de  sn  u,  cn  m  et  dn  u. 

Les  courbes  considérées  furent  étudiées  au  moyen  des  fonctions  elliptiques  par  Schwering 
dans  un  opuscule  publié  en  1877  sous  ce  titre :  Die  parallelcurve  der  Ellipse,  ais  curve  von 
range  eins. 

386.  On  peut  encore  étudier  les  courbes  parallèles  à  Tellipse  par  une  autre  analyse 
qu'on  va  expo^er. 

En  effet,  en  représentant  par  a  et  ,3  les  coordonnées  des  points  de  Tellipse  donnée,  ou 
peut  poser. 

a  =  a  sin  'i,     P  =  è  cos  tp, 

et  alors  on  a,  pour  déterminer  les  coordonnées  des  courbes  parallèles  à  cette  ellipse,  Téquatioa 

(x  —  a sin  9)^ -{-{y  —  b  cos  -f )*  =  k^, 

qui  represente  un  cfrcle  de  rayon  égal  à  A;  ayant  le  centre  sur  Tellipse,  et  eelle-ci: 

a  (a;  —  asinf)       b(y — 6costp) 
sin  f  cos  f 
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qu'on  obtient  en  dérivant  les  deux  membres  de  celle  qui  precede  par  rapport  à  cp  Ces  équa- 
tions  déterminent,  en  effet,  Tenveloppe  des  positions  que  prend  le  cercle  quand  son  centre 
parcourt  Tellipse. 

Or,  ces  équations  donnent  ces  autres: 

hk  sin  ç  ,  ,  fc  cos  <p 

íc  =  a  sin  '-p  i =^=^^^z=^  ,     y  =  o  cos  «p  -| =z^^^^=^  > 

a\/l  —  X-sin-cp  t/l  —  ^•"2sin^'f 

«2  _  J2 

oii  X^  = 1 — ,  par  lesquelles  on  peiít  établir  les  propriétés  des  toroides  qu'on  a  obtenues  en 

se  servant  des  équations  (3).  Mais  nous  ne  ferons  pas  ici  cette  étude,  et  nous  ailons  seule- 
ment  nous  en  servir  pour  déterniiner  la  longueur  des  ares  et  les  valenrs  des  aires  des  courbes 
considérées. 

Les  équations  qu'on  vient  d'écrire  donnent 


-^ —  =  a  cos  Cp  + 
atp  ' 


kb  cos  (s 


^-  =  —  o  sin  tp  - 


kJ)^  sin  cp 


a[\  —  X'^sin-'-p)  ■ 


a2(l-X2sin»(p; 


et  par  conséquent  la  valeur  de  Taire  balayée  par  le  vecteur  d'un  point  de  la  toroide,  quand 
(p  varie  depuis  O  jusqu"à  'f,  est  donnée  par  la  formule 


ou 


Mais 


Dont 


dx  ãy 


d-s> 


abiD  H /    — 7--^-  +  ka    j     Atp  rftp  -\ /       ,  ^  .   > 


^'■? 

=  V/1  —  X^sin^tp. 

,-ç   d'f 
J    (^V'~ 

0 

Ò2 

~  íf  .      ,         X^  sin  tt-  eos  tp 
ò 

J    (A'f)^~ 

~  TZ                               /  rt                 \ 

-;r are  tang  -j-  cot  cp  1 

_«tX-^^:'!iW+2A:a('A<^c?tp]. 


On  conclut  de  cette  formule  que  l'aire  Ai  balayée  par  le  veeteur  d'iin  point  de  la  eourbe 
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considérée,  qitand  'f  varie  depuis  O  jusqirà  -^,  est  déterminée  par  l'équation 


A,= 


ab-  +  k-z  +  áka 


/     Acpdtp   . 


Les  formules  qu'on  vient  d'obtenir  correspondent  à  Tune  des  branches  de  la  courbe;  en. 
changeant  k  en  — k,  on  obtient  celles  qiii  correspondent  à  Tautre.  L'aire  As  comprise  entre 
les  deux  branches  est  déterminée  par  i'ég'alité,  due  à  Cauchy  (1.  c) : 


Ai  =  8ka 


TC 

/'T 


/     Acp  dtf. 


Poiír  déterminer  maintenant  la  longiieur  s  des  ares  de  la  toroide,  remarquons  qu'on  a,  en 
représentant  par  si  la  longueur  des  ares  de  Fellipse  correspondante, 


(f)="'(^-^)' 


et  par  conséqueut 


ãx 

d<s 


Donc 


a  cos 'f  +  A;6a^  cos  tp  ( -7^  j  >      —j—  =  —  òsin  tp  —  À;aJ^sin!p(--j— 

( 


>dtp/ 


t-"(t)' 


et  par  conséquent 


..s,+kabJ'[^Jd'.  =  s,-^^J' 


=  si  —  Â.-arc  tang  [-j-cottsj  +  C, 


C  représentant  une  constante  arbitraire;  ou,  en  prenant  pour  origine   des   ares   si    et   s   les 
points  de  lellipse  et  de  la  toroide  correspondants  à  <p  =  0, 


Mais  on  a 


s  =  si  -f  /í  — k  are  tang  (  -=-  cot  tp 


ãy 


^  =  --tang'^, 


et  pai-  suite,  en  représentant  par  to  TangJe  forme  par  Taxe  des  abscisaes  avec   la  normale  à 
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la  toroide  au  point  qiii  t-urrespond  à  la  valeur  coiisidérée  de  cp, 

a 

tang  cu  =  -j-  fot  'f'. 

Donc  Texpression  de  s  prend  la  forme 
remarqiiée  par  Breton  de  Cliainps  (1.  c). 

IX. 
Les  podaires  eontralcs  dos  toroYdes. 


387.  Nous  avons  étudió  la  podaire  centrale  de  la  toruide  dans  le  Mémoire  sui-  les  Courbes 
parallèles  à  Vellipse  mentionné  au  n."  379,  ou  nous  en  avons  tronvé  les  propriétés  qu'on  va 
exposer. 

Soient  X  et  Y  les  coordonnées  du  point  de  la  podaire  considérée  qui  correspond  au  point 
{x,  y)  de  la  toroide.  Les  óquations  de  la  tangente  à  eette  courbe  au  point  {x,  y)  et  de  la  per- 
pendiculaire  à  eette  droite  tirce  par  le  centre  de  Tellipse  sont  (n.°  385) 


Y  v/a*Â;2-e*  +  X  ^'r-  -bVc^  =  (e  +  k^)  /a*  -  b'; 


y /ê»^rpp  -  X /a%2  -  e* = O, 

et  par  conséquent  les  coordonnées  des  points  de  la  podaire  de  toroide  sont  déterminées  par 
les  équations 

"^  ^^"W~\'     a^-b^    '  k^       V      «*-&'    ' 

oii  6  joue  le  role  de  paramètre  arbitraire. 

La  courbe  représentée  par  ces  équations  est  eoraposée  de  deux  branches  réelles  fermées, 
dont  Tune  correspond  à  l.i  liranche  extérieui-e  et  Tautre  à  la  branclie  intérieure  de  la  toroide. 
On  determine  les  points  d'une  branche  en  faisant  varier  6  entre  ak  et  bk;  et  ceux  de  Tauti-e 
correspondent  aux  valeurs  de  6  comprises  entre  —bk  et  —ak.  On  trouve  faciieraent,  au 
nioyen  des  óquations  (1)  et  de  eette  autre 


dY 2eHk^-a^-k■^    /  e'--b^k 

^'  dX  ~      W+WÍ- bW-  V  ~^^l^^ -  9' 


369 


1,1  forme  de  la  coiirbe.  Les  deux  braiiches  sont  symétriques  par  rapport  aux  axes  des  coor- 
données,  et  elles  coupent  orthogonalemeiít  ces  axes  aux  points  (a  +  k,  0)  et  (O,  h  +  k).  En 
outre,  la  branche  extérieure  possède  quatre  points  ou  la  tangente  est  parallcle  à  V:\xq  des 
abscisses,  lesquels  coirespondent   à   Ia    racine  positive  de  Téquation 

quand  cette  racine  est  comprise  enti'e  les  nombres  I'k  et  ak;  et  la  brane-lie  iiitérieure  possède 
aiissi  quatre  points  jouissant  de  la  inêine  propriété,  qiii  correspondent  à  la  racine  négative  de 
cette  équation,  quand  cette  racine  est  comprise  entre  — bk  et  — ak.  De  uiênic,  à  la  racine 
positive  de  1  équation 

26'-  +  k-e-ò-'k^-  =  0, 


correspondent  quatre  points  d'Line  des  branelies  oíi  la  tangente  est  parallèle  à  Taxe  des  or- 
données,  quand  cette  racine  est  comprise  entre  bk  et  ak,  et  à  la  racine  négative  de  la  même 
équation  correspondent  aussi  quatre  points  satisfaisant  à  la  même  condition,  quand  cette 
racine  est  comprise  enti'e  —  bk  et  — ak. 

Si  k>  a  ou  k<Cl),  la  courbe  possède  un  point  quadrujjle  isole  à  Torigine  des  coordonnées; 
si  b<^k<^a,  elle  y  a  un  noeud  quadruple.  Seulement  deux  des  tangentes  au  point  quadruple 

sont  distinctes,  et  leurs  coefficients  angulaires  sont  égaux  à  i\/  7^ r^-  Dans  le  dernier  cas, 

A  la  bram-lie  intérieure  de  la  courbe  a  la  forme  indi- 

quée  dans  la  figure  101. 

Enfin,  si  Ton  a  A=«  ou/i;  =  6^  la  courbe  a 
encore  un  noeud  quadruple  h  Forigine  des  coor- 
données, et  la  brancbe  intérieure  est  composée  de 
deux  ovales  tangentes  tn  ce  point  h  Taxe  des 
abscisses  quand  k  =  a,  ou  à  Taxe  des  ordonnées 
quand  k  =  b. 

3S8.  On  déduit  faeilement  des  équations  (1) 
Téquation  cartésiennc  de  la  podaire  centrale  de  la 
tui-ovle.  Ces  équations  donnent,  en  effet, 


y- 


iV;-^  -  r- 


et,  en  tirant  de  là  la  valeur  de  6-  puur  le  siibstituer  dans  Tune  des  équations  (Ij,  on  obtient 
{'équation  demandée: 


(3) 


[(a;-^  +  ff  -  («2a;«  +  b-hf)  -  k'-  {x*-  +  r/)f  =  4/^^  ("V  +  hh/)  (x"-  -r  r). 


VOL.   IV 


vv 
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On  en  coiiclut,  en  premier  lieii,  que  l;i  courbe  possède  qtiatre  asyniptotes,  déterminées  par 
les  équations 

y  =  ix  +  -^i  Va^  —  i-,     3/  =  —  ?a;  i  "H"  í  V  a*  —  6*, 

et  que  chacune  de  ces  asymptotes  est  ãouhle.  On  en  conclut  aussi  que  la  courbe  possède  deux 
points  quadruples  nux.  j^oints  circulaires  de  l'infini,  et  deux  foyers   smgulierS)  dont  les  coor- 


données  sont  i+^V  a-  —  h-,  O 


389,  Les  coordunnées  de  la  courbe  qu'on  vient  de  considérer,  peuvent  être  exprimées 
par  des  fonctions  elliptiques  niéromorphes  dun  même  argument.  On  a,  en  effet,  comme  au 
n."  38Õ, 

„       b  (sn  II  -j-  /•)  cn  u  a  (h  sn  u  -{-Ic  1  dn  u 

390.  Léquation  (3)  peut  être  mise  encore  sous  la  forine: 

[(x*  +  y^f  -  {a^x'  +  hhf)  +  k^  (*2  +  y'i^f  =  4^-  ^a;^  +yif 
ou,  en  posant  a;=pcos6,  ?/=rjSÍn6, 

(p  +  A-)-  =  a^-  cos-  e  +  i^  sin^  6 ; 
de  sorte  que  Téquation  polaire  de  la  courbe  eonsidérée  est 


p  =  A:  ±  \'a-  cos*  e  -f  ò*  sin«  6. 

Tl  resulte  immédiatement  de  cette  équation  que  les  podaires  des  courhes  -paralleles  à  Vél- 
Vqisc  sont  conchoides  de  la  lenunscate  elliptique  (n."  189).  Ce  théorème  est  d'ailleurs  une  con- 
séquence  d'une  proposition  générale,  qu'on  démontre  aisément,  d'après  laquelle  les  podaires, 
par  rapport  à  un  même  point,  de  deux  courbes  paralleles  sont  des  conchotdcs  Tune  de  l'autre, 
et  de  la  proposition  démontrée  au  n."  193,  d'après  laquelle  la  lemniscate  elliptique  est  la 
podaire  centrale  de  Tellipse. 

391.     Si  Ton  elimine  6  entre  Féquation  d"une  podaire  centrale  de  la  toroide 

(p  _  í:)í  =  a'-(\ ^Iz^  sin^  ô) 

et  Téquation 

p  sin  6  =  Ap  cos  6  -f  y^, 
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qui  represente  une  droite  p;issant  par  le  point  (O,  ?/q),  il  vient 

Ap— ^(p-4^)p'  +  2-^-^-,-[ ^^-^, A-Jp«  +  ...  +  ^,  =  (). 

Celte  équation  determine  les  valeurs  que  prend  p  aux  points  oíi  la  droite  coupe  ia  courbe. 
En  désignant  par  pj,  pi,   .  .  .,  ps  ct-s  valeurs,  on  a 

pi  +  p2  -|-  p3  +  p4  i  p5  +  pO  +  p7  +  ps  =  -iA:. 

Dono,  la  somme  des  diatnncfís  du  cenh-e  aux  points  oh  une  droite  qiielconqne  coupe  la  courbe 
est  égale  à  Ak. 
On  a  ausei 

^  P'P^- =  1^7X2  ^^' 
K  représentant  une  quantité  indcpendante  de  y^,;  et  par  conséquent 

p!  +  pí+---+p|=2^k, 

Dono,  la  somme  des  carrés  des  distances  du  cenh-e  aux  points  oti  une  droite  coupe  la  courbe, 
reste  constante  quand  la  droite  se  déphice  2')nrallèhment  à  elle  mSme. 

On  a  encore,  en  représentant  par  oj  l"angle  de  la  droite  avec  l'axe  des  abscisses  et  en 
tenant  conipte  de  l'égalitó  A^^tangt», 

et  par  conséquent,  en  représentant  par  A  la  distance  de  la  droite  au  centre  de  la  courbe, 

pi  p-2 .  .  .  p8  =  A*  (a-  —  b'^)'. 

Donc,  le  produit  des  distances  du  centre  de  la  courbe  aux  points  ou  une  droite  coupe  cetfe 
courbe  est  constant  piour  loutcs  les  droile.s  qui  sunt  à  la  mSme  dintance  de  ce  centre. 

302.     De  mênie,  la  circonfcrence  dont  Téquation  est 

p2  —  2  {a  cos  Ô  +  p  sin  (3)  p  +  a-  +  y-  =  R*, 

coupe  Ia  podaire  de  eliaque    courbe    parallòle   à  Tellipse  ilunnée   en  luiit  points;   les   valeurs 


372 


que  f/  prend  en  ces  i)OÍnts  s.itisfont  nux  coiiditions 

Pi  +  pj  +  . .  ■+p8  =  K, 


pi  P^'   •  ■?!<' 


[4  («^  +  ,3^1  -  (è*  -  a-'fy  +  1 6  ,3^  {a'-  -  b'-) 


K  représentant  une  quantité^indépendante  de  R. 

Done,  la  somme  ães  distances  dii  centre  de  la  podaire  d'tme  coiirbe  parallele  ã  Vdlipse  aux 
points  ou  elle  esl  cotipée  piai'  «ne  circonférence  quelconqne,  est  indépendante  de  R. 

Le  produit  des  mêmes  distances  ne  varie  pas  qiiand  on  remplace  la  podaire  consideres  par 
la  podaire  d'une  atiire  coitrhe  parallele  á  la  même  elUpse  ou  à  une  ellipse  homofocale. 


X. 

La  eoiirbc  é([UÍpotontiellc  de  Cayley. 

393.     La  courbe  définie  par  lequation 

/■IS  m       m'       k 

r        r         a 

ou  m,  m'  et  k  désignent  des  quantités  constantes  et  ;•  et  r'  les  distances  d'im  quelconqne  de 
ses  points  à  deux  points  fixes,  situes  dans  son  plan,  est  une  coiirle  équijíofentielle  étudiée  par 
Cayley  dans  le  Phylosophicul  Magazine  en  1857  (í.  xiv,  p.  142).  Elle  est,  en  effet,  le  méri- 
dian  do  la  surface  de  révolution  qui  jouit  de  la  propriété  d'être  constant,  dans  toute  la  sur- 
tace,  le  potentiel  des  niasses  m^et  m'  de  deux  centres  d'attraction  ou  répuision  situes  sur  l'axe, 
à  la  distance  a  Tun  de  Tautre. 

Pour  determinei-  Téquation  cartésienne  de  cette  courbe,  prenons  pour  origine  des  coor- 
données  Tun  des  centres  fixes  et  pour  axe  des  abscisses  la  droite  qui  passe  par  les  deux 
centres.  On  a  alors 

(2)  r^-  =  x^  +  y\     r'^-  =  {x-af  +  f-; 

et  ensuite,  en  éliniinaut  r  et  r'  entre  ces  relations  et  Téquation  (1),  on  obtient  1'équation 
chercliée : 

\ahn^[{x-af+f-]+a'm'\x'-+y^)-V-{x^  +  y^[{x-ay-+f-]\^ 

=  4a*»n2m'*  (a;«  +  y'^)  [{x  -  àf- -\- y^], 

laquelle  est  du  huitibne  degré. 
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On  voit  aiséinent,  au  moyen  de  eette  équation,  que  chacime  des  droites  y^=  +  ix  et 
^  =  +  {(03  — a)  rencontre  la  courbe  eii  deux  points  coincidents,  situes  à  distance  finie.  Par 
consóquent,  rorigine  des  coordonnées  et  le  point  {a,  0),  cest-à-dire  les  pôles  auxquds  est  rap- 
portêe  Véquation  (1),  sont  des  foyers  ordinaires  de  la  courbe. 

On  voit  aussi,  au  moyen  de  Ia  mêiue  équation,  que  les  mêmes  droites  sont  asymptotes  de 
la  courbe,  et  que,  par  conséquent,  les  points  envisagés  sont,  en  outre,  des  foyers  singuUers  de 
la  uiême  courbe. 

Chacune  des  quatre  asymptotes  de  la  courbe  est  double.  La  courbe  a  donc  à  1'infini  deux 
j)oints  quadruples,  et  à  chacun  deiKc  tangentes  disiinctes. 

394.  Les  valeurs  des  coordonnées  x  et  y  des  points  de  la  courbe  peuvent  être  représen- 
tées  par  les  fonctions  de  r  suivantes,  qui  résultent  des  équations  (1)  et  (2) : 

_     («2-1- ,.2)  (/<;,.  _«„i)2_a2m'«  7-2 

(3)  X  = 


2a  (kr  —  avif' 


fc'v/— ()■  — ai)(r— aa).  ■  .(r— gg) 
^^>  y~  2a{kr  —  amy^  ' 

ou  Ton  represente  par  «i,  «i,   .  .  .,  «8  les  racines  des  équatfons  du  deuxième  degré 

(}•  —  a)  {kr  —  ain)  —  am'r  =  O, 
(r  —  a)  {kr  —  am)  +  amV  =  O, 
[r  -\-  a)  (kr  —  am)  —  am'r  =  O, 
(7'  +  a)  {kr  —  am)  -\-  am'r  =  0. 


(5) 


Les  racines  de  la  première,  de  la  troisiènie   et   de    la  quatrième  équation   sont  rêelles   et 
inégales.  Celles  de  la  deuxième  sont  réelles  et  inégales,  lorsque 


ou 


{k-^m  —  m'f--^km<0 
[k-{^m^  \/m'f']  [k  - ( l/í7-  \^m'f]  ^  O, 


c'est-àdire    quand    k>  (\/m +\/m')-   et   quand   k<{^m —'/m')^-;    elles   sont  égales   quand 
A;  =  ( t/»i  + /to')'*  et  quand  /c=  (//»  — /wM^-,  dans  les  autres  cas  ces  racines  sont  imaginaires. 


(6) 


305.     En  tenant  compte  de  ces  resultais  et  des  égalités 

dx       r  [{kr  —  am)^  ^-  a^m  m'^] 


dr  a  {kr  —  am) 


3 


dy  _  k^     F'{r){kr-am)-ikF{r) 
^  -*  'dr~2ã'        2(/cí--aTO)Ví>) 
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ou 

F  ()•)  =  —  {r  —  ai)  (»•  —  «í) .  .  .  (>•  —  ag), 

on  peut  obteiiir  la  forme  générale   de  la  coiirbe,    en  considérant  pour   cela  les  trois  cas  sui- 
vants. 

1."  Supposons  que  les  racines  ai,  a-i,  .  .  .,  ag  soient  toutes  réelles  et  inégales  et  que 
os  >  a:  >  ae  >. .  .>  ai.  Alors  Tordonnée  y  será  réelle  et  finie  qnand  la  valeur  de  r  est  com- 
prise  dans  les  intervalles  (ag,  a?),  (ae,  «õ),  («í,  «3)  et  (aa,  ai),  et  iuiagiiiaires  dans  les  autres 
cas.  Par  conséquent  la  courbe  será  composée  de  quatre  ovales,  symétriques  par  rapport  à 
Taxe  des  abscisses,    qu"ils   coupent   perpendiculairement   aux  points   oíi  r  prend   les  valeurs 

«1,  «í,    .  •  .,  «8. 

Pour  déterrainer  les  points  de  ces  ovales  ou  la  tangente  est  parallèle  à  l'axe  des  abscisses, 
c'est-à-dire  à  Taxe  de  la  courbe,  il  faut  résoudre  Téquation  du  huitième  degré  suivante,  par 
rapport  à  r: 

(8)  F'  (r)  ( kr  —  am)—4kF(r)^0. 

Or,  corame  Ton  a 

F'  (r)  =  -  [(r  _  «7)  (r  -  Ofi) .  .  .  (r  -  a.) 

+    ('•  —  «8  )  ('•  —  «d)  •  •  •  ('•  —  «1) 


+  (r  — «s)!'"  — «7)- •  •('•  — «á)], 


la  fonction  F' (r)  est  négative  quand  )■  prend  les  valeurs  jrg,  s-,;,  0^4  ou  xa,  et  positive  quand  ?• 
prend  les  valeurs  a?,  a,-,,  «;i  ou  ai ;  et  par  conséquent  le  preniier  uiembre  de  Téquation  (8) 
cliange  de  signe  six  ou  sept  fois,  quand  on  donne  à  )•  les  valeurs  ag,  «7,  «o,  •■  •,  «i-  On 
en  conclut  que  trois  des  ovales  consideres  possèdent  un  point  de  chaque  côté  de  l'axe  de  la 
courbe  ou  la  tangente  est  parallèle  à  cet  axe,  et  Tautre  ovale  peut  posseder  un  ou  trois  points 
jouissant  de  cette  propriété. 

La  tangente  est  perpendiculaire  à  l'axe  des  abscisses,  c'est-à-dire  à  l'axe  de  la  courbe, 
aux  points  ou  elle  eoupe  cette  droite  et  aux  points  eorrespondants  anx  valeurs  de  r  déter- 
minées  par  Téquation 

(kr —  ani)''  -j-  a^mm'-  =  0. 

A  la  racine  réelle  de  cette  équatiun  correspondent  deiix  points,  symétriqiieiuent  situes 
par  rapport  à  Taxe  des  abscisses,  lesquels  sont  réels  quand  r  appartient  à  Vnu  des  intervalles 
(«8,  «?),  («6,  «5),  («4,  «3),  («2,  «i),  et  imnginairefi  dans  le  cas  contraire. 

2."  Si  deux  des  racines  «i,  «2,  .  .  . ,  «g  sont  égales,  on  voit  de  uiêiue  que  la  courbe  est 
composée  de  trois  ovales,  ayant  un  même  axe,  qui  coincide  avec  celui  des  al)scisses;  les  points 
ou  la  tangente  est  parallèle  ou  perpendiculaire  à  cet  axe,  sont  determines  par  les  niêmes 
équations  que  dans  le  cas  précédent. 
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3."  Si  les  deux  racines  de  la  deuxième  des  équations  (5)  sont  égales,  Texpression  de  ces 
racines  est 


a\/\ 


•m 


y/m  ±  /m' 


oíi  Ton  doit  employer  le  signe  supérieur  quand  A"  =  (  vAn -f /»«')-,  et  le  signe  inférieur  quand 
A- =  ( V'w!  —  V  m')-.  Alors  deux  des  ovales  dont  la  courbe  est  composée  ont  un  point  commiin, 
situe  sur  Taxe  des  abscisses,  lequel  est  par  eonséqueiit  wn  jíoiíit  double  de  la  courbe.  L'abscisse 
de  ce  point  est  égale  à  Tune  des  valeurs  de  ;■  qu'on  vient  d'écrire. 

396.  En  se  basant  sur  les  indications  qu'on  vient  d'exposer,  on  peut  déterminer 
aisément  dans  cliaque  cas  la  forme  de  la  courbe.  La  disposition  des  ovales  dont  elle  est  com- 
posée, par  rapport  aux  foyers,  et  les  modifica tions  que  la  forme  de  ces  ovales  subit, 
quand  k  varie,  furent  déterminées  d'une  nianière  presque  intuitive  par  Cayley  dans  le  beau 
Mémoire  mentionné  ci-dessus,  comme  on  va  le  voir. 

Remarquons  d'abord  que  les  ovales  dont  la  courbe  est  composée  varient  d'une  manière 
continue  avec  k,  et  qu'elles  ne  peuvent  jamais  passer  par  les  foyers  O  et  O' ;  et  rappelons 
que  la  courbe  est  composée  de  trois  ovales  quand  la  valeur  de  k  est  coniprise  entre 
{Vm  —  Vm')-  ei  {v77i-{-\m'Y^  et  de  quatre  ovales  dans  les  autres  cas.  Remarquons  encore 
que  Téquation  (1)  peut  être  remplacée  par  ces  deux: 


711        m'        k 
r          r'         a 

m'  _j_  j)i        k 

7-'    ~   r         « 

en  rendant  explicites  les  signes  de  r  et  r'.  Remarquons  enfin:  que,  quand  k  tend  vers  Tinfini, 
Tun  des  vecteurs  r  et  r'  tend  vers  zero  et  Fautre  tend,  par  conséquent,  pour  a,  et  que  les 
ovales  s'approchent  des  cercles  de  centre  O  et  O'  representes  par  les  équations 

m    .    7n'        k       m'        m        k  ^ 
r         a         a        )■'         «         a  ' 

et  que,  quand  k  tend  vers  zero,  deux  des  ovales  tendent  vers  le  cercle  correspondant  à 
léquation  m-?-'*  =  í»'*?-^  et  les  deux  autres  tendent  vers  Tinfini. 

Cela  pose,  voici  les  positions  que  prennent  les  ovales,  quand  k  varie  depuis  Tintini  jusqu';i 
zero. 

1."  Si  k^{\/m  +  \^m'f,  deux  des  ovales  A  et  B  contiennent  à  Tintérieur  les  deux  autres 
C  et  D,  et  le  foyer  O'  est  à  Tintérieur  de  A  et  C  et  le  foyer  O  à  Tintérieur  de  B  et  D. 

2."  Quand  k  =  ([''m  +  \/m'}'^,  les  deux  ovales  A  et  B  ont  un  point  commun,  situe  sur  Taxe 
de  la  courbe,  et  la  courbe  prend  la  forme  d'un  luiit  fjig.  102)  ayant  Tun  des  ovales  C  et  D 
à  chaque  boucle ;  les  points  O  et  O'  sont  encore  à  l'intérieur  de  D  et  C,  respectivement. 
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3."    Qiiand /v-  decroit  ensuite,  à  partir  de(lA/i+lVj*,    les   deux   points   qui    forment   le 
point  double  de  cet  huit,   s'éloignent  de  l'axe   de    la  courbe  en  deux  directions  symétriques 


huj.  102  Fig.  103 

par  rapport  à  cet  axe,    et   les    ovales    A    et  B    se  rédiíisent   ainsi   à  un  seul  ovale  (fig.  103} 
ayant  à  Tintérieur  les  ovales  C  et  D. 

Quand  ensuite  k,  en  continuant  à  decroitre,  s"approelie  de  (I/jíi  — V^?»')^,    Tun   des  ovales 
intérieurs,  C  par  exemple,  prend  la  forme  indiquée  dans  la  figure  ]04,  et  ensuite  il  s'allongue 


Fig   104 


Fig.  lOõ 


de  manière  à  embrasser  Tovale  D,  et  piend  la  torme  indiquée  dans  ia  figure  105  quand  k 
prend  la  valeur  (Vvi  —  v ?»')*• 

4."  Quand  k  =  (V m  —  [  m')-,  la  courbe  est  e-omposée  de  deux  ovales  B  et  C  ayant  un  point 
eommum,  situe  sur  Taxe  de  la  courbe,  et  de  deux  aiitres  D  et  A  situes,  i'espectivement,  à 
Tintérieur  et  à  Textérieur  de  celles-là.  Le  foyer  O  est  à  lintérieur  de  D,  le  foyer  O'  est  à 
Tintérieur  de  A  et  B  et  à  l'extórieur  de  C. 

5.°  Quand  k  devient  inférieur  à  (Vm  —  Vni')-,  les  deux  ovales  B  et  C  se  séparent  et  la 
courbe  est  composée  de  quatre  ovales  A,  B,  C  et  D,  tliacnn  desquels  eontient  à  Tintérieur 
celui  qui  suit.  Le  foyer  O  est  à  Tintérieur  de  D  et  le  foyer  O'  est  à  lintérieur  tle  A  et  B 
et  à  Textérieur  des  autres  deux  ovales. 

II  est  facile  de  voir  que,  si  Fon  supposait  que  les  ovales  varit-nt  d'iine  manière  diflerente 
de  celle  quon  vient  d'indiquer,  ou  aiiiverait  à  une  disposilioi:  tiiiale  de  ces  ovalt-s  incompa- 
tible  avec  ce  qui,  d'aprè3  ce  qu'on  a  vu  ei-dessus,  arrive  lorsqiie  k  tend  vers  zero. 

397.  Les  points  d'intersL'ction  de  la  courbe  (1)  avec  uno  transversale  qiielconque 
jouissent  de  quelques  propriétés  interessantes  que  nous  ailons  indiíiuer. 
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La  droite  représentée  par  Téquation 

Aa;  +  B^+C  =  0 

coupe  la  oourbe  envisagée  en  luiit  points  oíi  r  prend  !es  valeurs  déterminées  par  Téquation 
suivante,  qui  resulte  de  rélimination  de  x  et  ^  entre  Téquation  de  la  droite  et  les  relations  (3) 
et  (4): 

A  [ya^-  -í-  '•-)  [kl-  -  amf  -  a^/u'^,-^]  -(-  BP  /f  (»•)  +  2aC  {kr  -  am)^  =  O, 
ou 

B%4  F  ■()■)  -  I  (/.•)•  -  amf  [2aC  +  A  (a^  +  r-)  -  a2,u'2  r^  j  s  =  O, 
ou 

k''  ( A2  +  B')  í-s  -  Aamk^  ( A«  +  B"^)  »•'+...  +a'»i'*  [Wa^  +  (2aC  +  kaT-f]  =  0. 

Or,  il  resulte  de  cette  éqiiation  les  conséquences  suivantes: 

1."  La  somme  des  distances  ri,  r-2,  ...,  r%  des  points   d'interseetioii   de    la    transversale 
considérée  avec  la  courbe  au  foyer  pris  poiír  origine  des  coordonnées  vériíie  la  condition 

am 

'•)  +  1--2  +  )-3  + .  .  H-  ''S  =  4 


k      ' 

et,  de  mème,  la  somme  des  distances  r[,  r-i,  ri,   .  .  . ,  rs   des   mêraes   points   ;i   Fautre  foyer 
vérifie  cette  autre  condition 

'"1  +  'i'i  H-  í-3  +  •  ■  •  -r  ''s  =  —  '1  - 


k 

Donc,  la  somme  des  distances  des  points  ou  une  frunsverscle   coupe  la  courbe  (1),    à   l'un 
quelconqite  des  foyers  eat  constante. 

2."  Les  mêmes  distances  ri,  ra,   .  .  .,  r%  vérifient  la  condition 

«Vf  ,  ,    .C(C  +  A«)1 
d'ou  il  resulte  qu'on  a 


7-1  )-2  .  .  .r%  =  -p—  > 

quand  C  +  Art=;0,  c'est-à-dire  quand  la  transversale  est  représentée  par  lequaticn 

A(£c-«)  +  B^  =  0. 

Alors  cette  transversale  passe  par  le  foyer  {a,  0),  et  on  a  donc  la  pi'oposition  .-uivante: 
Le  produit  des  distances  des  points  ou  une  transversale  passant  par  Vun  des  foyers  coupe 
la  courbe,  à  1'autre  foyer  est  constant. 
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Nous  avoíip  indique  ces  der.x  propriétés  de  la  courbe  dcfinie  par  i'éqiiation  (1)  dans  im 
écrit  imcré  aux  Archiv  der  Maihematík.  und  Physilc  (3.'  série,  t.  iii),  ains;  que  la  iiiétliode 
aiialytique  qu'on  a  employée  plus  haut  pour  étudier  la  mêiiie  courbe. 

308.     L'équation  qu'on  vient  d'étudier  est  un  cas  particulier  de  Téquation 


m 


111") 


+  ^:^^  ••■+^>r=í'' 


ou  r,  r',  .  .  .  représentent  les  distances  d'un  quelconque  des  points  de  la  courbe  qu'elie 
définit  à  «  pôles  fixes,  et  oíi  g,  m,  m',  .  .  .  sont  des  quantités  constantes.  Cette  équation 
coinprend  aussi  celles  de  deux  courbes  envisagées  par  Leibniz  dans  une  lettre  adressée  à 
lluygens  en  26  janvier  1680  [Oeuvves  de  Huygens,  t.  vili,  p.  270)  et  dans  Técrit  intitule: 
Nova  methodris  pro  maxirnis  et  mininns,  publié  en  1684  dans  les  Acta  eniditorum;  équations 
que  le  preniier  de  ces  grands  géomètres  a  pris  pour  exemples  de  Tavantage  de  la  méthode 
différentielle,  exposée  dans  ce  travail  célebre,  dans  la  recherche  des  tangentes  aux  courbes. 
II  fait,  en  eíFet,  remarquer  que  par  cette  méthode  on  determine  les  tangentes  à  chacune  des 
courbes  envisagées  sans  qu'on  ait  besoin  de  faire  disparaitre  les  radicaux  qui  entrent  dans 
son  équation,  tandis  que  pour  appliquer  les  autres  méthodes  alors  connues  on  était  obligé 
ii  rendre  d'abord  Téquation  de  la  courbe  rationnelle,  ce  qui  exigait  un  loug  calcul. 

L'application  de  cette  méthode  à  la  courbe  considérée  est,  en  effet,  bien  facile.  En  posant, 

,.2  =  (,,  _  «)2  _{.  (^  _  lf2^     ,.'í  =  ^^  _  a'f  +  (y  -  b'y\   .  .  . , 
(a,  l),  {a\  h'),   .  .  .  étant  les  coordonnóes  des  pôles,  on  trouve  la  relation 


?/ -  ò   ,       ,y  —  b'  1  dt/  a  —  x  a'  —  x 


?•• 


par  laquelle  on  determina    le    coeíHeient   angulaire  de  la  tangente,  sans  qu'on  ait  besoin   de 
rendre  d'abord  rationnelle  Téquation  de  la  courbe  envisagée. 
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XI. 


Notiec  siK'C'iiito  siir  roriaino  ot  le  (lóvcloppeiiioiit  do  la  tlióorio 
íles  eoiirbes  algébrimies 


399.  En  tenuinant  la  parlie  de  cet  ouvrage  consaeré  aiix  courbes  algébriques  spécialt-s 
plus  remarqiialjles,  nous  allons  donner  quelques  indications  historiques  et  bibliographiqiies 
succintes  sur  la  théorie  géiíerale  des  inêmes  fourbes.  Ces  indicatii.ns  font  suite  à  celles  que 
sur  les  cubiques  et  sur  les  quartiques  nous  avons  exposé  à  la  fin  des  chapitres  consacrés  à 
ces  courbes  (n."'  164  et  340). 

L'opuscule  de  Newton  Emnneratio  linearum  tertii  ordinis,  eité  ici  à  divers  reprises, 
constitue  le  point  de  départ  et  la  base  de  la  tliéorie  générale  des  courbes  algébriques,  non 
seulement  parcequ'on  y  irouve  consignes  les  preiniers  tliéorèmes  généraux  sur  ces  courbes, 
mais  aussi  parceque  la  déuionstratiun  des  propositions,  relatives  aux  cubiques,  énoncées  dans 
cet  ouvrage  admirable,  données  plus  tard  par  d'autres  géomètres,  a  exige  Temploi  de 
luéthodes  et  de  raisonnements  dont  la  génóralisation  aux  courbes  d  ordre  supérieur  est  três 
facile  et  naturelle,  comine  on  le  reconnait  en  lisant  attentivement  le  commentaire  de  Stirling 
à  cet  opuscule  de  Newton,  mentionné  au  n.°  164. 

Aux  théorèmes  généraux  de  Newton  sur  les  courbes  algébriques  ont  été  ajoutés  d'autres 
par  Stirling,  Nicole,  Maclaurin,  Cotes,  Euler  et  Cramer;  et,  en  outre,  ces  deux  derniers 
géomètres  ont  organisé  et  exposé  systématiquement  pour  la  première  fuis  la  théorie  des  uiêmes 
courbes,  i'un  dans  sou  Introductio  in  Analysin  injinitorum,  et  l'autre  dans  sou  Iniroduction 
à  1'Ancdyse  des  lignes  courbes.  Dans  ces  deux  ouvrages  justement  célebres,  on  trouve  ex- 
posés  les  fonderaents  de  la  théorie  des  intersections  des  courbes  algébriques,  de  leurs  centres 
et  diamètres,  de  leurs  poinfs  singuUers,  de  leurs  asymptotes,  etc,  théuries  qui  dès  lors  jusqu'à 
nos  jours  ont  été  envisagées  par  plusieurs  géomètres  illustres  et  enrechies  de  nouveaux  et 
iinportants  tliéorèmes. 

Dans  cette  première  période  de  Tliistoire  de  la  Géoinétrie  des  courbes  algébriques  fureiít 
aussi  dounées  des  méthodes  gónérales  pour  traeer  ces  courbes  par  Jlaclaurin  {Geometria  or- 
(janica,  1720)  etBvaikenviàge  {Exercituiio  geométrica  de  descriptione  linearum  curvarun),  1733), 
auxquelles  furent  ajoiítées  plusieurs  autres  dans  les  périodes  suivantes. 

Les  preraiers  progrès  importants  accomplis  postérieurement  dans  la  théorie  générale  des 
courbes  algébriques  ont  été  dus  à  Pliicker.  Cet  éminent  géomètre  a  établi  ia  notion  générale 
(\e  foi/er  (Journal  de  Crelle,  t.  .X,  183;ji,  déjà  indiquée  et  employée  plusieurs  fois  dans  le 
présent  ouvrage;  il  a  aussi  introduit  dans  la  Géométrie  les  coordoiinécs  tangentielles  {Sysfem 
der  anahjtischen  Geometrie,  1835),  et  il  a  montré  Tiuiportance  de  la  représentation  analylique 
• 
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des  courbes  algébriques  par  leurs  (';quations  taiigentielles;  il  a  donné  (l.  c.J  les  formules  céle- 
bres, connues  par  son  nom,  qiii  lient  les  nombres  exprimant  Vorãre  et  ia  classe  d"une  courbe 
algébrique  à  singuiarités  ordinaires  avec  ceiíx  qiii  désignent  combien  de  poinis  et  tangentes 
sinqulih-es  la  courbe  possède;  etc.  Ces  découvertes  importantes  servireiít  de  point  de  départ 
à  d'autres  travaux  de  grand  intérêt  eiitrepris  par  piusieurs  iilustres  géomètres  du  XIX° 
siècle,  ayant  pour  but  de  déterminer  le  nombre  et  la  position  des  foyers  et  de  rechercher  les 
2'>ropyiétés  focales  de  ces  courbes;  d'étudier  la  nature  et  la  disposition  Aqs  points  et  des  tan- 
gentes singulicves.  et  d'éteiKlre  iapplication  des  formules  de  Piiicker;  d"exposer  des  méthodes 
pour  la  détermiiiation  de  ces  points  et  de  ces  droites;  etc. 

A  ia  notion  de  classe,  inti'odiiite  par  Pliicker  dans  ia  science  géométrique,  Riemann  ajouta 
celle  de  genre,  de  non  moins  grande  iraportance,  comme  peu  après  i'a  fait  voir  Ciebesch, 
quand  ii  s'est  oc<-iipé  du  problènie  de  la  représentation  des  coordonnées  des  courbes  algé- 
briques par  des  fuictions,  de  nature  déterminée,  d'un  paramètre  arbitraire.  Cet  éminent  géo- 
mètre  a,  en  eífet,  ilcraoiitré  que  les  courbes  du  genre  zero  sont  unicursales;  que  les  coordonnées 
des  courbes  du  genre  un  peuvent  s'exprimer  par  des  fonctions  rationnelies  d'un  paramètre 
arbitraire  et  de  la  racine  carrée  d"une  fonction  entière,  du  troisième  ou  quatrième  degré,  du 
même  paramètre  ;  etc.  Ii  fut  ainsi  amené  à  introduire  dans  Tétude  des  courbes  non  unicur- 
sales Tusage  des  fonctions  elliptiques,  hyperelliptiques  et  abeliennes,  en  recourant  aux  pro- 
priétés  de  ces  fonctions  pour  obtenir  des  propriétéá  correspondantes  des  mêmes  courbes, 
et  en  ouvrant  ainsi  une  voie  qui  a  été  suivie  avec  succès  par  quelques  uns  des  plus  iliústres 
géomètres  contemporains. 

Dans  rétiide  des  courbes  on  emploie  fréquemment  les  mctliodes  de  trcmsformation,  par 
lesquelles  on  fait  dépendre  l'étude  d"une  courbe  de  celle  d'une  autre,  par  quelque  concept 
plus  simple,  liée  à  la  première  par  les  relations  analytiques  ou  géomótriques  qui  définissent 
la  transformation  cousidérée.  Parmi  les  nombreuses  et  variées  transformations  qu'on  peut 
employer,  on  distingue  par  leur  féconditó  la  transformation  homographique,  imaginée  par 
Newton  et  étudiée  principalement  par  Poncelet  et  Chasles ;  la  transformation  par  ^;oíaiVes 
reciproques,  étudiée  aussi  par  ces  deux  géomètres;  \a.  transformation  par  rayons  vecteurs  réci- 
p>roqnes,  étudiée  par  Bellavitis,  Stubbs,  Liouville,  etc,  et  les  transformations  birationneUes 
d'un  degré  quelconque,  envisagóes  par  Cremona,  dont  sont  des  cas  particuliers  la  transfor- 
mation liomograpliique  et  la  transformation  par  layons  vecteurs  reciproques,  eniployées  sou- 
vent  dans  cet  ouvrage,  et  encore  ia  transformation  par  laquelle  on  derive  d'une  courbe  son 
hyperholisme,  que  nous  avons  aussi  appliquée  quelquefais.  La  première  de  ces  transformations 
ne  f;ut  pas  varier  ni  le  nombre  des  points  singuliers  ni  la  nature  de  ces  points;  et,  d'après  un 
théorèmc  três  remarquable  de  M.  Noether,  on  peut  toujours  réduire  au  moyen  de  transfor- 
mation birationneUes  les  courbes  ou  existent  des  points  doubles  avec  tangentes  coincidentes  à 
d'autres  qui  posscdent  seuleraent  des  points  doubles  à  tangentes  distinctes.  Â  tout  cela  nous 
ajõuterons  encore  que,  d'après  Riemann,  ni  ces  dernières  transformations,  ni  même  les  trans- 
formations plus  géndrales  ou  à  chaque  poiíit  de  la  courbe  donnée  correspond  un  seul  point 
de  la  transformée,  font  varier  le  genre  de  la  courbe  proposée. 

On  a  associe,  poui-  divers  buts,  à  chaque  courbe  d'autres   lices   k   la  première   par   des 
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relations  géométriques  ou  analytiques  déterminées  et  qui  en  sont  aussi  de  véritables  trans- 
formées.  De  ce  nombre  sont  sa  ãéveloppée  et  ses  développantes,  ses  podaires,  ses  concholdes, 
ses  cissoides,  ses  polaires,  et  bien  daiitres.  Quand  la  courbe  proposóe  est  algébrique,  ces 
courbes  jouissent  des  propriétés  générales  communes  à  toutes  les  lignes  de  ces  noms,  et,  en 
outre,  de  propriétés  spéciales,  dont  Tétude  constituo  autant  d'intéressants  eliapitres  de  la  Géo- 
métrie  des  courbes  algébriques.  Mentionnons  encoiv  les  courbes  covariantes  introduites  dans 
la  science  par  O.  Hesse,  Cayley  et  Steiíier,  et  que  par  ce  luotif  on  designe  par  le  nom  de 
hessienne,  cayleienne  et  steinérienne,  lesquelles  ont  uue  grande  importance  dans  Ia  Géomótrie 
moderne. 

Bien  d'auti'es  questions  rélatives  aux  courbes  algébriques  ont  étó  envisagées  par  les  géo- 
mètres.  Aiusi  M.  Klein  a  découvert  une  relation  entre  le  nombre  des  j^otíife  et  tangentes 
singulieres  réelles  d' une  courbe  d'ordre  quelconque;  Cayley,  M.  Gerbaldi,  etc.  se  sont  oceupés 
de  la  détermination  des  points  ou  cette  courbe  a  un.contact  du  õ.°  ordre  avec  une  conique ; 
Staudt,  M.  Zeuthen,  etc.  ont  cherché  le  nombre  de  ses  branclies;  Cremona,  Caporali,  M.  Guc- 
cia,  etc.  ont  étudié  les  systèmes  linéaires  de  courbes,  et,  en  particulier,  les  gerles  et  les 
réseaux;  MM.  Brill,  Noetber,  Segre,  etc.  ont  étudié  les  propriétés  des  groupes  de  points 
résultant  de  Tintersection  d'une  courbe  par  des  systèmes  definis  d'autres  courbes  d'ordre 
quelconque ;  etc. 

On  a  aussi  étudié  de  nombreuses  classes  de  courbes  algébriques  spéciales,  caractérisées  par 
des  propriétés  déterminées.  Quelques-unes  de  ces  classes  de  courbes  sont  étudiées  habituelle- 
ment  dans  les  traités  de  Géométrie  générale,  et  nous  ne  nous  en  occuperons  pas  ici ;  quelques 
autres  seront  envisagées  dans  une  autre  partie  do  cet  ouvrage. 

Dans  Tétude  des  questions  variées  et  complexes  de  la  tbéorie  générale  des  courbes  algé- 
briques, quelques  niathématiciens  ont  suivi  des  niétliodes  purement  géométriques ;  d'autres 
ont  préféré  empluyer  des  procedes  analytiques,  plus  féconds  et  aussi,  en  general,  d'une  ap- 
plication  plus  facile.  Parmi  ces  procedes  sont  compris  ceux  qui  dérivent  de  TAlgèbre  et,  en  par- 
ticulier, de  la  partie  de  la  même  science  consacrée  à  la  Tkéorie  des  formes,  qui  dans  la  Géo- 
métrie des  courbes  algébriques  a  ses  plus  belles  et  importantes  applications.  La  substitution 
des  méthodes  algébriques  aux  métiiodes  infinitésimales  dans  Tétude  de  ces  courbes  a  étó 
initiée  par  De  Gua  en  1740  dans  sou  opuscule,  Usage  de  VAnalijse  de  Descartes,  ou  les  pre- 
mières  méthodes  sont  employées  et  réeommendées;  mais  Tapplioation  des  méthodes  algé- 
briques à  la  théorie  des  courbes  n'a  pris  son  entier  développement  que  dans  le  Xix»  siècle, 
après  les  progrès  considérables  qu'a  fait  TAlgèbre  et,  en  particulier,  la  branche  de  cette 
science  raentionnée  ci-dessus. 

Le  nombre  des  notes  et  des  mémoires  destines  à  Texposition  des  multiples  et  varies  sujets 
signalés  est  naturellement  três  considérable,  ce  qu'on  peut  vérifier  complétement  en  parcou- 
rant  les  tables  des  revues  scientifiques  et  des  publications  mathématiques  des  cinquante  der- 
nières  anuées,  et  nous  ne  pouvons  pas  les  mentionner  ici ;  nous  nous  bornerons  à  citer,  comme 
étant  d'une  lecture  profitable  pour  tons  ceux  qui  désirent  acquiórir  une  parfaite  connaissance 
de  rhistoire  et  de  la  bibliographie  des  courbes  algébriques,  V Aperçu  Jiistorique  de  Ohasles,  les 
ouvrages  de  MM.  Cantor  et  Loria  mentionnés  au   n."  164,    et  le  rapport   remarquable   sur 
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Tétat  actuei  de  la  théorie  des  tonctions  algébriques,  liée  étroitement  à  celle  des  eombes  algé- 
briques,  presente  par  MM.  Brill  et  Noetlier  en  1894  à  la  Société  des  mathématiciens  alle- 
mands  et  inséré  au  tome  iil  de  son  Jahreshericht.  De  même,  pour  Tétude  systématique  de 
eette  belie  et  importante  doctrine,  nous  récommenderons  les  ouvrages  classiques  de  Salmon 
et  Clebesch,  déjà  cites  aussi  au  n.°  164,  ou  la  théorie  générale  des  courbes  algébriques  se 
trouve  merveilleusement  traitée  par  les  méthodes  analytiques,  et  celui  de  Cremona,  intitule 
Introãuzione  a  ima  teoria  geométrica  delle  curve  picote  (Bologne,  1862),  digne  aussi  de  grand 
óloge,  ou  les  mêmes  courbes  sont  étudiées  par  les  méthodes  purement  géométriques. 


NOTES  ET  ADDITIONS. 


I. 

NOTE  AD  N."  66. 
Siir  les  cubiques  qui  soiit  t-issoidales  »relles-iuòmes  et  «rune  droite. 

Envisageons  féquation  polaire  des  cubiques 

(A  cos»  d  +  B  cos-  d  sin  9  +  C  cos  6  sin^  6  +  D  sin^  d)  r/- 
+  (E  cos*  e  +  F  cos  Ô  sin  (5  +  G  sin^  6)  p  +  H  cos  6  +  K  sin  6  =  0. 

et  l'équation  polaire  rles  droites  parallèles  à  Taxe  des  ordonnées 


En  représentant  par  oi  et  oi  les  racines  de  la  preniière  éqnatÍDn,  oii  a 

E  cos2  e  +  F  cos2  fl  sin  e  +  G  sin^  6 


pi-rp2  =  - 


A  eos^  e  +  B  cos-  e  sin  9  +  C  cos  ô  sin^  ô  -f-  D  sin»  9 


La  condition  poiír   que    la   culiique   coincide   avec   la  cissoidaie   d'ellemênie   et  de  cette 
droite,  cest  qnoii  ait  identiqueiuent 

P«  +  P2  =  f ' 

OU,  par  conséquent, 

E  +  F  tang  d+G  tang"^  ô  +  a  ( A  +  B  tang  d  +  C  tang-  «5  +  D  tang»  d)  =  O, 
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quelle  que  soit  la  valeur  de  6.  Cette  condition  est  donc  exprimée  par  les  équations 
E  +  aA  =  0,     F  +  aB  =  0,     G-^aC=:0,     D  =  0. 
L'équation  de  la  cubique  doit  donc  avoir  la  forme 

( A£c2  +  Bxr/  +  Cf)  {x  —  a)  +  Ilx  +  Ki/  =  0. 

Or,  quand  B-  — 4AC  est  dififérente  de  zero,  cette  équation  est  identique  à  celle  des  cubi- 
ques ayant  une  asymptote  parallèle  à  Taxe  des  ordonnées  et  deux  autres  se  coupant  à 
lorigine. 

Si  B-  —  4AC  =  0,  Féquation  prend  Ia  forme 

( l/Ãaj+  l/C^)*  {x  -  a)  +  Ho;  +  Ky  =  O, 

et  elle  est  identique  à  celle  des  cubiques  ayant  une  asymptote  parallèle  à  Taxe  des  ordonnées 
et  deux  autres  parallèles  lune  à  Tautre.  La  parallèle  à  ces  dernières  asymptotes  passant  par 
rorigine  en  est  equidistante. 

Nous  pouvons  donc  moditier  et  completer  Ténoncé  dii  tliéorème  donné  au  u.°  ()6  de  la 
raanière  suivante: 

La  condition  ponr  quune  cubique  soit  la  cissoidale  d'eUemême  et  d'une  droite  K,  c'est  quelle 
nit  trois  asymptoies  et  qiiune  de  ces  droites  coincide  avec  K  et  que  les  deux  autres  se  coupent  à 
ttn  point  de  la  cubique,  situe  à  distance  finie  uu  à  Vinjini.  Dans  le  premier  cas,  ce  point  est 
le  polé  de  la  cissótdale;  dans  le  ãeuxième  cos,  le  pôle  de  la  cissoidale  est  le  point  ou  la  droite 
equidistante  des  asymptotes  parallèles  coupe  la  courbe. 


11. 

ADDITION  AD  N."  96. 
Siir  une  propriétí  des  cubiques  eireulaires. 

Si  un  cercle  coupe  une  cubique  circulaire  aux  poinfs  A,  B,  C  tt  D,  le  cercle  passant  par 
A,  B  et  un  point  O  quelconque  de  la  cubique  et  le  cercle  j^assant  par  C,  D  e<  O  coupent  la 
même  cubique  à  deux  autres  points  E  e<  F  tels  que  le  cercle  qui  passe  par  ces  deitiiers  poinis 
et  par  O  est  tangente  à  la  cubique  en  ce  pioint. 

On  peut  dédnire  ce  théorèrae  de  celui  qu'on  a  démontré  au  n,"  96  au  moyen  de  la  trans- 
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uiation  par  rayons  vecteurs  reciproques,  en  procédant  comme  dans  la  démonstration  du 
théorème  analogue  siir  les  qiiartiques  bicirc-iilaires  (n."  270),  le  point  O  étant  pris  pour  centre 
de  la  transfonuation.  Le  théorème  démontré  au  ii."  96  est  un  limite  de  celui  qu'oii  vient 
d'énoncer,  correspondant  au  cas  ou  le  point  O  est  à  Tinfini  sur  l'asymptote  réelle. 

Ce  théorème  et  celui  qu'on  a  énoncé  au  n."  96  peuvent  être  gónéralisés  aisément,  au 
moyen  de  la  transformation  homographique,  en  procédant  comme  au  n.°  161.  On  trouve 
ainsi,  en  considérant  senlement  le  aecond  théorème,  le  résultat  suivant: 

Si  une  conique  coiipe  une  cubique  aux  j^oints  Ai,  Ag,  A,  B,  C,  D,  les  droites  AB  et  CD 
coupent  la  même  cubique  à  deiix  nouveaíix  points  E  eí  F  tels  que  la  droite  EF  passe  par  le 
troisième  point  d'intersection  de  Ai  Aa  avec  la  cubique.  ■ 

En  se  basant  sur  ce  théotème,  et  en  procédant  comme  dans  l'applieation  qu'on  a  fait  du 
théorème  du  n."  96  à  la  construction  du  cerele  osculateur  des  cubiques  circulaires,  on  peut 
construire  une  conique  passant  par  deiix  points  Aj  et  A-2  d'une  cubique  donnée  et  ayant  avec 
cette  ligne  un  contact  du  deuxième  ordre  dans  un  point  donné  A. 


III. 

ADDITION  AD  N,"  133, 
Sur  la  versiera. 


La  courbe  définie  par  Téquation 
(1)  xy'^  =  hHa~x), 

que  nous  avons  considérée  au  n."  133,  peut  être  construite  de  la  manière  suivante. 
Prenons  la  conique  représentée  par  Téquation 

(a;  — ai)^     ,    y^  _^ 

ou  «1  =  —  a,  et  traçons  la  tangente  à  cette  conique  au  sommet  (2ai,  0),  et  la  tangente  à  la 
même  courbe  à  un  point  quelconque  A.  Ces  deux  droites  s'interseptent  à  un  point  B.  Si 
raaintenant  on  tire  une  parallèle  à  Taxe  dos  abscisses  passant  par  B  et  une  parallèle  à  Taxe 
des  ordonnées  passant  par  A,  on  obtient  un  point  M,  ou  ces  droites  se  coupent,  lequel  ap- 
partient  à  la  cubique  envisagée. 

VOL.    IV  •  ^^ 
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En  eflfet,  Téquation  de  Ia  tangente  à  la  conique  au  point  A  est 

a^jí  Y  -\-b-  (x  —  ai)  X  ^  aib'^x, 

et  Tordonnée  y{  du  point  B,  oíi  elle  coupe  la  droite  X==2ai,   est  par  conséquent  déterminée 
par  réquation 

«1  Jí  í/l  +  b^  (íc  —  2«i )  =  O ; 

or,  les  coordonnées  du  point  M  sont  {x,  yi),  et  elles  vérifient  par  conséquent  l'équation  qni 
resulte  de  Télimination  de  y  entre  cette  équation  et  celle  de  la  fonique,  c'est-à-dire  Féquation 

xy'^^  =  6*  («  —  x). 

Si  a  =  2h,  la  conique  considérée  se  réduit  à  un  cercle,  et  ia  courbe  coincide  avec  celle 
qu'on  a  étudiée  au  n."  126.  Alors  la  construction  precedente  coincide  avec  celle  qu'on  a 
indiquóe  au  paragraphe  mentionné  pour  ce  cas  particulier. 

Si  a  =  h,  la  cubique  correspondante  est  la  versiera  (n."  123).  Cette  manière  de  construire 
cette  courbe  a  été  remarquée  par  M.  Retali  dans  un  travail  sur  une  transformation  géomé- 
trique  três  gónérale,  insóré  aux  Mémoires  de  la  Société  royalc  des  Sciences  de  Liège  (3.®  série, 
t.  II,  1900). 

La  métliode  qu'on  vient  d'eraployer  pour  dériver  la  cubique  (1)  de  la  conique  considérée 
est  une  application  de  la  transformation  de  Roberval  définie  au  n."  126;  ainsi,  la  cubique  est 
la  robervaUienne  de  la  conique.  Comme  compléinent  à  ce  qu'on  a  dit  au  n."  126  sur  cette  trans- 
formation, nous  ajouferons  encore  que  Téminent  géomètre  Ta  mentionné  dans  une  lettre 
adressée  à  Torricelli  et  publiée  plus  tard  dans  le  tome  vi  des  Mémoirea  de  1'Académie  des 
Sciences  de  Paris;  la  passage  de  cette  lettre  qui  se  rapporte  à  la  transformation  envisagée,  est 
inséróe  à  la  page  465  de  ce  volume,  et  en  découle  que  Roverbal  Tavait  déjá  comrauniquée 
à  Torricelli  dans  une  lettre  antérieure  qui  n'est  pas  connue. 

•  II  resulte  de  ce  qu'on  vient  de  dire  et  de  ce  qu'on  a  vu  au  n."  133,  que  les  propriétés  de 
la  cubique  qu'on  vient  de  considérer  sont  une  généralisation  immédiate  des  propriétés  de  la 
versiera;  nous  croyons  donc  convenable  de  designer  toutes  ces  eourbes  par  ce  nom. 

On  a  mentionné  aux  n."*  123  et  126  les  premiers  géomètres  qui  se  sont  occupés  de  Tétude 
des  eourbes  définies  par  des  équations  de  la  forme  (1).  On  doit  ajouter  à  cette  liste  le  nom 
de  Lalouvère,  qui,  d'après  un  renseignement  que  je  dois  à  M.  Aubry,  a  envisagé  le  cas  oii 
a  =  2b  dans  un  ouvrage  intitule:  Veterum  Geometria  promota  in  sejHem  de  cycloide  libris 
(Toulouse,  1660,  p.  399),  oíi  il  dit  qu'il  en  a  proposé  la  quadratura  à  Fermat.  Nous  croyons, 
avec  M.  Aubry,  que  Fermat  se  rapporte  à  ce  géomètre  quand,  en  s'occupant  de  la  quadra- 
ture  de  la  courbe  envisagée  au  n."  123,  il  dit  que  ce  problèrae  lui  avait  été  proposé  par  un 
géomètre  órudit. 
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IV. 

ADDITION  AD  N."  163. 

Snr  quelqnes  propriétés  dcs  cnblqnes. 

En  généralisant  deux  théoièmes  sur  la  uissoíde  et  la  stroplioíde  démontrés  aux  n."'  16 
et  50,  nous  avons  établi  poiír  les  courbes  unicursales  les  théorèmes  2."  et  3.°  dii  n.°  163. 
Noiís  allons  maintenant  étendre  les  mêmes  théorèmes  aux  cubiques  non  unicursales.  Ces  gé- 
néralisations  n'ont  peut-être  été  pas  remarquées. 

1.°  Les  coniques  qui  passent  par  deux  points  Ai  et  A2  d'une  cubique  quelconque  et  qui  OJii 
un  contact  de  deuxième  ordve  avec  cette  courhe  à  un  des  quatre  points  ou  elle  est  coupée  par  une 
conique  passant  par  Ai  et  A-i,  coupent  la  même  courhe  en  quatre  nouveaux  points  situes  aussi 
sur  une  conique  passant  par  Ai  et  Aj. 

Pour  démontrer  ce  théorème  dans  le  cas  des  courbes  non  unicursales,  il  suffit  de  consi- 
dérer  les  paraboles  divergentes  non  unicursales,  puisqu'on  peut  Tótendre  ensuite  à  toutes  les 
cubiques  non  unicursales  au  moyen  des  propriétés  de  la  transformation  homographique. 

On  a  vu  au  n.°  156  que  les  coordonnées  x  et  2/  d'une  parabole  divergente  non  unicursale 
peuvent  être  exprimées  par  des  fonetions  elliptiques  d'un  pararuètre  to  et  que  les  valeurs 
«1,  ?<-2,  etc.  que  ce  paramètre  prend  aux  six  points  d'intersection  avec  une  conique  verifient 
la  relation 

(1)  Ui+U-2-\-.  .  .  +  V6  =  0, 

k  multiples  des  périodes  prés. 

Si  Ton  fait  maintenant  passer  une  conique  par  les  points  de  la  cubique  correspondanta 
à  !íi,  !'3  et  U6  qui  ait  un  contact  du  second  ordre  avec  cette  cubique  au  point  correspondant 
à  wi,  et  si  rou  represente  par  ul  la  valeur  que  u  prend  au  quatrièrae  point  d'intersection,  on  a 

3«í  +  «1  +  ?<5  -|-  "6  =  0. 

De  même,  en  représentant  par  uí,  U3  et  «4  les  valeurs  que  u  prend  aux  point  ou  la 
cubique  est  coupóe  par  les  coniques  passant  par  les  points  correspondants  à  «3  et  ue  et  ayaut 
un  contact  du  second  ordre  avec  la  même  cubique  aux  points  correspondants  à  «í,  íí3  et  uiy 
respectivement,  on  a 

Siíí  +  !í-2  +  !Í5  +  "6  =  O, 
3W3  +  «3  +  «õ  +  W6  =  o, 
3«t  +  «4  +  «5  +  «6  =  0. 
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Pourtant 

3  (ttl  +  M2  +  «3  +  «*)  +  Wl  +  W-i  +  «3  +  «4  +  4  (W5  +  Me)  =  O, 

ou,  à  cause  de  Téquation  (1), 

Wá  +  «2  +  ''á  +  «4  +  «5  +  W6  =  0. 

Done,  les  points  de  la  cubique  correspondants  aux  valeurs  U),  ?(«,  vi  et  «4  sont  situes  sur 
une  conique  qui  passe  par  «5  et  tie. 

2."  Les  trois  coniques  qui  passent  par  ãeux  points  Ái  et  Aj  d'un£  cubique  qtielconque  et 
qui  ont  un  contact  ãu  dtuxiime  orãre  avec  cette  courbe  en  trois  poinis  rei^ptctifi^ ,  i^ituéí  sur  une 
droife,  coupent  la  cubique  en  trois  noui^eaux  pohits,  situes  sur  une  conique  passant  par  Ai  et 
Aj  et  par  le  point  ok  la  cubique  est  coupée  par  la  tangente  au  point  d'intersection  de  cefie  courie 
avec  la  droite  Aj  Aa. 

On  démontre  que  les  cubiques  non  unicursales  jouissent  de  cette  propriété  de  la  manière 
sui  vante : 

Si  les  trois  points  de  la  cubique  correspondants  aux  valeurs  «1,  «i  et  ii-i  du  paramètre 
u  sont  situes  sur  une  droite,  on  a,  à  multiples  des  périodes  prés, 

ui  +  m  +  «3  =  0. 

En  représentant,  comme  ci-dessus,  par  «i,  iíÁ  et  v■^  les  valt-urs  que  v  prt-nd  aux  points  crà 
trois  coniques  passant  par  les  points  Ai  et  Ag,  correspondants  aux  valeurs  115  et  «e  du  para- 
mètre, et  iijant  un  contact  du  deuxième  ordre  avec  la  cubique  aux  points  lu,  tij  et  «(3,  res- 
pectivement,  coupent  cette  cubique,  on  a 

3wi  -r  in  +  m  -r  «6  =  O,     3wi  +  Vf  —  ^s  -^V6  =  O,     3jí3  +  U3  4-  wg  —  wd  =  O, 

et,  par  suite, 

í'i  +  «4  —  MJ  -i-  3  («5  +  rtc)  =  0. 

Mais,  d'un  autre  côté,  si  «"  represente  la  valeur  que  xi  prend  au  point  oii  la  droite  qni 
passe  par  les  points  correspondants  à  «5  et  uc  coupe  la  cubique,  ou  a  aussi 

u"  -\-U5  -|- 7(6  =  0; 

et,  en  représentant  par  u'"  la  valeur  de  n  au  point  ou  la  tangente  k  la  cubique  au  jicint  cor- 
respondant  à  w  =  u''  coupe  la  inême  cubique,  011  a  encore 

2«t'' -i-tí""  =  0. 
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II  resulte  des  relations  précéd<:'ntes  celle-ci: 

M|  -f-  «í  —  «3  +  m'"  -r  «5  -r  «6  =  o, 

d'ou  l'on  dédiíit  le  théorènie  énont-é. 

Si  la  cubique  considérée  est  circulaire  et  «5  et  «e  sont  les  valenrs  de  u  correspondantes 
aax  points  circniaires  de  l'infini,  les  coniques  qu'on  vient  de  considérer  se  réduisent  à  des 
cercles,  et  on  obtient  les  théorèmes  suivants,  qui  sont  nouveaux,  crovons-nous : 

3."  Les  cercles  osculateuri'  d'une  cubique  circulaire  quelconque  corresponâants  à  quatre 
points  situes  sur  la  circonférence  d'un  cercle,  coupent  la  mime  courht  en  quatre  nouveaux 
points  situes  aussi  sur  la  circonférence  d'un  nutre  cercle. 

4."  Les  cercles  osculateurs  ã'une  cubique  circulaire  corrtspondants  à  trois  points  situes  sur 
une  droite,  coupent  la  cubique  en  trois  nouveaux  points  situes  sur  la  circonférence  d'un  cercle 
passant  par  le  point  oii  la  cubique  est  coupée  par  la  tangente  au  point  d'intersection  de  ceite 
courbe  avec  Vasymptote  réelle. 


V. 

ADDiTlOS  AU  H.°  270. 

Sur  qnclqncs  propriátés  des  qnartiques  bieií-culaires. 

Le  genre  des  quartiqiies  bicireulaires  qui  ne  possèdent  pas  de  point  double  à  distance 
finie  est  égal  à  un,  et  par  conséquent  les  eoordonnées  de  leurs  points  peuvent  être  repré- 
sentées  par  des  fonctions  elliptiques  méromorphes  à  mémes  péiiodes  d'nn  paramètre  íí.  En 
se  basant  sur  eette  propriété,  oa  peut  déduire  des  propriétés  des  fonctions  elliptiques  des 
propositions  relatives  aux  courbes  raentionnées,  en  proeédant  conmie  au  n."  156.  Xous  allons 
faire  trois  applications  de  eette  méthode. 

1."  Considérons  un  cercle  quelconque  et  supposons  que  ui,  Wi,  U3  et  m  sont  les  valeurs 
que  prend  le  paramètre  u  aux  points  A,  B,  O  et  D  dintersection  avec  la  quartique,  et  que 
«5  et  lis  sont  les  valeurs  que  prend  le  mêmc  paramètre  aux  points  circulaires  de  Tinfini.  On 
a,  à  multiples  prés  des  périodes  des  fonctions  elliptiques  mentionnées, 

"  1  —  «i  -f  "3  -r  "4  -r  2  («5  -r  Me)  =  2c 

c  étant  constante,  quel  que  soit  le  cercle. 

Le  cercle  passant  par  A  et  B  et  par  le  point  O  de  la  quartique  ou  u  preud  la  valeur  «', 
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coupe  la  courbe  à  un  nouveau  point  E  oii  u  prend  la  valeur  u\,  et  nous  avons 

"1  +  m  +  u'  +  IH  +  2  {it5  +  ue)  =  2c. 

De  même,  on  a,  pour  un  cercle  passant  par  C,  D  et  O  et  coupant  la  courbe  à  un  nou- 
veau point  F, 

«3  +  «4  +  w'  +  «2  +  2  (?Í5  +  we)  =  2c. 

11  resulte  de  ees  équations  eelle-ci: 

2m'  +  ííi  +  líâ  +  2  (wõ  +  lie)  =  2c, 

laquelle  fait  voir  que  les  points  E  et  F  sont  situes  sur  la  circonférence  d'un  cercle  tangent 
à  Ia  quartique  au  point  O. 

Nous  venons  de  retrouver  ainsi  le  tliéorème  démontré  au  n."  270. 

2."  Considérons  encore  le  cercle  qui  coupe  la  quartique  aux  points  A,  B,  C  et  D,  et 
représentons  par  ui  et  là  les  valeurs  que  it  prend  aux  nouveaux  points  d'intersection  E  et  F 
de  la  quartique  avec  un  autre  cercle  passant  par  A  et  B,  et  par  u'3  et  «1  les  valeurs  que 
prend  la  mêine  variable  aux  points  Gr  et  H  ou  la  quartique  rencontre  un  cercle  passant  par 
C  et  D.  On  a 

m  +  tii  -p  ?í3  +  iu  +  2  (wõ  —  U6)  =  2c, 
Mi  +  «2  +  «1  +  «2  +  2  (í/õ  -r  iíe)  =  2c, 
«3  +  «4  +  «3  +  «4  +  2  (W5  +  t/e)  =  2c, 


et  par  conséquent 


«í  +  "2  +  "!i  +  "4  +  2  (?/õ  -r  Vú)  =  2c. 


Donc,  les  points  E,  F,  G  et  H  sont  situes  sur  la  circonférence  d'un  cercle. 

3."  Les  cercles  oscidaleurs  cVune  quartique  bicirculaire  correspondants  à  qwitre  points  si- 
tues sur  la  circonférence  d'un  cercle,  coupent  la  mCme  courbe  en  qitalre  nouveaux  points  situes 
aussi  sur  la  circonférence  d'un  autre  cercle. 

On  a,  en  effet,  ui,  w^,  ?/3  et  U4  étant  les  valeurs  que  prend  u  aux  points  donnés, 

Wl  +  «2  +  «3  +  «4  +  2  (/(5  +  uc)  =  2c, 

et,  en  représentant  par  tí\,  e/^,  i/3  et  U4  les  valeurs  que  //  prend  aux  points  d"intersection  des 
cercles  osculateurs  raentionnés  avec  la  courbe, 

3iíH-»Í+2(hs  +  í/6)  =  2c,     3«j+tí2  +  2(!/5  +  ííc)  =  2c,    ..., 
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et  par  conséquent 

Ml  +  ?í2  +  U3  +  2  {ua  +  tte)  =  2c. 

Les  points  correspondants  à  «j,  tii,  1/3  et  ul    soijt  donc   situes  sur   la  circonférence  d'un 
cercle. 

On  ne  peut  voir  a  11  moyen  de  ces  démonstratioiís   si  les  tliéorèmes  qu'on  vient  d'obtenir 

subsistent  quand  les  quartiques  bicirculaires  sont  unicursales.  Mais   on  peut   les   généraliser 

aisément  à  cette  classe  de  quartiques,  au  moyen    de  eonsidévations    simples,    en  remarquant 

qu'on  passe  d'une  quartique  bicirculaire  uon  unicursale  pour   une  quartique  bicirculaire  uni- 

cursale  en  faisant  varier  d'une  manière  continue  Ia  forme  de  Ia  première  courbe. 
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Errata. 


Page  "2U,  ligue  27,  au  lieu  de  oa  il  a. .  ■  lirc  ou,  cVaprhs  Huygens,  il  a.  .  . 

Page  36,  ligne  •22,  au  lieu  de  !/.,  lire  o. 

Page  53,  ligne  11,  au  lieu  de  detix  lire  ti  deux. 

Page  57,  ligiic  28,  au  lieu  de  cubique  quclcottque,  lirc  cubique  à  (róis  axynqjto/es  noii  parallHes  (voir  page  383). 

Page  108,  ligne  18,  au  lieu  de  Fremat,  lire  Fcrmat. 

Page  117,  ligne  20,  au  lieu  de  Vhyperholisme,  lire  Vantihyperbolisme. 

Page  18-1,  remplaeer  la  ligne  4  par  celle-ci: 

—  18a2i2  (a-'  4-  U')  (»í?  +  f-')  (íi'í;2  -f  6'h'!  +  4}  +  1 0  (a"-  +  i'))  («2  +  v^) 

Page  254,  ligne  29,  au  lieu  de  Cj  lire  (Ci). 
Page  255.  lignes  1  et  11,  au  lieu  de  (',  lire  (Cj). 
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